


результаты статьи распадаотся на три части: в первой - изучается про-

дол'*ение gункций класса ts, (t.t, p>l) через границу плоской одно-

связной области, при условии, что граница является квазиконФорнной окруж-

ностьо, т.е. удовлетворяет гео}iетрическо}rу условик, (условиЕ, ДльФорса) Х}

приводиноl.tу ниже; во-9торой - показывается, что это )l(е условие является не-

обходи}rь.r.r в случае Вlrgrф=r; третья часть посвящена при}rененир теорен
l

продол)хения для изучения задачи о за}iене переменнчх.

ý l. Предварительнче сведения о квазиконФорннt х гонео..,tорФизr,rах.

Условие ДльФорса и квазийзометрии

1.1. ГоlеоморФи3н Р
зиконФорннuн, если величина

9рроFПffi
o.*"rnr""" ," / . Наименьща.я из верхних границ цr(t) """".ается 

,.iетричес-

ки..r коэqФициентон иска).(ения. Квазиконgорrrнuй гоrrеонорФиз}r с коэФФициентоa.l

исканенuя У будем называть |- квазиконФор..,tнur.i.

коивая / назь.вается кваэиконФормной окрухностьп(или просто квазиок-

рухностьо), если она является образо.r единичной окрух(ности при некоторон

кваэиконФор}iноl.,i гоr{еоr,iорФизме плоскости R2 "а се6^.

3амкнутая )хорданова кривая

но, если .ч лобой точкп 2оС |

области G сR" на область 4' ,""r"""тся ква-

l удовлетворяет условикr АльФорса локаль-

V @), в которойсуцествует окрестность
внполнено условие: лобая тройка ,о"е*'*) €r,ýrr€rс l пV@о) чдовлеr_
ворлет неравенству l ýr- ýо l< б l lг €2l,

Точка {, ле},(ит }lежду-rо**""п {, , €" на дуге lПVР) Посто-
яr"ая N не зависит от выбора ,ou"* ý , €rr{эСYРо)" вчбора точки tro

Теорема 1 .1 . !ля того чтоlбы занкнутая ){орданова кривая бчм квази-
окружностьУ), необходиr.rо и достаточно, чтобч она уАовлетворяла условио Аль-

Форса.

Teopelta непосредственно следует из теоре..rы 5 El 5, с.71 ,777 и результа-
тов статьи Elбf .

1.2. Расснотри}r на плоскости *ру, B(Orl) рааиуса l с центроr,r в точке

0 . Пусть /- п"веосия относительно единичной окру){ности ъ@l). Если

х)'Класс областей, удовлетворяlоOlих условиD АльФорса, существенно lлире
Lip t , для которого ре3ультат о продол).(ении известен.класса

, содер-лежат на конпоненте ,.ножества lПV@о)
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граница ;/ области G является квазиокру)qностьк), то существует квазикон-

t!орннчй го}rео1.1орФиз, t! l R 
2* R", отображаоц 

"й В (q.|) "а область f, Тогда

Prj о Р-' является квазиконФорнныr.r гоr.rеоr.rорФиз}iом, который переводит об-

n""r" 4 в область R" F и оставляет точки кривой / непоавижными. Мн

будеr.r говорить, что/ допускает квазиконФорr.rное отражение. Легко показать

и обратное: если | допускает квазиконФорr.tное отра)!(ение, то / является

квазиокрух(ностьD.

Введенное Л.ДльФорсоr.l П5, п.7ГJ понятие квазиконФормного отобра)хения

приводит к довольно неожиданной характеристике областей, границы которых

являотся квазиконФормностяr,tи .

Teoper.ta 1 .2. Если 9твует - кваэиконФормное отражение отно-

сительно занкнутой жоDдановой кривой l , то существует также о(9) - ква-

зиконФор..rное отранение, которое диФФеренцируеr.rо и в некоторой окрестности

кривой ll }rеняет евклидовu длины не более чеr.r в
0

Теорема является аналого}r леr.rмы 3 ftS, c.Z!
Ctp о"".
АльФорса и доказывается

также.

Несколько вольной Фор}iулировке теореr,rы l .2, копируоцей Форr.tулировку

дльФорса, l.iожно придать более точный вид. Коl.tбинацией Teoper.r 1.1 и 1.2 по-

лучается следуDulая необходимая в дальнейшем

Теорема l .3. Пусть граница област, б будет ,(ордановой кривой

удовлетворяlощей локальрlо условикt т тв т

irый и квазиконФорr.tный в области С гоr.iеоморФизм ,2: _ftzxQ , остав-

ляtоций неподвих(ны}.tи точки гра ницы. У границы l
l_

суцествует такая окрест-

венство

щается.

Границу / неограниченной области f, назовем квазиконФорr.rной пря}rой,
0

если У явллется образоr.r вещественной оси при некоторолr квазиконФорl"tно!"r
0

гоr..tео},rорфизr.rе плоскости на себя.
,

Teoper.ra l . t'(cM. fl 5 , с,7l ,777 ) Для того чтобн кривая / была

квазиконФорлtной прямой, необходи1.1о и достаточно, чтобы существовала посто-

f, ,"*"", "rо дп" ,rrrО"* 'е"л ,о*"* fрfr, lянная

i
l8

ле).(ит !rежду €," €, справедливо
{э с , из которых



<с.

1.2'1.".E5, ". 7t]) . Если суцестЕует /

l(r-r,ll 

-l

l{,-r,l (1)

Дналогично случа|о ограниченной области определяется квазиконФор..1ное

отра).(ение

Т eoper,ta - квазиконФорr,rное

отра}|{ение относительно неограниченной жордановой кривой l , то с)дlес твует

также кваэиконФор|!iное отражение, которое диФФеренци pyer.ro и ,4еняет

евклидовы длинu не более чен в (9) раз.

С tgl,

с удовлетворяет

вует гоr.tеоr.rорФизrq @ : +Р -6]

Теорема l .3'. Пусть граница / неограниченной односвязной области

условию (t) теоремы |.l ). Iегд" сущ"с]-

, квазиконФоррtныir.диФФеренцируемый в

и удовлетвоояtоций чс-области f l остбgлд|оOtrй точки границы

ловиl0

р(0. |9tol- 9(yrl < PrCl
для лобых точе* (,. r,. {, a'1u''.' Постояннал Р(а з""".пт только от посто-
янной f, в условии АльФорса.

Теорема 1.3 следует из теоремu 5(П5, с.77])и Teoper.ru 1.2.

ý 2. Пространства B!,rtll. продолlкение

через квазиконФорнн)п0 границу

,
2.1. В обозначениях и определении классо. В),о(С) "" следуеl.r ,.1оно-

граФии 0.В.Бесова, В.П.Ильина, С.Н.Никольского ft7]
Будем использовать следуDцее обозначение конечной разности: для

леа, у.RО
д(у,0) f to : f(o+yl-fel Рг,о+уfс0,

@,t+уlф G .0

при

при

Из различных способов определения пространств 
" 
В!r, мы выбереr.l техни-

чески наиболее удобный для этой статьи, учитывая, что для областей, в кото-

рых верна теорема продолх(ения, приводиl"tая ниже норr.rироa*" ёрrа эквивалент-
на стандарт"ой EZ, Sl8.6] .

0пределени . U!,, (6) . Поо.rранство}r В!,о rе) называется линейное
норr,lированное пространство изrtiеримых функций f , которые определенu на

области G С- RО и для которых ограничс

,, i,i, !,,,,, -, f;;^":;,":"l[,HY,':- r'r
l9



_о Kpo}.re пространства в! 
" 

(0, мы будем paccr.ra'pr4.a'b пространство

6r,, (с) n.""pr"n' ," oO'nl.r' GсR z 
бункцпй, для которых ограничена

ПОЛУНОРl.а 

lf llСr,а,э,ъ -l f l'r,r,о,,
лl

Аналогично 0, будеr,r обозначать

BBeдer.r еце два типа пространств:

Пусть

- lf lr,,rr.
u"o." .0!|G) npo.

В/ tе[ l! сеl
транство в/,, CCt

] Цz,O)усtl- f 
/B-zl - f tcl при g,c+zey ;

t _ 0 пDис "лпс+zУ0; _il
|tf |ь;п.l- J{Jf,r,t-l 

}*6.!*, _r'ffr,r4':
при 4 - Ro npo.,p" ",,"" i! rа -l! B'l ", l! {il - t! rcl-'.
В случае областей с гладкой границей норl,tы ||. llbc,t эквивалентны

при различнп^ t , то х<е fl7) " дп, полунор,.t ll,П|,[;': Ч"rпу Д разрешает-

ся приниirать значение оо (см. [7,tЦ ) .

Teoper.ta l . Пусть граница f области Q С В2 
^"п^ется 

квазиокруlltностьlо.

Тогда для всех 0.t, p-t Ъ"*ББп"""о*@
ПРОДОЛНеНИЯ 

'rЁ: 
@*в: (R'), 0о|о-ц.

Теорема l Пусть граница I области а является квазиконФормной

no^rol. Тоrо" on, ...r-O.L
оператор продол)fiения 0 :6'.r

-о

lll0ullo6,p. *

P-l,
Ф-6, tK

с

)

тв линейrный ограниченный

?u|g - u,
I

trдl illиlll
'lL

lP,E,c'

Jlри этоrq норма ! d |a on"p"rop" 8 зависит только от t " ;У .(Точнее, толь-

@-;";"r.,fr..*r "r""." ,.Й.l
Локажем сначала теорему 1'.
По теореме 1.3',.уц".rвует гоl,rеол.rорФизl"t 9 z R2- е - F

форr,rный, диФФеренцируемый в области R2'G и оставляоций кривуа |
Hofi. При этом для лобой

-t
р(с) <

где постоян"ал Р>0
для коивой /

пары точек r, у е С выполнено неравенство
|?Col- Рtцl| . Р(С),

, квазикон-

неподви)fl-

(2)

.".H,tl только от постоянной f, в условии АльФорса

20

*)3о"", ф,rrtg,6.,у)- это нижняя грань длин кривых, соединяощих точки3 и
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3аметим Taк).le, что ..repa Лебега rп (f) кривой l Dавна нулD, так как

2l лвляется образоlr прямой при Heкoтopor{ ква3иконФорriноl.r го}iео}rорФиз}rе

Р пз РО на себя. КвазиконФорннuй гоr.rеонорФизн переводит инох(ество ..repu

нуль в ..iнorxecтBo неры нуль.

Рассrqотрим з ,(2 9уrкц.п

F@) -

rF-
lt

нох(но оценить через интеграл

Нам HylKHo показать, что интеграл

{t.l прч ае0,
f rqrcl np" а{ 0,

tФ*"

Itrz,GlcftzllP
dzda,

h ]zlФt2

}., 
( I lдtt.R,lFrаilрdс) dt

Сначала оцени}i разность

Вчделим четчре ситуации:

// _\ \
G dbtg,a+z|<,

ы d,& 1o,ylrt ,

ы diЁ (c,x)>t,
q d.bt 1с,р < hп,

at dЫ 1c,yl < h ,

д t'z, R2)F @) - F (о+z) - F rc) .

оеR'rG;
се 0;
ае R2, G;

сес.
В случае в) для lzl< Д и},rеет место

А(z,R2)F(.1 - f 1z+zl -f @l,
по определениD Функции F @l .

В случае а) справедливы равенст." F 1o+z): {{ytc+zl),
Fpl-f @@D, д(z,R')F (q - fry@+z))-f(p@i ) и из

(2) следует

^ 

(z, RС ) F tcl -. f (р F, + -z (xD - f Ф eD - i (z 1"1, G ) { ср r cl,
P-l lzl . d,Ы б 

(9 ro + z(d,р@)) < Р tzl. (з)

В случае с) отрезок q( , соединяlощий точки 
' 

и 2* Z , не обязан

целикоr.r ле,{ать в области R2 - 0 .

ПустьJ-о(пR'.6]. Тогда йнох(ество F-i) U9ф ) будет кривой

/ м,"ь, ItxlclP''|?] ,Itrl Коивая / соединяет точкиt|(сfz,)
и-Р(С), 

""n" t+ZеРZrб , или точки С*Х и Р(С) , еслпа+|(ý
Так ках

2l



P-|tzl._{Ф: Р lz! , то dйokptc+z),9@))<Ptz1
еслиtIZсR2'G , "dЫc(z+z,qta\-Ptzl , если c+zeG.

Пусть

Q{хl- ['^'' при а€R"е,
I Z при С€G.

0тсода

д (z,R') F @l :{ tf 1c+zD-f (f tcD -
- f (Ф trl+v(a)- f tzl: t tz-(il, Ф\tаl, Z-Q(о,

__,
Р-' lzl < diAt' F +r(а),z) -- Р lzl. (4)

Случай d) расс1.1атривается аналогично, и оценка получается такая ж€,

как и в (Ц)

В интеграле rF поr.rеняе},r пределы интегрирования

'r:\,.,,!ul 
A(l,R')rrrllPL. (5)

R2 ltl< h
Во BHyTpeHHer.r интеграле сделае}i оценку в перечисленных выше четырех

ситуациях:

в) если ОеСР,,о

,,}.r, 
o,t,,i,'i, F @|Р #":,);^ G, Gl{tcilP,#, (6)

" 
j""n, gr(Rlфt, то из L3)

,)r, 
л ( t, R2) F (cl(1 yn,-,}r "'?u|,|rIo"' n' =

: ! , 
lf t9 tc+tlt- { t,ptcDt fu, *

ttt.lt l
-. ll (Р) \ _^l{ 

сrtа+t-f tpt"lil"?rfru l7)

dLbt n lotcl+z, pttl), Ph
Для случаев с) и d) оценка делается аналогично (8)

Собирая оценки (6)t7) и соответствуlощие оценки для случаев с) и d) ,

окончательно получаеr,r

<t,ф FBilP
dtdo= M(pl \

ltB,ФfttilP

-ll

pfp+z azaý,\
l, dutolczrD.й

\
0

(8)

lt(erz

3аметим, что постоян"aл Р зависит только от постоянной в условии дль-

ФоDса. Через ll(P) мы обозначаеrq лобуо постояннуD, зависяцуь только о, Р
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чтобы завершить доказательство, остается эаr.rетить, что оценку следует

начинать с интеграла

IFt -
р

Тогда из (8)

F @):

здесь!)-0UYtх

Rz) F @l|Pdz IW
dt

}$*:i
(9)

, что

IFi* MP)tf.*'
Pt

Лля продолженной qункции выбор ft в п"де*сеrF не иr.rеет 3начения,

так как 
"ор"., IJ .il! t эквивалентнп , R" при различн"* l , т.е. .{ех(ду

п"rеrрала"л rFtr, "'rFtrrсуцествуlот двусторонние оценки.
.lTo и требовалось.

Доказательство теоре}rы 1. В этом случае рассr,rотри}.r Br.recтo Teoper,ru

I.3' ,"ор""у 1.3. Пусть VrДl - та ограниченная окрестность квазиокружности

[ , в которой суцествует го}iео..rорФизп ,Р:V (РО(R'-е) LG , пост-

роенный в Teopeмe t.3. Тогда 9 , квазиконФорr.rнчй и диФФеренцируеr.ruй в

своей области определения, оставляет неподвижнultи точки 1;/ Кооr.е того,

справедливо неравенство:
p-l < J9@,) -P(y)l < р

для всех t,у - l . ' "r.l?|"". Р .""r.r, не только от пrостоянной в ус-
ловии Дльt!орса, но и от кривой l Дп^,любой функц "" 1еЁ! tC) продоп-

жение строится так х(е, как и в Teope,.ie |', по формуле

{в' np" gе G i
{ Qtcll при а с Q.0 .

Har,r нужно оliенить два интеграла:

,,.,.- * : ; ýi" j* 
; - "i :; !i',!i:rr,, {,;пе рвого и н те г ра _

ла из Формулы зал.rены переltенной и из условия tП[/) - 0 получаеrii

\,о @l|Pdc - \ r IrtllPdo 
ъ\, 

lFtyllPdy-

- \f ,||r,rr*rL,u, lf tрrrпlР |Jlc,чildo.

i
).

*)Попуч"" оценку, производиr.r заFrену переr.iенной g: , используя неравен-
ство для якобиана Р-. < Х ВР) < Р 2

zз



Учитывая (2) , имееr.r |Xtg,Zll* Р' Поэто1.1у окончательно .jio)|(Ho запи-

СаТЬ 
lF",l\rrrrr. (l + pt>trf Il"tс).л,

Мы построили продолжение функциir из класса В; G) в некоторую окрест-

rlоarr 9 области 0 . 0граниченность и линейность оператора продол){ения

вытекает из оценок интегралов r|Fr12F и из способа построения оператора

продолжения gf - F
Лля эавершения доказательства достаточно y""o*nъ F на Финитную и

равну(, единице на С Функцио а е Ci (Q )о Тогда

ilУ - u@)-Fр>-Ъеl.(0f t,l,),
Дналогичный Teope}re l результат верен для пространства

f, , l.р"rrц" которой квазиокру)fiность.

I
ý ]. Емкости в простра"rrr", B/,g

i:
3аr.rечание.

(6) в ооласr,

Во всен параграФе область ýСРПqr*сирована.
3.1 . 0пределение е}iкости . Рассl.tотриtt пару заl"iкнутых относительно

S ,.{но).{еств Fo С G ,4 a б Фуr*цп" 4 называется допусти.itой для пары

Fo ,F' относительНо полунор1.1Ы ], ll;, 0 , с, h , еслИ 4 непрерывна, To)fi-

дествелно Dа"rа ,уr.о ,.а Fо , ,о*д"Ъi"""но равна "апrпч" "" { и

llцll| ^ ", < ф . Множество допустиt"tых бункций выпукло.

t"i;ri'J, С!,е Gо,F,,С,!) n"on Fo,1 относительно полунор,.ы

l1,1l},g,6,|L'' в област, 4 называется

Lпf lull'r,r,e,h,
где нижняя грань берется по Bceli допустиrirы!.,| относительно этой полунор1.1ы

Функllияr,r. В обоэначении е,..tкости rqы будеrq опускать часть индексов тан, где

это не вызовет разночтений.

В случае, когда допусти,,rых Функций не суцествует, еr{кость полагае}r

равной о,о

Для непересекаDщихся коr.rпактов 4rF, С G емкость всегда }tеньшеоо,

так как допустимые Функции суцествуDт. То же верно n дпл n"pn ForE, , в

которой 3аr.rыкание одного из ..tножеств есть коr,rпакr, n Fo ПF| - /
Приведеrq некоторuе свойства е.iiкости

l .1.1oHoToHHocTb. tсп, F! С Е, . Fr' С ), то

с:, (F;,F;,,с,h)= с!о (Fo,1,G,h),

2. Непрерывность . Пусть l F, _ a 4} - 
"о"оrонно убываоrцая последо-

вательность коr,tпактов , F,=Л ir,';" ' 
" йъt ({,,?О= С,r) - 

0
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ПРи m + сю.
Тогда длЯ лобогО кол.rпакта Fo с G , удовлетвоРяDцего условиD

Fo П Fta : /. п9и всех П , справеАливо равенство

#:*c!,rlF,,* ,Fо,С,П) - Cf,,a (Fо,F,,G,/r).

Доказательство. Из монотонности еriкости следует

С!,, tгr,F,,r,O,h), с!,r(Fо,F,,с, l). (1о)

Фикси9уем f2 7 0 . Пусть Ц - 1акая допусти,,rая {rункция для пары ЕrЕ ,

uro Шl4 trl'r,о,G,h-С},о (Fо,F,,G,'l). е . выбере, d>0 так,

чтобы

ll u -udll!,0 ,c,l. t, цп: miп (,t,1l+dtd.

Функция цs
ЕЕ
' оr' lrr4
получаем

раэовании поаобия t|rt

дит в полунор"у ll 4 i|

ll
С;, о ( Fo, F,, С, tr) . Ci, 0 

( F0, F,,., G,

, в силу непрерывности Ц , будет допустиr,rой для всех пар

, начиная с некоторого По . 0тсода, используя (l0)rпри tП>По

t)-

"lutn!,u.r,r<ll uil + j < С|,r ( Fо,Е , е, /l)+ d+ ё. tlll
t
р, е, O,h

3.
оСва OP,cx.l

вь.пукло .

е экстре!iальной Функции. Рассмотриr.r пространст-

0 rР В этом случае пространств " 6!,, pa.Hor.ep'o

замкнутых or"o"nrun."o / l"t'ox(ec'B 'Fo,1 .Пусть

- ё Тогда дп^ n"on Fo, F, множество 9 допуr-

В силу проиэвола в впборе ё,/, свойство доказано

Существовани
пои Р>/,

Возьмем пару

{ - *o"n"*rrE nE
тиr.lых для е}tкости функций выпукло и непусто. Из равномерной выпуклости

F a 6!,о .n"or", суцествование в замыкании ,.tнo,(ecт * F a if,a единст-
венной Функции цg t 9еализуrлцей емкость, т.е.

';, 
( Fo, a, G, l ) - lцеtrlr,r,цl.^*'

3.2. Пусть lp-o. Тогда полунор,'tа lu(,
подобиях. Легко вычислить так).(е. что полунорr.rа

e,R2,
llatrl r инвариантна при

"p,e,Ro, lz nP" прео6-

(?о) - К tС-tо) i:,q )Фиксированная точк9) перехо-
'f,, 

е,Rо, h/K 
-, 

,.". lit|,o,o^r: iluО ?r,"oШ!,e,Kl tr,K 
.

*) Эrо .n"or",

,".,.""]J:" с;,0(
из неравенства Кларксона.

): f экстре}iальная Функция определена с точностьо до
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^lf
Следователь"о, Ci,, (Fo,1, l, RО)- С},, (р.%(F0),...).

В дальнейще..r на..{ понадобятся три свойства еr.rкости no" |р - 1,

для которой справедливо неравенство

-ф, Grв 0,R),йl,кiп)* /!," (п/z)

при всех h,R,t. 3десь tp- о .

доказательство. Рассr.rатриваеirая e}jtl<ocT, длл ft- оэ инвариантна при
подобиях и поэтону зависит только от отношени^ R/r . В качесrве ,P(K/t)
возьмеи эту емкость С!,, tKo..Bto,R),Й),Ri,*). '" ,"""rrая обtцнос-

ТИ, l"io'(Ho сч"тать R - / . Из монотонности еr.rкости следует, что Функция

ф ttl монотонно убывает npn f, _е ,

М^ фtll есть только две воз},rоr(но"rп, [1,1у фtll - а2 orn"

lr}r, фttl:0 . с учето,.rнепрерывносrl*.ffоLr" (свойство 2) реа-

*Х""^ первой воз,.tожности означает , "rо С!," (RПr?(QD,|О!,RО.-)- а2,

и иэ вариантности при подобиях сразу х(е получаеr.r, что

'!,, 
(Rot В (а R), |о3, Ro, *) -аа

np, 
""")( 

,? Непосредственныrit подсчетоr.r Hop}{ для допустинuх Функций r,torK-

но легко убедиться, что это невозr,tох(но для расс},rатриваеr.rой емкости.ДЛя Этого

в качестве допусти}rой нужрlо взять ФункциD ЦR@):*ЙЬt(а,RПrD 1ЦR)).

Полученное неравенство

'!,, 
(Fo,\,R'L,h) * с:." (Fо,F,,RО,*)

завец!ает доказательство теоремы.

6 - пропэвольrая область в RО , Zое 0ПустьСледствие 3.2
Тогда для лtобоrо эамк

ведливо 0

Е. G ,1п|аоJ-lнножества

([rr} , F,, G,h) - О no" ф-72

3амечание. Следствие ].2 r.roжHo получить и из того фбкта, что точка

является устраниl.tой особенность" . $fro np" tp - 1.

3.3. Для дальнейчlего изложения нам понадобятся две теоре}rы вложения
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т 
".д" "рr. lr. l "no...onn"o.no*."n. Jl , a 8!', прп лабыхQ,0.

Teoper.ra 3.3. IZ,tS] Пусть G С RО- область с гладкой границей

Teoper,ta 3.Ц \.".ПZl). Пусть G С RЛ - область с гладкой границей
,

тогда при l,э>п справедливо влох(ение В!, сс(с) .

Cтpeлка.o.""*]БI7ni"io"",ooгpаничeннoгooпеpатopа

Леима 3.5. пусть /р: о, /, B!,u U tЦ ll) Тогда Функция

/a а:' ( b@,tl) при всех /,. t и непрерывна на сФере ь(цt) при почти

влоlfiения

Перепишеr.r вторуо часть норны в виде

5(0.t)

r/o>

- l-/gocTDaHcTBo Л_

. В пространстве

,r'/р

dtl
,,tй. 

(12)

всех 7<l
Доказательство. Влониl,i пространств . О!,, в п

выбэав / ..""ron"*o l.{алы1.1 , чтобы ( i- d).p r' П-- /
В!', t,: t -d , рассl.tотриr,i норму

|/l- |||r,,r,*t 
), [\,, 

d,c)ltaft|

l

lt\.lL' 0li
( l ro G,GlfоlРdо

d{

) dz] |-
l

-\tf rоvо.
0

:iГ l ( \ tд (l, c)f tolPdo
o'ltl<l '1(0.t)

\dt l
) , ")а'

(1з)

(14)

Пусть i- ""*rоо, соединяоtций две точки сФеры 4 (0,1) . Тоrд.

\ lдtГ,tlу lPd,o\
dl
fflо+t,р 

'
ъ(O,х).ll;l

Из (tZ) - (lr,) no".0 - B(0,1) следует, что на почти всех сФерах

{(0,7) Функция { rВ!' (b1O,zl) , и из неравенства lrp, о-'
и Teope.ri 3.3, 3.4 получаеr.t непрерUвность qуrкцrп / на почти всех сФерах

Аналогично доказывается леr.rиа 3.6.

Леrrrqа 3.6. Пусть lp = а и последовательность функций
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|{,"ts!,, t8 t0,1)} Bf,,, ia tО,Л'1 к Фу"кц,и / тогдасходится в

|^ сходится к f paBHolaepHo на сФерах Ь(ql) при почти всех Ze(1,1)
Леина 3

пакта на сФере

7. Пусть

bи,l)
ф-о-t,р rI L
. Тогда лп, ппбоrо j

т,тlp111 - ДВа ПРОИ3ВОЛЬНUХ КОМ-

9щ-
п0up,0 (rо, Г, ь (0,1), h )> оt2 (,z, 1р А),о,

Доказательство .,егко следует из непрерUвности экстре,.rальной Функ-

unn*)(ll для расс}rатриваемоЙ еr{кости. Непрлерuвность Цg следует из Teope}r

3.3, 3:q. 3аметим, "rо о62(2, t,p,/r)>*'{o,lp, h, ) np" /z.l, .

Теорема ,3 . 8 . t Емкость парu сходячlихся континууr.iов. ) Пусть

lгi, Fi I - последовательность пар континууЁов, удовлетворяоlцих усло-

""о dЫ Gr ,toj ) * dbt (F:, to} ) - 0

Тогда при Ьrо-/ , Р'/

при п+ф

, справедливо

ле
ti, , (F:, Г| , В (0,1), lz) * оо

np" |п + ool щ rf,П ЪlО,tlf / " F,'П!,(ЦD= / ,1ц П=|2, ", ,

Доказательство. Рассиотрин coepu L(аl) . При почти всех t<|эк-

стре}rальная функция л, ""о" Ff,, F|
Постояrrая /, вчбрана ra*, ,rобu /rР

принадлежит классу Ё b@,Zl).
бшло больше Z-/ Фиксируем какое-

ниF.rдь таКОе Z

п,(0,z) . llac интересуDт только те сФеры +(O,D , для которu, Г;z

. пусть Б = ГоЭ - F: п .L(0,1), | - Г;: F| n

тП2
' | ,r, непУстU' 

,
функция Цrlъrc,Ф является допустиl,iой в n)' япл naon rо , Г,

так как она непрерывна и равна нулlона /0 n р"a"" едп"пце "а Т,

приненим к сФере L(O,Z) подобие ф r/r- i
l_

Функция i^- Ur(Фrд@l)еВр' ({ (1,1l) | и из леннu 3.7
получае..r

*)E"nn о суцествовании экстреt.rальной Функции ничего не известно, то
внесто Hee,.io)fiHo рассr.iатривать допустиr,i)по ФункциD с нормой, бли3кой к elt-
кости
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l а^llliс,lk -- ф Q,' (Го ), ф,/r(г,), ь tо,Л, {),-
,- 4' (n, I r, р, h/r), оr' ( a,Nl, р, l) .

Отсода и из ( l Ц) непосредственныr,r подсчетоFr получае}t

dt

ffir>-
,da

l д tl, В to,tD u, B)l\t\
ltl.h LDсol)

iгt(
0 [lfr|.,t '

>/

>м
d'И,lr, ll dz ( 15)

ъп+ 4е- 2Ьr'
N0

3десь /- ""*rоо an""n |f |- |ц , соединяlоций точки сФеры,

No- rъirL (z,4 (о,тlп Го # d, b(O,z) п Г, + /l.
Так как {rрrп-| , то п+lrр-2tп-t) , l+d и из условий тео-

ренu следует, что no, djЫlrf , F\)+ d^t (r,^,lоJ) - / правая часть

в неравенстве (l5) стре!rится к о,о . 0тсюда следует

Iirr, 
'rЦ 

tFо', F,' , В o,D,l)+ф.
п+аО

Теперь достаточно вспоl.tнить определение емкости и при}rенить теорему 3.3,
чтобы получить желаемый результат.

Теорема 3.9. (0ценка Аля елrкости Тейхяоллера.) Пусть *o"Tn"yy"b, d ,

F соединя(rт две концентрические сФеры,о|о" .:;:"!"":!!:"|:;:","
С!,о Go, Е, В (0,2), h), l (п,!, р. lz )> о,

Предположи1.1 противное. Тогда суцествует последоватетность непрерь.вных

функций ure Вlrа , сходяцихся к нуло в полунорl.lе Lр,O,hи равнuх нулlо

"" Fo и единице ," Е . Эта последовательность обязана равномерно схо-

диться к некоторой функции J/Ha почти всех сФерах t{OrZ), что следует иэ леr.rны

\
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3.6. Но тогда на ках(дой из этих сФер колебание предельной функции дол){но

быть равно единице, так как все сФеры +(0r|,) пересекаDт "rожества F, и

F, , т.е. Цп 1- 0 на почти всех сФерах ,5r(OrZ) Полученное проти-
воречие доказuвает теорену.

ý 4. Необходи..ruе условия продол)lrения дпя плоских областей

Ч.l. Дп" расснотрения указанных условий нам потребуется

Предложение Ц.l. Если область а a F' локально-связна в каждqй

граничной точке, то ее граница будет lкоодановой кривой

Доказательство основано на исследовании свойств конФорl.rной метри-

KI [19:l и Teope}ie Римана о конФор}rном отображении оАносвязных плоских об-

ластей.

06ласть е aР'удовлетворяет условиD продолжения о* в!,"tы ,

если для какого-rrбудь /t существует ограниченный оператор продолжения

О: В!,о (6) * а!., в"), 0u|6 - u,

| _^_. .с
l 0 ul),о,R: l' l 0 | t,l ul r,e, c, l -

0бласть f, удовлетэоряет двусторонне}iу условио продолнения, если об-

ласти f, n R'rd од"о"р"""нно удовлетворяот услови' продолнения.

Теорема 2 того чтобы ограниченная плоская односвязная область

(G), (p=z,а удовлетворяла двустороннеr.tу условиl0 продолжения для d
р>/ , необходиl,tо, чтобы граница области была квазиокруlкностью ( т.е

локально удовлетворяла условио АльФорса, сФорйулированноr.rу в ý l)
Доказательство состоит из нескольких этапов.

r. Если область удовлетворяет условио продолжения, то ее граница {по,
кально-свяэна в каlltдой граничной точке.

Предполоlкин обратное. Возьнем точку to С аС , в которой область не

является локально-связной. Это означает суцествование такого круга

81Corro) , что при 1.7o во всякоr.r *pyr"B(Cg,Z) суцествуlот две

точки g,r(7)rС2(Ф е е , которче нельзя соеАинить кривой, лежацей в

B(co,1) П 0 0чевидно,|Сrtzl-с2(х,)| 

- 
0 прч N+Q

Соединим точки f, (?) и {"(L) кривой
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|/lо,п * G, ln(ll-t|(,1,1, /r(tl= rr(z),

пусть to: mллLt , l, (t0,1: ) , B(c.,Notz)\,

tt - mtrъLt, l 
"11l, 

lJ ) с ts (ao,7ot zll,

'n, 
-/, (Lo, t,7), Fr"-- l, \Ll,, /] ) ,

По Teoper.re J. В, иr,rее"r

(r}* 

'!,, 
t Fo,", Е." . R', l) - *. (16)

1,*0
Рассr.rотрим свяэнуо *o,.nor""ry 4, , }i'o)fiecтBa В @оrЪ) П С,

содерх(ачуD o1(l) , и связную коr{понентУ Gr," л,о,"",." В(со,z;п0 , "о,
дерr(ацуD rrtt,l По преАположенио, Gп,"П Со': Ф

Пчсть ф,,R"- R - бесконечно диФФеренцируе^rая Финитная Функция,

!@l - 0 npn со{ В("о,Хо) , ф(с) - l npn z,еВ(rо,хоl2,
nvcTb Гtr:llфtоil]Ъ.акr.ъ. Функция 9"Ф)-{tCl при

ае 0 x-Go"29" @l Э О поп t€ ео,, является допусти,.ой дпя парU кон-

тинуу},rов Fp," , F 1,o 0чевидно,

C!,u Go,", Fцо, С,|r) 
"l9rШlr,а,с,t 

< Гl.

Возь"е" ,о l, , для которого оператор продолжения В oro"",n""H. Тог-

о" С!,о (Fo,r, Fr,r, R'.l, ) u 1 0l h rh , что пrютиэоDечит (16),

т.е. область G локально-связна.

![. Пусть для лобого f, существует тройка 'ou"* fra , €"", ýr," ,

для которой lt," - {*" l , С l| ,,, - ý",. | Точка Г9, ,"*,n,
rлежяч {r, " {r." Из-за локальности условия АльФорса расстоян}rя r.rежду

точкаr.iи € r,g , €2,g, {з,с "о*rо считать ,{еньшиl"lи некоторого Фиксированного

О>0 . Подбороrq точек' €r", €r," добьеrqся, что <;тDезок ;/" , соединяD-

ций эти точки, целико..r лежит в одной из областей б или B2r.f,,
Рассr.rотрение в обеих ситуациях будет одинаковын. Поэтому ограничинся

случаеr.i lr. ý, lo оазбивает f, на две части Gо n G, , GоЭ lц .

Из сеоеаины ýоa отоезка /a проведе..t две окруlfiности
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l{T\
ьо - ь 

\rr.. , i te,.- rr,r|) " 5, -L(€o,r,lýrr- ýr,.l).

0тноtление радиусов кругов 4- ts (€+r, 5 rrr,"- rr," l ) и

Вr- (€"", | {о,"- {r,a l) стре}.ится к нуrю при с+оо.
При достаточно близких To,.lкax {r,, , {2," ' { з,a сФеРа 4, пересека-

., 0, " diл,m(O,rВ,lrl{+о- {r,о|.
Из теоремы 3.1 легко следует, что

С!,, \|r"ч4)п G,0,.B,,c,t). е{!.е @). (17)

3десь ф - Фч"*чп^,rпостроенная в Teope,.re ],l. Так *"* 'y't/)*Q non

t _оа , то e}tкocтb С;,0 (, ) п9и f,+ оо стреrrится к нуло.

Допустимые Функции для этой емкости обрацаотся в нуль "" 0о Следо-

вательно, экстреr.rальная бункция*)4, обо"*""rс" в ,ул" ,а f,, . Аналогично

доказuвается, что Це= | "" Gr'В, . Из (:lz) иrчееr,t неравенство

nurll0r,o,o,1z <' !!,, (ГС), (18)

Из условия продолжения получае}1

n hurШlr,OR,h< 2l0l1Ф!,r(,/Т). (19)

Оу"*цп^ QЦ, В!,, tK') Функцияlrи Iu^!
( с лобой точностьо).

аппроксиr.rируется в , до-

ПУСТИltiu}rИ ДЛЯ ПаРЫ

Из теоре}iы 3.9 и поведения еr,tкости

при подобиях следует

Fо,ГrrВ,
С!,r,r',t, !р--Z

С !, r, о, u (|С, u l) п 0, 0,, В |, е, h| - J u, l'r, r, r, ъ'
,- 
h 

un 

n чrЁ 0,р1h>- Й (- u.l'r,r,p,,1- е)'

*)Р"a"у*д""ие сохраняет силу, если B}iecтo экстреналь}iой рассмотреть
допустиr.rуо функциlо, Hop.jta которой близка к еritкости.

32



l t l- _2 l\ с , t'
,-л:^0.R.,h(Fо,6Б,,R',ll) - ftrr l u) - (-al1 , (ю)

здесь lф - постоянная из теореiiы з.9. Сравнивая 117l n (Ю) ,

получаен противоречие, доказuвашlее Teopeiiy,

Те

область

ope...ta

удовле

, необходимо, чтобu граница облас ти была прямойPrl
(, .е удовлетворяла условиl0 АльФорса )

Сравнивая теоремы 1r2 nllr2', titu видиtt, что при 0-Р , ф, 2
этих теоремах, будут необходиt,luми и

i! tB!,a * l"',6,Ъ

ý 5. 3амена nepertie'H'x в пространс,"..а'!"{G)

Л* В'/r" tK\ доказана инвариантность при квазиконlDормнuх преобра-

зованиях Е20] .

ý.l. КвазиконФорнная Hop.ria. Пчсть tРэ В@,1'1 
-- 

ý - кваэикон-

Форннчй го,.tео}.tорФизн из lllapa В Р, D на односвязнур область 4 . 0тобра-

нение y,t индуцирует оператор (р-' )*u-uo Р-', (9')*, t!'tlrartl - lYl(0),

,а. hl (G)- пространство измериr.ых Функций. Введем в образе В|rО-
-W'f В': (В (ЦЛ) Hopl,,iy по правилу

, .^zlэ _. _.4э + _2lз
|| uШ r,r,9 - ila || з,9,с,h: W ц|i,вtо,rr,п,

Har.l известно EZO] , что лtобая квазиконФорнная полунорна

эквивалентна стандартныл4 полунор..rам в пространстве в"!'tк't ".(" 
B'l

В теоренах l, tl r.tollHo эалrенить пространство

Teoper.ra ý. l. Пусть граница ограниченной области 4 удовлетворяет
ЛОКаЛЬНоlttу условиlо ДльФорса с постоянной f,

Фор}rного го}rео!.rорФиз}rа (2 э ts (Q17 
- 

Q

условия на границу, сФор}tулироваfiнчелrв

достаточны..rи для простраНСТВ В; , !;.

| цlt::ь " р (c,9tvl,t)lull|/i2 .

п

совпадаDт.'Более того, справедлива оценка

!оказательство. По теорене АльФорса, существует квазиконФор..rнuй
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Тог всякого

9.G
и



го},tео,.rорФизл F, R' * R' такой, ,rrо / l'co,rl - 9 и 9(r)<
<Р(С,9 (9)) , rде no.ro""ra" Д зависит только от постоянной с в ус-
ловии Альt}ооса и t(P)

для rчара в @rt) суцествует оператор продолжения ез

lr% tB @,tl) 
- 

6rа3 1В'1 , ное^а |0l7 on"p"rop" d зависит

только о, выбора r1

[оказательство теореиu следует из диаграtlr.tч

('tl@,ll) ffi_ l|}rcl
l а | r- (/-tf .g.9* . (21)t l l ,|

t9'-')*
lrb tK'l l|'B'l+

Коltl.1утативность диаграr.rмы (21 ) вчтекает "з совпалеrr." Ф n 9^,rа BCatl
и из Teope}iu о продолt..ении, утверждашlей, ,rоу(lrq'(i1) - 3! tСl
0граниченность оператора / очевидна.

И3 этой диагра}.rны ииеелr

l ull||i,'- il(p-' l- u J'!!2,a(o,1) {

< l В l LJ q' )* цШ'!Зi,R. l |lt- n 0l t Р (С,9 tpl)ll uJ
zlэ

цh

Теорема доказана

Следствие. Пусть 6'" 0, - две ограниченнче односвязные области.

условио АльФорса. Тогда всякий квазиконформнuй гor.,teoirop-

ог ниченныйФиз}r (' :

- Ьчэ9 | Ьз (61) _ 9*|l(С) При это1,1 "ор"" ! оператора 92
Ё

J
зависит только от f (Р) и от постоянной в условии АльФорса
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