
удк 517 .946

]iвуд!IровскиЕ сцЕнки рЕшЕllиц эллиптичЕских крдЕвых
здц}.ч в оБлАст.qх с рЕБр}ли нд. грдницЕ

В.Г.Н а з ь я, Б.А.П л а м е н е в с к и й (Ленингрбд)

Эллиптические краевые задачи в областях с ребра}rи изучались в ряде работ

Lt-tZ] , где были получены условия нётеровости и коэрцитивные оценк]i рецrений

в весовых пространствах С.Л.Соболева, порожденных ,op"aM,n в ' lр2 " Lp,
/ <D < ео l о тохж€ исследовано поведение рещениl-t вблизи ребра.

В настояцеl't работе, которая при}tыкоет к статье авторов Гl3] , pacc}raт-

риваютсл обцие эллиптические задачи в весовых пространствох Гёльдера. Лля

двугранного угла эти пDостранства определяотся в ý l. 3десь приводятся экви-
валентные норr,rировки, изучаDтся диФФеоr..tорФиз}rы, сохраняццие пространства,

описываотся диФФеренциальнuе операторы, непрерывно действуlощие из одного ве-

сового пространства Гёльдера в другое.

ý 2 посвяrцен модельной KpaeBoir задаче в двугранном угле. 3десь приводят-

ся теорейы о5 однозначной разрещи}tости в весовых l(лассах Гёльдера, а также

об изменении показателей веса и гладкости решений.

Осrrовной реэультат работы - доказанная в ý 3 Teoper.ra 9 нётеровости крае-

вых задач на многообразилх с ребрами и весовых цrаудеровских оценках решений

таких задач пDи llини}itальнuх предполор(ениях о l.tногообразиях и коэФФициентах.

ý l. Весовые пространства в двугранноr.r угле

1о. прgстранства N:'* . Пусть (n,u))

довой плоскостп {yJ,y- (|,,уr),<е (0,2П)
со cтopoнal.t" |!-|у i ZО=t"t, l yl > 0J
гранный угол-f(лRП-', fl23, с граl{я..rи

- поллрные координаты на евкли-

и К - уrол |у l2 |d|<<)
. Обозначиr.r череэ Q дву-

Гr-/rхRа-2 иребром

tvl- |о - (у
Пусть

zeR n'2J.

(0.в. /, раз непрерыв-
,Z):
lti,, !-0,(а) аеR') - простронстоо А
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я
но диФФеренцируеrлых функциir " Л - fol с конечной нор1.1ой

luil lfo р1 
: 
"у" 

l п- ý Г' *l, o{-'r 
О 

vo u (r) -

-|I|'-'t*o-r(r)t + ьцр *,r,t-l+*-- lv-utoil.

шр^lо| ti"
lvъ l- Ь4

+ ьuз lуl 1u1oll ,

П р е д л о ж е н и е 1.1. Hopr.ra (1.1) эк!.qе49l!lа_tорца
ц (r)- uh цG)|

lr-ýt*

( l .l)

(1.2)

1t.3)

где На: tr. Д , la- f l . ,anLtyt, lzr)} .

д о к а з а т е л ь с т в о. Из,"рЪ""""r"" lп. {l>О (tZ-|t+tYt+t2l),
которое справедливо по, |р- {lr. mtrъ|tуt,lуt\ , .а 

так}ке из неравенств

c,|tll< l2t< crtyt, следуDUlих,. oi""*, lc-ýl < rъLrt|tyt, t2tJ,
получае}i, что Hopl"ia (l .l ) rqажорируетсл величиноil

,(ж,пf 
ffi,

+ blLP
rсД

lf'(t)l-. (

l{'tlil"c (

|{ (ll-| tcil

ъ

к.0

ъ

2
к=0

ltr*ч(с)- v( сz (ý)l

l'-f l*

y1+l'r*-n lV*ч(о,l|

+

)
Воспользуе}rсл следуlоlциr,tи тре,irл эле,{ентарны}rи неравенстваr,iи для Функции,

заданноil на отрезке [0, J] :

,*r,ffi,о'# r r-'r,Ёolfd,l) ,

t, шр ll'ttl| + g-tалц lf ёll),
tеГl,'il tеЬ,ГJ l

lr*<cte !4Lplf'd)l +е buplfttll)
\ l с Го,l] te|o,iJ /tt-tt&

где t€ (О,Д.
Из этих неравенств вытекают оценки
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<с EJ
-k+а {цр

tеtO,Л

_1 |l"'tt, -|"'tФl
(./ e*l.- t,Te(o,l] l t-Tl*

н<-к lf 't)tcl- pt|'dl1

t Luр
t сЕо,Е

lf"'ttll-

)цlр
l,te@,

fUnп l t-тl*

Отсода для Функции / , заданной на отреэке @ длины |О| , получа-

er.i следуощее изэестное неравенство:

ъ-lat * lf"'tt,l - l-"'t'il 
+ цLр lf'"'{lllо

t,tc'6 lt-Tl* t еЪ

.ср h+е-к ю(,-,* ъ,lр 
'r-r'|!r!;{."|"| 

+е,rlог|шрvмlt). (l.q)

Из (1.4'1, rде ý,'| " CrI|| -' lol a Сr|| l , получоем, что нор-

r.ra (l . J ) не сильнее Hop}tu 1l .2 1, что и требоэалось доказать.
0тметин еще несколько свойств пространст. " Лtrr* {а),
П редложен ие 1.2. Норма (|.l) экаиrалентна ноDме

ill,r (д) '

До к а з а т ел ь с т aо непосредст!енно следует изопределения
норны (1.1 ).

п редло,хе ни е l.з. Если urlrtn[o) , roOlurl,/o'V""(a)
Алл лобого tlультииндекса ;l порядко ltlсh,

Это'- очевидное следствие определения Hopttш (1.1).

>h+в- эlt<,-4-L*
непрерuзно влокено в прост-

lryl чl
где ! - лобое вецественное число.

|ul lL-,o,s с ьч lyf |v"u[d - vhu({)l

f е'Но |r- f l*

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предлоrrеlrио !.l,

+

+
tрr|у|

i-b*
1ч@l|,
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Есл" rt,=[ , топри ýeHn
Л lV, ц@)-\чG)l l97чЬ)-vhч({)| J\r,-*,

Iyl -=С Iyl \<

раз непрерывно дифФеренци-

8-h+к

lc- ý l"c

-.С llсz l| N!,,*, ,u),|, , топри rZ'H,

Предлоrкение доказано.

0бозначим ".о"" N!'*(Г') "rо*".r.о Ё
руемых на Л 

t 
ФуrоцrИ с конечной норl.tой

Если же l

ilчп -LЦ
f,ý€

lo- ý |*,

h
,Ll vr' u(o) -

-&

где

|.l-|.4, так и их доказатель

Предложение
то cyulecтByeт такая Функция

и справедлива оце нка

3десь 
'1

^":J 
" 
;.: ::: ::,: 

" ;у у "ё 
)

к-0
| у|

L 8-1+к-<

г,t

сохраняот силу как са}.rи предложения

(1.5)

N!,*{г+) р+Ir- ý

-|L|r'*'vi и {ý)I - 
уРД,у,

|vi u(c) l ,

на

;:;:'r!'n 9 е t|!-i'" (г!) , i- 0,., .,l,
ue N!," la) ,д
,vii , #-р "" Г:щ

0lt
0уu

- 0, 7=0n " ,, /z

09..
0, 9=0,1,,.,,h, 9 Гт

UuO ,!,*r.r: . Ш 9\ rt-1,* (г!) ,

- 
"oo#no 

* Г* n С - пологtительная постояннал, не зависяlлая

ото
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть_!н9чалаr +ЦРР\Сr,r=|tеГt, klykzJ,

Ясно, что для таких Функций норма в Mf-i'* 1 Г!1 ' ' 
.*""l"n"HTHa норме
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lQ n 

,ъi,* (цr) 
: 

?t!,;,r:- rl* *Я Wi ,р rоt - v! ч Gi +

,н:ё toi gr,оll,

Следовательно, суцеств ver' [ раз дифференцируе},rая Функция с носителем на

l.i'o)xec'Be Юr: lrе.О , |/z.l*t. 4l
и такая, что

luilrt* (ю,) 
< С ll 9l с h-j,* (ц ),

, удовлетворя|сlцая условиям (l .5)

гАе

ва

ъ

iluПбьп (а,): ?,y |r-ý Г" а I( vru)lo -
- (v, ц)сrll

/L

+ 2 u,Lр lv" u(c)l .
х=0 re'O

Pll ,1nt-1,* ,r*,

эта оценка равносильна доказuвае..rому неравенству. Случай

Мррр. LrеГ* z 2F-lуl=2F+'J, /-0,! /,..,, ц
сводится к расс..rотреннолrу с поirоцьD преобразования подобия Y+2'r,
z*2 Рs 

,

0бозначим u.o." f|o\:: * разбиение едп""цы "а К , подчиненное

покрытиlо угла К ""о;.Ёr;5"; аrК: 2r-2ryt.ZFlJ и удовлетворяоцее

условиям

lD*s, v)l< c2'|*'F, F= 0,t |, . .., loc l- 0,f,...
Пусть t/ - пооизвольная Функц "^ "" il!-i'* ( Г') n Цц - Функция

". N;,*(Ю) с носителе}t . {rеО, 2V'2-Iy!< zr+ЭУ' , для которой

выполнены условип (1.5) (где роль функции Р играет lF Р ) и иr.rеет ltecTo

неравенство

Iurl r;,*(д) < cllfu
тогда длi ФункцИИ U - Z*

lul 
n h,*ru) = 

С, У П arn Nп',*tо) = 
СrП9il 

,1 
1,1,* (г*) '

Предлоrкение доказано.

из предлоненил 1.5 следует, в частносr", jlo пРОСТРаНСТВ .,l!."1Г'
!rожно отождествить с пгrостранство,-i следов |" Г, функций "" Nf'* @).

0тметим еце, что для простра ".r" N|'* (Г') справедливы утвер),(дения,

цr выполнены условия (|.5) и нера8енст-
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аналогичные предло)кения},t l . 1-1 .5.
2О. ПРОСТРанСТВа С 

t'* . В этоr,t пункте рассr"tатриваlотся некоторь.е свой_

ства пространств С h'* , используемне в дальнейшеr.r при изучении пространств

N**,u Гlrar, И- подобласrь Pn , ко}tпактныl.t заl.tчканиен, do - on"r"ro

U (относительно внутренней метрики в U l и

Ld4,|! i"l#P,
It@Q')- r@h')l

0<оt < /,,

в U

U lc'n - Сrr| |*

0бозначиr,r через C'r'* k/) npo.rp"".r"o f, раз диФФеренцируемчх

функций, длл которых конечна Hopl.ta
lL

2 ы!_К.0 U

lL

х ч || 
сr,",t,- ДПi' lч *u7u,ч + lv* u

Если ff- ,есвязное открuтое множество, то HoprJta

определяется как sчрrеmчm Hopl,i в L'hB G/i) , .о"

U.
П р е д л о ж е н и е 1.6. лпп лобого числа ъ>0

|,ru,,
. С 

йr (tt)

{ - *o"no"""r,

lu 
^n 

,,h,< (ъU) - tru|

,о.tlъ(о)=ц@f n ) уLa -
ноDмы в Ch,*(U),

ch,< (U) ,

[Ъrzоеаl ,

п l,C
Пространство 0 (а )

До к а з а т ел ь с т в о непосредственноследует изопределенил

П р е д л о ж е н и е 1.7

справедли во неравенство

где

II0|- r"'l

ll uu il ,l,* (с/) -. 
clal 

сr,* rcI) 
n u,! 

r h,e (U) 'с-щU
Д о к а з а т е л ь с т в о. Это утверждение иэвестно, если

- кольцоi и

(t.6)

du- /'
В обцем случае следует перейти к мно)кеству d'' (t

Доказательство Так как

d" |ц1
Iulrk')-l - ц(сИ'r-''

то

и воспользсваться

предло}кением 1.6. Предлоlкение доказано.

предлонение 1.8.Если acc^'*(t/) " iпf lцl-
- l> 0 , ,о (J-| ECh'u (U) -и спеаведilт оценка а'

Пu-'lrrrrо,=с0-'(l'' luil rл,.1,ц1)' 
-' . 1r.7)

7ц

ас 4,U '



lч-'п = d-2 пчN со,- (tI) '
( l .8)

(1.10)

с h,*

llаilrц.(ч)-dоlVIlrп-,,-rо, + lrП 
,о,< (u)

Поэтоl.tу

lu'l 
rл,*цц1 = 

d,olrr-'vtrnrn-,,.(o,r d''trul 
со,*([/) 

,

0тсода и из предложенил 1.7 получаеr.r, что

nu'| l 
rп,*rц). iluI 

сr,* ((t)l 
u-'l'6Ч,.. 

ццl 
+ l-' |Ц| 

сr,- (tl),
Итерируя последнее неравенство и используя (1.8) и очевиднуо оценку

l1lJtrnh*,rr, > l , приде}i к неравенству (1.7). Предлоlкение доказано.
U - |Ul -l, t, _4-Пуёi( [/ " V-оr*рrruепод,.ножества R'' " ezU*V

отобрау.tение класса Ch,", l z l . 0бозн.rчим через ttz| cy'..ry Hopl,t в ,

С 
h-|'4 ( t/ ) "п"rл"rrо" 

матрпцы а',
п редло)ке ние l.!. Если acC''"(V) , |о цоаеС''"([])

с 0,"| ((I)
0чевидно, для лоболi qункции lГ€ W)

и справедли ва оценка
l+<

(1.9)

где С - постоянная, зависяlцая только от z ,1,4,
Д о к а з а т е л ь с т в о. Провери!t сначала неравенство (|.9) при

I цо пl 
сл,"(,r)= 

c(dl' do*") l u | , n,* (v) ,

/t- tl . Иrqeer.r

l Uо an 
со*(t/) - li r"о uJd,tl I tr ч, 

"n скr, =

= 
([ ,,|rwldi'do)"lцJu,v + [ uil 

c(v),
поскольку пп'пrр)drl do' !, .,.,'о
ltl о al 

co,*(u). ll a'\ 
rrut 

di da) lul 
rо,*(,ч )

Допустин, что оценка ( | .9) верна np" l,- lr, , ,, К- / . Тогда

0ценка второго слагаеr.rого получена (cr.r.(|.l0)), а первое слагаемое равно

Iuо Пlco,*(tJ). d,ol("V @' 2)l 
cr-,*v)+ 

lЦО at 
со,*((/) '

do n{a')* (ou) о en, K-l,d ([J) ,

что, в силу предлоlкения |.7, не превосходит

Cda пz il (VИ) ' all , K-t,a (|.l) 
<
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_. сdчп2Пчutr 
бх-t,* 1v1 

@i' d о*r)^ 
't* 

-.

. o(d u' du *")^t* lul 
c*,**u, 

,

*".r"а,{О yN, | [F*V, trzU*\л/
Тогда отобраlкение 2zo 2, з U * W
справедлива оценка

Предложение доказано.

Предложение

lJ

t.l0. Пусть U, V

- отоб

также пDи классу с lre
и

fu2rо 2, = " 
*"r^r, (d do *r,)

L-t+*

П,L д&
(1.1l)

ч
гАе

}4a т ри ц

постояннал, зависяlцал лиluь от
Iлок а з а т е л ь с т в о. Матоича (2,

,
о Z,) равна произведениl0

ству с
2^
h-'t

о2.
,* ('(J)

2| Элементы матрицы Р! О е, принадлежат простран-

СО-""1[/)
Непосред-

ч

(в силу предло}.(енил 1.9 ) , а элеr.iенты l.iатрицы р;
по условио. Oстаетсл воспользоваться оценкаr.rи (1.6) и (1.7).

п

Rо"
то отображение L= / rак)хе принадлеlfiит классу и справедли9а

редложение 1.1l. Пусть UrV
р! II* V - оrобо"*""*-"." с''* Если

[,*
iofldфa'lr0,

оценка _4 _l , r,l+Zl !

-m): 
du do (cl@')'' l 

rb,,*La) 
d; du ) ,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ma(k) - cyMr.ra Hopr,r

эле..rентов r,rатрицы р' . Аналогичlrо определлется число l7l ?L(k)
ственно проверяется оценка ot

mfu(l) = l1a')-| tr rопrо,|lW'Г'l rru) 
l ud;' ) ,

в

(1.12)

где под Hopмofr ,.rатрицы пониr,rается cyr.r,ita Hop,ii ее элеr,rентов. Пусть теперь

k>| . И,.rеем

nL(k) - l fu' l g*-t,<(V) - l (а'Г'о ЛХ 
о*-а€ (V) 

<

= 
с U; d 

n *"в- l)) 
Х'l+ф 

| (а' )'' I g K-t,e(tI),

Полоlким о-- d; du *"(l4, р= cl ц2';' n gr-,,*1цldч' du .

Тогда к-]+ 4
0"* |Q *-, к=2, ,.,,/L,

Итерирул это неравенство и исполь3уя

Пр, длоlкение док;lэано

оr<Р 1Kl2
оценку (1.12) , получаеr,r, что
l!



от

в Tol"i и только в To}r

Необходиlяость. 0чевидно,

Рассмотрим скаллрныit дифференциальный оператор в UC РО

P@,D")u 
]r,i_rl с:а3:. (1.13)

П редло)ке ни е l.iZ.-On"p"rop Р осицествляет непрерывное

р, C',u (,r) -* сh-r'' (U) , /tr|,

С-| | Р l 
ch," (tl )*с Ьrп rf R,

р,е CL,P,* (t| )

,!^nuo' 
ll pt \ 

cup*

если . Справедливы оценки

<ClPn 
сr,. LIл * сП-р,а (U) ,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Пусть /f
Тогда в силу предложения l./,

(ct)- (1,1q)

cr,*(I/),

|Рulrъ-р,4 (u)=trЙrl nP,Dlun 
сr-р,* р)<

= 'tftЗoJ|d;" 
lPlx ch-p,a(ul'

Ъ>ц,-rl 
d'j' lЛlul , ъ-у,а (u)<

-. с,Р., .,d;" П оrО rr-r,, (II) 
l Цl 

сr,* (U) '
{1:l1lsдJ 

v

l Дl ,ъ-r,* (u,) -
Допусrr",- "rо рrr-< Ch

l pll
сh,r,* Gt) " llД I.

-r,* (tJ ) l/lпри ci и что

Покажем, что то же верно после заr..tены il ,а tl+l ,l.f-|,
ИMeett при ldl = u*/

tri,-old'll| 
l pl| 

c,-F,* (cr)" с | рп,

l pal 
oh-r,*(tJ) 

< О l Р ot l 
с r-r," (tt) 

*

(|.l5)

+ 2 ,l р, Лlое l 
c 
r-rn (u) *

fi;lll<llJ 
' t
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< clPllatl .,h,.w) + rtri* lРуП gur*r,||:rl l rr-п-lц1,
},lожно считать, что начало координат 

"од"р*rra" " / . Тогда

l лl nt n 

, h-f,* VJ) = о d;n'" ,
Следовательно,

,t-|.," О rо,| c*|,*(u)< 
О tr Pl* 

'u,?,"u (о"' 
'rrl 

сал,. (u) ,

что э..iесте с (1.15) дает правуо оценку (1.1ц). Предложение доказано.
Пусть Р, дпФФ"ренциальный оператор вида (|.l3), аз U -Vотображение класса Cl,', iп{ldеtэ'lrО n а - диФФеренциальнчй опе-

ратор 9 V, определеннut-t равенствон

- (PdoP-|,
,.,з. on"o"roo а, Cr,* (V)* !t-l,'(V),

0 (цо а-')
П р.е д л о ж е н и е

Ъ.-Р,.
Р, Сh'

неп u ь в Tol,i

(U),
если неп

(u) *
вы

пLо

(r"
где Q,Сэ

Предложение доказано.

3О. Еце о пространствах

- постоянные не завислчие ни от

Ьа
lL

lpl < (drd; )' l al "с,Т l pl,
с|

Д о к а з а т е л ь с т g о. Достаточно докозать правуо оценку. Пусть

Ц- tIо 2 , rде lrl Ch'' (V) . Иr.reeM

n 0aI 
rh-p,*(y)- 

! 0 Цu, i')1rъ-r,* 
1V)-|РЦ)'zП 

l 
,Ъ7,. (v)'

Согласно предлоlrениrо |.9, i_цl<
n Фd, а,-' l с h-,"*(y). . (diln *"") tr Ра| rъ7,с (t/),

Так как

|Рчil 
rъ-р,- l,[J)< lP tNul rl+ wl l P|ntt,- е|ch*rct),

то, снова применяя предло)хение l.P, получаеr,l

Пааlrъ-1,,* 
1v) " 

с (J,od,i 
^"f @"^r-,f-'*rрllrl

Ni",

,rrр)'

Предлоl:r
..ra в пространстве
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гАе

цlD 1,1|Ьh'* lчlлLz,- .-. _r l (1.16)
i:'o' L "'l l 

rL- Uо,lt(уl пд )'
8f lr) - _открчтшй Z-д"р"rЛ ,аr радrусg,7р с центроrr в точке ý

Это предлохение - очевlцное слеАствие прсАlюпения t . l .

ýудеr.r говорить, что функция Р ясляетсп нультипликатороr.i 9 пространст-

.. N;,'4 (а) , если и9 условия ur{!* (О)^_следует, что рце, it" @I . Пространство l.{ультипли*оrо'*о . ltf'- tO обозначиl.

""р".- rПN;'* (О) и введен в нем норну

19|7ппlр(о) - ЦrtiУа 
N !,nla)| 

r u' ,!,.rо) - /} .

П р е д л о х е н и е 1.15. Спразедливо раaснстэо

в частности. прострэнстaо

доказательств

(|.l3).
ПредлоDкение

отображение

mлt j,*

непосредственно следует из предлоl(ений l.Ill и 1.7.

Докажем обратное aкJlочсние. Так как Функци, 
'-+/ 

принадлеrхит

пространств, l||i. 1Ol , то, согласно предиоt*енио |.2, qункция

а + rytr+'!f, 
- 

поr"пgпчхит простра ""r", /,|'- (О) . Следовательно,

Функция " 2+y(o)ly|*- эле}iент lt!- rО oon,, 

""", Ре ПД/l-(О),
Еще раз исполь9уя пйлоr,эr"е 1.2, получаен, что ?еtfi:i @ . предложе-

ние доказано.

Так хе, как предло)tGt{ия l.|Ц и l.t5l докэtчaоотся следушlие два предло-

l{ения о пространстэ ", il;'' ( Г* ) ,
п р е д л о ж е н и c,l.t6. Какозо бч ни бчло число ае (0,il J_рд-

ма в пространстэе N !'- ( Гt ) 
"-"""""."r"a ""r*

w-lruпrr,.(6очtrrdг (1.17)

П р е А л о х е н и е 1.17. Спрээедлизо рэrенство

rпN!,*(г!) -W
где rпil;'* ( Г!) - noo.ro"""r"Jlrn.r"nn"*"rooo" . lt!'' {r!)
с ноDl,tой

|9| m,$п_сrrl - LцРUlurrf. (г*) i |u| ili,- yt1' |l,
Пусть Р- диФФеренциальннй опсрэтор в 9 , опред€леннчй paвeHcтBor.r

t.l8. Оператор Р осуцествлпет непрерывное
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Р ,N!*@) * Nf,",(a) ,

rr'Nn|,|,i*
Аr,/, (l.|8)

(Ю) . Справедливы оценки

С- 
| 

l Р il, Ь- ю )* м f н' ю l = ц\, = узl| 
Рх n, 

i_ 
r, 

iL 
(D ) 

<

<cnPil.,h,*. . ,ъ-чL.^ (1.19)ý \' ll Г ll 

N 
Пl& (ю1* N/-,,n (u, ,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что норма отображенил (1.13) экви-

в том и только в том случае, если

валентна норме

чlРil^r-,D I,.I.1 /r')\ nh-u.ata 1,o\^i^\ (|'20)

lcT r,,-(Вопl,g)пД) * б h-ч,a (Dа|L|ч)по)
при лпбом а€(0,1).

Оценка нормы отобгlажения (t.t8) сверху Hoptlot-t (1.20), следует из предло-

жения l.|6. Докажем обратную оценку. Пусть ýСЭ и !! - Функцl4л иэ

Cho (0о,о,Glп.О1 такая, чtо

I uO 
i^,.(чо,ч,Glпо) 

- t' 2 l Рutr 
c'-r,* (во,r,(€)по)"ПИrЦrф|;2|l

Обозначим через tl продолжение функции U на О такое, что

ЦLрр r . В€,у,(() , ,о" 8е @, t1 , и

имеем 
iltrllr^,u(8B,L,q)n0)<c.

ll паilууr",< (д)>"|rttrr-' l РгП rl-F' (вt,r,G)пд)=-

ъ А+р.

,. clLl.-Пtч-o' l Рuil 

'ьр,, 
(вопlttу) по)r-

> clrllt-h+p-a ll Pn 
,ъ,* * Ch-r,u. (1.22)

С другойl стороны,

il PttN*nbr,4(д)< n Р il"l,*__ ,np,- n rl 
уr,,-/,.r*,

=clPn rrt,,-*.nr;,- |,l|ё-l'*F- 
*,
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Поэтому

"O 
r;,r";-r,< )- С lP ! 

7.no* th-r,*
Tal< Kat< точка ý произвольнал, то Hopr.ta отобраl:rения (1.18) оценr!воетсп

снизу норr.rой (1.20) . В силу предложения 1.1l, норма (1.20) эl(вивалентна Hopr.re

oi,-rl 'Xi"'Ilr 
lob-r,* (6a,l,(ý) п -") ,

0стается приl'rенить предлох(ение l.|3. Доказательство закончено.

0бозначиr.r через at оператор сужения "оrltи расс}rотриl.t отображение

lf '* tл), ц * 8ц 

'fr* 
91@)Ptu!") , (|.2з)

где r' С Г! . Из предложений l .5 и 1.17 следует

П р ед ло)х е н и е 1.19. 0ператор 0
ОТОбРаl:tеНИе 

I;,* @) * ,tt!
'Р,- 

17!1

Jrr,h-/,*
/t-liit + а: To}.t и только в Toa.t слУчае если

Справедливч оценки

осуulествляет непрерuвное

( l .2l,)

(а) следует, что лля лобоti

( l .25)

-,
t L| принадле)кDtт

д
( г'),/t'

С-' П 8Плf юl * n/-r,* (г!) О

*,Й,.r,|9ll п,!;Ё,, *) * a lQlл6r,*1о)*I;7,* 
{Г! )'

ЦО. Дr96ео"орфиз,.iц класса t{h* (а) . Пусть а - липuицево отобра-

жение двугранного угла на себя, переводящее ребро lИl на себя. Предполоlкиtt,

что элеr,rентu ..rатрицы а' приналле}кат пространств., Ц!-rЕ tOl r где

1-1,2,.,,, 0.<- l, а также, "rо deta''>cЪ 0,
Б]rдеr,r говорить, что отобрахение Р , подчиненное перечисленным требованияl,t,

является диФФеонорфизr.rо..r класса t{ ''- (а),
Из определения диФФеоl,rорфизl.iа *na""a "rf

точки .'€ И-t|
c-'*|yl''ly|.o , с-ФпLt>- l,

l,<

где 2(а) = Ч,4 , о

пространствч t{i;| @
Предло}|(ен

щ.лrh,-(п)
ка

также, что Функция С * |t|

).
ч е 1.20. Если цrtf!'-(О)

, то ц 7а e.ll!,*'(д )
0,

8l

и z - диФФео}rоР-

и справедлива оцен-





Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку Hopria отображения (l.t8) эк9ива-

лентна норме (1.20) (cr.r. доказательство предложения 1.18 ), то требуемое

утвер)хдение следует из предлохений 1.13 u |.22. 
J

3 а r.r е ч а н и е. 0тметим, что всякий Г'- д"ФФео"орФиз..r рзl"|*/t|
может бuть продол{ен до f,'-л,пggеоr..оDФизr.rа 22 О+О , принадлеlt(ацего

классу I o'u (а) мя rюбого fr2 |
Этот факт получается из следуDlцих простых свойств оператора продолilенил

где

(XC.)B1-lyf'o 
\,' ffi гk)dq,

l,, Co*U,l), lk)- 0 прп 1g|> l, l,>0

\ ltdd,,: t,

l ) Справедлп"оИоч""*"

п

#Bly|"' |(v, t,г)(с)|< , ул | v r(4l| .

Деirствительно, так как

, o|\r,""t(fu)):0(lyf-"-9)

) ъ tryf"l, (fr)) d1 - 0,

то

llvrlc il(c)l € clyl2-"-r I t rG)- u(z)ldq ,

что и дает (1.27). lz-Чl<lУl

2) Если d0) - модуль непрерчвности Функции Г на М

_ l1Cn)trl - ч@l < ul(tyt).
В caMor.r деле,

|Wiltnl- t(z)l- ry,"" lJ I ff)Uл,-o,zl)dq|"

!' tffi а (lz-B\d< < d (lyl).

(1 .z7,

,То

Из свойств l) и 2) следует, что отобра)|(ение Г :9*9 , определен-

ное равенст ваr4,- 
У "'- у , z()- Xtp , обладает следупцини сэойстlаr.rи:

1.

" |rl
?п

Г|п -r
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2. Эле}rенть. натрицu Г' no"""one}{a' классу I!'O (а) при каttдо..r

i,- |,2,. u иl следовательно, лпбоr.rу классу 
'{:: 

(4,
3. В oKpecTrocTn |,!, ребра М определитель liатрицu 7' ornnu." о,

нуля.

проАолlкая отображение Г la с сохранение}i гладкости и невыро,кденности

до отобрах(енип 2l 9-О ']nonr"""" 
диФФеоl.tорФизм класса /f 

r''.
5о. простра".r"" /'1" tOl . 06означии ""о"" Ar;,n(3) |о<<< t,

l е R', /t - 0, l r,,. ) пополнение множества функциir "" "Ц"/,* 
(а ) с коr.tпакт-

,rr.n Й",пr"ляl.tи в D , lV по Hop..re пространств" "lrlk (О).
Дналогично оп,ределяотся пространсr"" / О;* tГrf.

_Ясно, "rо А!* (Э)a /t;'* Q) t , Jдrо*о обратное вклDчение невер-

но.. Действительно, Функция r\l#| h+4'- принадле}|{ит пространству

,t{!''(Л'l (Hopr.ra (1.16) этоir функции конечна). С другой стороны, из

noi""on"*ro сти !у' t+<-d пространств, l}* @l вытекало бч существование

такой Функц"" це Cf (Р , Н 1 , что

Так как [(а)- 0 при достаточно lriалоrrr lY| , то

ilg tyf -h- * 
l, y|h+'-t - r (il| ,- t,

что противоречит прешдлцену неравенству. t

Пространств" Aj'* 1а) "плотно" 
" 
lrj'* t а ) в 

_следушlе}i 
с..rысле.

п р е д n о о Jrl n " 1.24. Jlпя лобой Ф'ункции Ue"$!'* 1а)
с)лдествует последовательность tUuTur, *"* Лj!*(О с ко,.lпакт-

цни носителя}iи в б ' N , прJ"зJодrr" *oropn, до порпд*а f, сходлтся

в каlхдоlt ,о"*" б' N К СООТВеТСТВУЕЩИri Dоизводньaн Функции Ци

,Щ n uч l.tti,* (о) - | Ц l 
ur 

Л,* (о) ,

,Ц| 0, ul лf,* 1гt1 
- l0rЦl 

rу 
r,*17L1.

(1.28)

1.1). (1.2) и (1.16) в

(г )).
ДОкаЭаТельству этоrо предлохениi предпощлем несколько вспоr.rогательнuх

утверждений.

(д)

{

ц

8tl

,iч.Лi# (0) 
"

к

Предложени



luП*ъ,*(а)< И|tlrlпп,*(о), 
(|.29)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть- 2 и {- произвольные Фиксирован-

нuе точкl4 5- М, с#ý Ясно, что

lc-ýl
|L

ýtz!
к=0

|L

ь0

4

+

l, y/-Lrr о* ч,, (r) -, [,'-'r* чл (у (f )l +

8-1+к-*
|у|- ' ' lv* чч(Фl< lay\ n!*,u,.

Переходя в обеих частях этого неравенство к нижне}.rу пределу при il+o,o,
получаеr.r (|.29) . Предлоlкение доказано.

П р е д л о ж е н и е 1.26 Суцествует последовательность |r ul u *
) на l{ножест-Функций из С^- (Ro , М

g{с; lsli 93, у-l-.

utg l у l'l'

такая. что 0</f l, /,g(О) - |

y|:r} ь
D!7u1oll а 0 щl/l>0.

Х@,r ",,tо-, )= | при

|tХ,r",,ап-,) - 0 ПРИ

Fuo= 2(

Доказательство лvcTb g е Cf, tп'-' l, 0. 2* l,
..+o!_r<l, lco_,l<l и

. , .+ ф7- 2 uли lco_, l >2 . Полоlltиtl

#r, l

( z Qр|ч'\ -\yJl h9u /

g'+ .,

r|+
zF,

""':iъ"iо"];?i;У (|i,лч)tл, ; 0 npn |1,1+ ll21,0,
Ясно, что

|у,"" 2:'IlID,y,f',,-

Предлоlкение доказано.
l,

0тсllда и из предложения l . fЦ следует

П р е д л о ж е н и е |.27. Если

введенная в предложенич 1.26, то при к- lr2,

-|y|ll'l у-Jl/'l V^oylil' tлlх)

- 0(ly1-1/'l {hpl)-l'

l1*hl nh,.-'i+..+(
локазательст

Uul ,r, - послеАоэательноGть,

).

--+ |'|

@) t+o -,
9 о предлох(енил 1.2lr. 0граничиl4ся расс!rотрениен

норl,tировки (t.16). пусть U = Воrrlr(|)П.0 . Так как
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ПУrulrl,u(U,) -' lu! 6r,ulu)+
(

+с' l7 |"* ( Г9.zr)*,ч| Оч uI ctul*i-lu*

+ tv.z ц7u,,чl v, /t|r,u,) r rA I l|"*n l v; /l|rtultv*i ч | c{u),

а в силу предлохения |.26

yeIt,jr* Loil}*,u+ tlti Iv;lvrцu,) l-i0,
то

l7uul , h,* (t!)< (l+a И\П ц| 
с^,- uJ)

Dэвнgцgр119 относительно ý при 0,+ с,о . Поэтому

Е* l р чul ri,- rд)' l tl l * t,,* @ ) .

Сравнизая это неравенство с (1.29), заканчивае}r доказательство.
Пусть Р- апФФ"ренциальнчйоператор в Д , осуцествляпций непрерuвное

отображение (1.18) " ltru Jur, - последовательность функций, введенная

в предложении 1.26.

П р е д л о х( е н и е 1.28. справедливо равенство

где

д о к а з а т е л ь с т в о. Из Фориулы Лейбница и предлоlкения 1.15

ПОЛУЧаеr.t

| гр 
' lo-1ul пьs'"rюl --1fryl, ,rlty|l'o,rurr^r* ,", 

,

,hyГttl P'l'rll J|rr-f,* ,ur,

используя ",*IЗ'l*;и;",, 
: о (|),

l tуi' 
l' 

П'l' ul n;-ro ю)<
с2 [ lyl-Ut

{z;lаl<дlllJ

Согласно предлохенио |.27,

Р l*" I h-Р,* ,,
х
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Предложение докQзано.
Так же доказчвается следуюtцее предложение об операторе 4 r определеl{-

Ho}.r .paBeнcтBor.r (l .23) .

П р е д л о ж е н и е |.29. Справедливо равенство

h^ l1a, l, nl| r;,& 1о )*.{ri-p,o yt1 - 0.

Предлохение 1.30. Пусть Р
Д , определеннuй paJgr.rg твом (1.13) , 0,dр

Тогда отображение
|rр,в
t

h,<
П z t{j' (ю) 

- 
JL )(д t >|l

являетсл вполне непрерuвнь.н. Аналогичное утверхяение верно и для оперотора

а
д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать равенство

Il* t (t - | l \ Р l 

" 
t,,n (а)* /ff,-r,-6g7 - 0,

что, э силу предлохенил 1.18, равносильно paoeнcтBarl

Iin п(t-rulпl"r!i|;! (о)-0, 1Yl" ОdР.^!^.-

;Н bi"Jrrr- поiледовательность функций "" ttл_.|;,i* tOl
с конпактны}rи носителями в Q, сходящаясл * Pl в прострdнсT,ве

lл!|;i tol. тогда

l (l - l t ) п | х ::;,i:р ) 
о l ( l - 

.h) 
Q, - P j" l l n rli i i ю ) 

+

+ l(l-l,)р}" l r!_11;"to,'

0стается.заr.iетить, .то |( l- |1)lп.ъ-у,! @lаапtl , и потоlt.ч псFвое слагае-

,.roe справа стре..rится к нулп при Л-Ё9l!. со | а второе обрацается при бОльцlих

V в нуль. Предлоlкение доказано.

6,о. 1ростраr.r"" .лГl'*(Aq) . Назовен положительнуо р о Фуtrкциlо o,

весовой функцией класса ,ll-''*' , если ?'' |уlф/Oсir lr!i|'! tЮl no"'

всех |-1r,,,1fL и полоllrин

lgliц*,ч - lr lg' l yt09l\rl|r!_;i: @) 
, 

I
,1сно, что Br.recтe с Функцпей У весоэой являетсп и Фунl(цил |/9 ц

|9| п,*а - |i'|ъ,*,,о ,

,П р-a д л-о н е-'Г" е |.3l. Если *з Q+gQ - дlrфФео}rорФизir хласса

J{h'* и а, весовая оункция. Т q, е - такh(е весовая Функция и
l€

|у' 
" 

I lr,.r,д * с l rl h,u,o,
Е7



Дока з а тель с т во. Пусть е- а(€) . Тогда

(?, 
")-' 

|,Z| WJ#(N " r)'' 
'r_,'?r,. ",fr.

Ос?ас7Ся воспользоваться Ter.t, uro {*| Ц|' lo | - бункция из класса
'Pfi'l ' l 

0а; ft{l , "lr[_';i' tai ', 
" ,"**" инвариантностьD!':: ! :-.' 

" "i*oi|| 
ý''-I!;::x"l1,j*"""";;::-;;::.";i,;-'.*

пространствл .ry;:;;; @) относительно диФФео}rорФизиов t

"*T::::;"]',]l".r;- цпя о+lцlt(d лвляется весовой, если

::"{Ё#*ii",",::"!у^#!!;уI:!;л:у;;;ТI;(обаэтиусловия
П р е Д л о ж е н и е 1.3Z

иультииндексов

и справедлива оценка

у порядков l/lc
'Уфл|, (д)

h@?
л,,rt- 

lll,&
h-l ll+&

- весовая . то ддаJсех

(1.30)

|r,',y|Y'olytrryt
lL- llдоказателd

Предrюlкение доказано

0бозначиr.l через' ih'n
снабlrенное норной

l|l-|

|lr,! 
tol 

* clg| r,*" (t + lgl ц*,д )
с т в о. Пусть предложение докаэано для всех мульти-

(9,9)
{

.r{!,' (ol }

индексов порядка 
"e"bule l/l . Тогда

,ty'' 
ly,tg)|y-|yrh о- |ylg'',fu n, (t.зl)

rае г19.::: .(|ylD)l 9 , l|'l-tyi-t . по предположениD,

rclf_,!i-ý io) , ; |!| 9,' ag /0о; е,r!_|;! ta1
по опiеdелениD весовой функции. Так как оператор lyt|/da; :

n|!,|!,i,!:i La)*r,l:_',||,'iu'r' непрерýвен и пространс ,* ttr!-;j tol

::ж:*l;fJ;Ёii1 
t -""" 

ЛеЭаЯ ЧаСТЬ РаВеНСТВа (t'3t) ПРИНаДЛеПИТ

l|u uYtDlglrt!;|!i,| tл," "| 
n|rr!,x:: plU + lgl ,,*,") ,

Перэчl-r сонноlilитель справа оцениваетсп по индукционно}rу предполох(енио.

пространство чZ
-l

9'ц

l Ul 

" 
ъе (o,g) - | N-' u l 

поъ,u lrу
Аналогично определяотс" noo"-"".,." il''" (Г1 

N) 
. 

.^h,*
Из прсможениlr |.20 и t.3l следует, что пространстэа./Y
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" Ihn (7!, v,| инэаDиантнь. относительно диФФео..орФиз}rов класс о l''|
П р е д л о r( е н и е t.33. Пусть Р- диФФеренциальнь.]-r оператор в

ка

| у' Pg - О h/,*rr, + Ij-r,l @) < С |9 | L.,а'
*( l * |9| L*," )''' 

. 
I r' ,;,nrr) - ц-|,t (д) ,

Д о к а з а т е л ь с т в о. ИrreeH

l (9' Ру - Р ) u l"y,* 
1ol* ??y,,,l 

| у-' Р'r . Р 
Фu 

tr 
пrцп,,* (о )

" 
.t 

.7' , l' 
9-' y|t' Лlо 

И;l:: цо,rl 'уГ"' 
Пui l пrъrпр(о) ,

Как показано в доказательстaе предлоlкения 1.28,

ltуГ'l' O't'u|I;-r",*@)< с| Рhцlfi ,*1о) ,

Приr.rеняя предлоtrение !.Jl, заканчиfаем доказотсльстэо.

7О. про"rр" ".r." Ij'u |J )_ " i 
h'* (u,g ) . пусть U - произ-

вольное открчтое по*"Й.r""б . Будем rозорить, что Функци, 
'Ц, (/- С'

принадлежит пространств,IlP tUl , если 2u eMr!'n {О) для всех

2е"t!;! Юl с ко.,iпактнь.ни носителя"ri, lJ "lgункцuо 2t! , считое}t

продолrrенной нулем "аЭ l.
В пространс,." i!* ( tD Holx'o lвести топологиD с поноlьD полуноФ.

u 
;""|д:"kJ*fl;";яется пространство Ii,- Q/ п г1,

IбО'П (о),

Дналогичное утвер!цение aерно для граничного опе оатооа а.

Из предлоlrений 1.3-t.5, 1.15, |.l7-1.19 о п9остранствах

Jd,* ( гtJ
"ri"*,ff!,*

(lJ ), "ff/," ((J п 15 .

непосредстaенно следуот аналогичнь.е премох(ения о простран,

пусть е - ,юкально липцrицево отображение открuтого подr.iножества U
на откштое riножестэо V a б такое, что

. Предпоlюхиl|, что элементь. llатрицс а' принадлеDкат

|tJ), h>l, а такпе, "rо deto' > Фпьt r0
U . Тогда будем гоэорить, что отобраrrение а пвллет,

Авугранного угла б
о(чп M)-V п м
noo"ro"r"r" 

" 
Х:Х

на rтобон ко..пакте в

ся диФФеоморФиз!rом класса J{ 
h'- 

( tJ ) .

из предлоlкениlr l .20-1 .23 о диФФео..tорФизнах класса fih'- (Д ) следуот
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аналогичнце предло}хенил о ди(хl)ео}rорФизмах класс о JrO'* (tJ),

что Функцил Qz lJ-P ' ""пп"rся 
весовой функцирй

, если gJ tytJglaorelf|;! (u) при вс€х .д

ранство ,r|h'u (Ur9l , _функциir uз U*C / таких, что

для всех 2rtrr!! tOl с коипактныни носителя,,{и
2u е "ffh,n (Д,g )
BU

сказанное в бо о пространствах .ffh,* (а,9)
переносится на [ h,a (U, ф,

Будем говорить,

в |J класса J|r 
h'*

t-l,,,. rп .

BBeдer.r еце прост

с оЧевидны},iи из'.iененияa.iи

ý 2. Краевая задача в двугранноr.r угле

lo. Постановка задачи. Скалярный диФФеренциальннй onepatop Р (Сr2r)
порядка lлй в двугранно, уrле О назоэе..i канонически}r оператором класса

оrr!,* (О , если он допускает представление вида
' 

[ и,D:)-^ly,lnu'?*r.r! p","1a,Dr)(tylDr)u \yz,r)' ,

где Pon(arDr) -- апоо"г"нцйальнчй оператор порядка Р-lёl-Г на дуге

а -U :Э 2l,rl l =*J с коэФФициента.rи из CoF'* (q),
t"nu Р (arDc)- - *""оrпческийi оператор класса O/'i tOl , то коэФ-

Фичиентu Р, из прелставления

"*'T]:;.rl"1"l Н;:Чi{ ::"""" каноническиr,tи граничнч}rи оператора_

ни, если они допускаот пDедставленил вида

8r - lyl-r* o*lo,r,,}u. 
urз9*"," 

Фr)(tytDo)n (,yш,r,f .

Обоэначиr.r *"р"a У " ý' rлатричные операJорч раз}rеров i ' J| и

m , Jf соответственно с элеrriе,r"^" ! 1.i ." fii , . Предположиll, что

J ti - канонический оператор класса lOli" ?Ь , " , Яi,i канони-

ческиё граничнuе операторн поряАков 
,6I 

* ti - 7 здесь Sl,t,,6i- - целые

числа такие, что ý4€ 0, ti>0, Sf tr+...+ \*trr- 2п,,-
Расс1.1отриtl KDaeByo зЬдачу

&r-f на О,

fi'ч - |' на г*, 
(2 |)

rде ц - ( ц,,,, ., Ц rt )' / - (f,, ;. n fr, ), f*-(f,: . . .,f 
^' 

),
допустиl.,t, что оператор z - эллиптический в смuсле Дуглиса_ниренýерга
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и что краевче условия накрuваот ! "" Г!.
Обозначиl.i через VrLо tO) пространство, полученное пополнениеr.t мно}кест-

ва С; (tr ' М) по Hop,.re

, *О i!,6;iu,!_F,lY'ii,i 
"' 

IУii',',,),',,,. -, 
_ tч"о.{ V!i* (^Г') (-l> l) обозначи1.1 пространство следов "о 
Г'

Функций из ;'V;:е@).
Пусть '|ln - неотрицательное целое число, удовлетворяlщее HepaвeнcтBari

tto- О! -- t . Для rrобого целого l , lo вэеден пространства вектор-

функцуiй

u !)| * r"t" l - д 
u !)!r- l 

" 
@) 

: Ё r о," l - ! v }? l- l, ( 9 ),

чi;|i,",п -,i vi;i;-i. (r') .

0ператор краевой задачи (2.t) 9gr*"ствляет непрерчвное отображение

Iy, Ё J, U ! о! r- r, ( д) *v ::-, - r "Ь) 
^ ц п u::;! r, { г' ) - (z.2,

BBeдer.r еще простраr.r.о f|o(K) Функций в угле /( , полученное

пополнение' }iножества Cf, (К ']iT по Hop}re !
lul cLulrl !,,J, -r} 

I 
чf 

О (t+ ty,zkrh')lo;, tpf лу)' ,

и через Е!;'[t) оОо"ii.,ии пространство следов на сторонах /r vrn" N
функций "" 

'' 
Е| 

^ 
(К ) , lz> l . +

3апишем #pargpn !, , " ý; ,

r{i".:i;;;i:,yr!Й:,i!,З-r;'u;,(D",tylD,,tyl2o,)И СОПОСТаВИ''r 3аДаЧе "'')rБr"il,Ty в к ,
(2.3)

,о" ! (D,, , 0 ) " u!;;:{ in 'n: ,!|""::"{ 

*;"r",.pu 

с элеиентаr,rи

":"уr'{,riзУ{rТrt:t!i;Р;,'',|1*,,trlDч!'-лihii!!l;1];"
0ператор АВ)- {У0у,0),Ёla,f.l| заАачи (2.3) осуцествляет не-
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прерь.вное отобра)кение

lri А-;
A lr@, E 

r'o-ro_r, :K) - E r,p*h_h,(
гАе, оýознач 

"""^ Е !t!rъ- t" (К ) " '.о.V!}trr_r,tol'"",.o- .. д,, 
вЬедЬ" оператор ш (L)- LL(ъ),8- (

коr.lплекснulr.i паг)а..iетрои ?L l гд€

к), | Е ) (2.ц)
h-}-!

2, p+l- lo
(lr

вводятсл аналог}rчно обозначенилм

12,)} краевой эадачи ,1 дуге t2

Фr,о,ъ-tlr)l. Q.5)

с

L tъ) - 1 ! 4i kt, Do, 0, L - ili il, В+ 0) = | B'*,j

Г. Раэреш,п..tость и свойства реtuений задачи (2.1)

u !)r,r_r" tol.
,' фоDl.tулиDуе..r некоторые утверr,(денил о задаче (2.1

V !,'},-р1" tO) , используенне в дольнейшем,
-"т е о'р е " а 2.1 (crr. Elt, t2) ). 0ператор (2.

в пространствах

) в пространствах

zl осуществляет изо}iор-

в Tol.t и толЬко в Tol"i слУЧае, если выполнень. следУо-

выполненн i) и (i1) 2.| ,

Физ.,i при L:Ъо.,lо* !, ,,.
щие условип:

Предполоlким, что вuполненu условия (i) и (ii) , и будем сч}lтать,

что l,_ <I*?b.11 - наибольtлал полоса на коl..tплекснойr плоскосr" [а,} ,

содернаlцая прл}.rуо f*Xu-P+l- ho и своболная от спектро ny"*a Cll 1Ъ),
3]. Разоеrчr}tость и cвot-tcTBa рещений задачи (2;l) в пространствах

tt }ii,_j,tal.
Введеlr пространства вектор-функциt't

,r;;!; юl - 
д,,r }i!,.;i tol, rф!; @ -,i, trff: ;| {а),

,;;: (г') - дrоi_|:,- 
(r* ),

,о. de R',
Теореrча 2.2.

о)и
lо,
,lot{*e) Тогда

Q.6)

'u'nt!;,@)* 
cUf In!;f:tb)+ ? lf'П ri;!i. rr*),
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оператор краевой задачи g.l) осуrцествлпет изоморФизи

-|t, л*\ , ,Ё;!; ш*ilfflrl ^ 
rr;f_;- tr'),

где /- пюбое 
"псло "з пrrероала (l"* t_* d, li!,r+.C),

Дока за т ел ь с т во. Пусть вчполненчусловия (2.6) "ll_,|u,.,
" лVi.lоrr,- I:.r"оо"ательности оункций из простран rr. t{if:i,Pi"'';'
Л';;h6:i, LГ- ) сrко}rпактj{ulttи носителяни, построеннче с по}rощьр прелло,хе-

ния 1.24 мя Функций * и f . Тогда

t'r ri!:;u (g) , ri .ч!:а-t 1r*) , (2.8)

где f - лобое.""п., ,. интеп.вff2( lo*' ,l_-lrlo+|*+/) . Corno"Ho теорене

2.1, существует реlJени" tlteV}n"CO) ""дачи 
(2.|) с правчни час-

тяrrtи f , " fr'. по Teope}r е 2.'l, Оr rХ;;{; @)* , и справемива оцен-

Ka(2.7l , гае цr{ n f' залп"яотся на au:f; ,r{; соответственно.

Применя;, (1.28), получае}r

И' u, I n;:!x (g)o 
с Ul l nr1;, ь) 

* 4 l Г | п/_;!;,rч),

С пor.ror:lblo лиагонального процесса из последоэательности 
f4,1Jra7,ло,п"о

вшелить подпоследовотельность вектор-Енкций такуо, что производнь.е коипонент

этих Функций, входячие э Hopl.iy . K}i!f, tOl , сходятся в кахдоt-t точке

б' М к соответствуlоtlин прqузводнь.}r коl.rпонент некоторой Функцuи |l, В

силу предлоlчения l .25, lle$tth:rr@) , и справемива оценка 1Z.l ).
. фкажеr.r теперь единственность рещения задачи (2.1) в пространстве

lfi_f. tлl . Пусть 4 - р.n,lение оАнородной задачи " l,|p!nr;
последовiтельность' построенная в преАлоDкении 1.26. Тогаа vrЦrV!r! tal
и, по теореме 2.2, иr.iеет r.tecтo неравенство

lу,ulпй* @l<. ([tJ ,/Jatnifx@) r

* 
? l lh', r}dri;;ilг*,l )

Т е о р е м а 2.3. Пусть вь.полненн условия (i) и (1i) теоремш 2.1 . Тогда

Из предложений t.28 п |.2J следует, что правал часть стренится к нулlо.

Поэтому Ц-0 " Ю . Теорема доказана.
теорёl.ru 2. l и

пусть

Teoper.ra 2.1.Пусть выполненч условия (i) и (11}
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k о o!|i _, " 
(а) п, !:,]:i, 

"t 

лl, yl,^rj :|[r,v* ) п, !#, 
" 
й, gl

,д. l")- любое число из интервала G"* lЭа;, lo+l*+oz;). Тогд" pererne 4
задачи lr.', ," поо"Б* 

'1,!1"t",
л ь с т в о. Пусть 

о LlrчJr rr,^llоследовательность, по-

строенная в предлоя(ении |.?.6, 
" f l- /u{, fi - /;{' . Ясно, что вчполненu

условия (2.8). 0бозначим через U, решениеrзадачи (2.1) с правыr.rи частлми

fr,!: , пDинадлежацее простр",J,", V!,}t'ol . из доказательства
предыдуrцеfi теорены слеАует, что последовательность вектор-Фуr*ч"И 

{ а, }
Bl.tecтe с производными поточечно сходится к решениD Ц и его производнь.}r.

По Teoper.re 2.2, справедливо неравенство

IuuIurF,!;|;" (о) <

*, (fi o 
riiu,:,",.o) 

+ ? lri nr}t:,B;i,_ ,r*,) 
.

Из доказательства предложенил 1.2ll следует, что HoprJiu
л о!,.rятся к те,. ).(е Hopl.iarii gункциЛ f и f - . Приrqенял к левой

|.2ý, заканчиваеrrt доказательство теореr.iы.

ý ]. Краевые задочи на rrногообр""п", *n"aa" ,f
lr*

1О. Нногообразия класс " ,|'f 
h'* 

. Пусть 4- ""у"дорФово 
тополоrическое

пространство и пусть lUiI - сенейство.открuтNх r.iнoжecтB, образуцltих
no*p.,rrn" 6 . Допустим, что для ка)хдого l определен го}.rео}iорФиэм а1 ..tнo-

жества Ui на открнтое под}lно).(ество ИП . Пару LЦj,Li) , *"* обiч*о,
буде1.1 назйвать локальной картой на f, , а мнох(ество всех ""о, [(?|, "j)J 

-

"rn".orn ý
Orn"" !1Цr.rr)|, по определени.., принадлешит классу jrl'* , если для

лобых двух i'^o{ 
Цt/. ,Ь; ), (U tr, Ц) таких, "rо t/i П а1 # / , отображе-НИе 

2r,эдi, еtr(ц; п ?/x,):ri(a;n ar)
явллется диФФео,.iорФизйок J(ласса I "'n (е 

tr 
( ?t, п а i) ,

Лва атласа класса Л ' называrотся экЪивалентныl.,iи, если их объедине-
ние принадле)кит Tor.ry не классу. Нно).(ество эквивалентнuх атл
образует АиФФеренциальнуо структуру на а ;;; ih';'.":;:";::::"{;:
снабженное такой cTpyкTypoit, назuвается tлногообразrlем класса i h'*

{l " {r' стре-

части предложение

9l,



ДиФФеренциальная структура класса

структуру.

0тиетиr.,r, что какиrJt бч ни бчло число

06означим u.p"" J! под},rножество точек 1,з 4
кООРдиноТных отобраlкен"п, aj попадаот ,а ре69о tf

, обра3ч которь.х при

двугранного уrла а
Jrl'u на В ,rдуц"ру", "u Jl липJицеву

lr4

лвля-

t , эообще rоворя, нельэя ожидать,

что индуцированная структура на Л обладает более вuсоко]-! гладкостьо, чен

С' . В coMo... деле, пусть Р l ttf +М - проиэвольннй диФФеоморФиз}| класса

С' ребра |V| о"rrоо""оrо yrn. Д и пусть Р з О-Ю - диФФео,.орФизн,

построенный в заr.rечании "з ЦО ý l. Как бнло показано в заr.rечанпиr 2 принад-

лежит класс у J|rh'* при ка,.(до}r А- i2,
Рассl.tотрин дэа атласа a О , ха!(дuй из которь.х содерх(ит лиlль одну локаль-

Hylo карту (Orl) " (Оrz) соответст.енно. Очевидно, эти атлась. принаАлеr(ат

одной диФФеренциальноr-r структуре класса Jf r'* 
поr^ tбo, l,

Индуцированная структуоа ^а М содерхит как атлас (Ц l) , так и
атлас ( llrp) , и потоr.rу не обладает более BHcoKoir гладкостьо, чем С'.

2О. Функц,пональнuе лростра}rства "а f " ае . Пусть f - *o"n"*r"o"
иногообразие хласса JfO': l!,"l1- некотоцrй конечнчir атлос и l9J - о".-
биение единицы, подчиненное этоr.у етласу и такое, что

<ро о-|е "ffr';: рfu))
мя кандой ок9есt"ост, Ц .

Оункция g , G \Л * Rr' нозшвается !есовой функцией *n rro i
на rrногообр."7, 8 , если мя rrrбой *"оr".[ Ч,"l Функция ?о Z-'
етсл fесовой функцией . zfu) класса Дlr;-

Будем гоэорить, что Функциi U , определеннаl. на ?rle , принаАлеr(ит

пространств, .[t'- (G,g) , если

. чо 2-,le It,* (.а (u),g)
для лобой кооDдинаl Hor-r окрестн%r" а .l

lUlIr,* (G,9) = suг 1 (9 u)" z-' l" h,<. (е(?/),g ) .

. Из ска3анного в r,.5'ý l следует, что если длп определения пространства

"lrh'-1Gry) использовать другой эквивалентнвй атлас и другое разбиение
единицы, то получится то ),(е пространстэо, снабненное эквизалентной норной.

Аналогично определяется пространсr"".f0/(|rg) , rд. 4r..'' Г7

связнO.е ко..rпонентн pr'o}.{ec'Ba 00' Л
Еслп Q- f ,, iопространства,

обозначать 
,".o"",loh,*(G) , ц,,u(t'r;: 

G,g) " ilt'"(Ц,g) бУДе}r

3О. ДrФФеренциальнне операторu на е . Будеи говорить, что диФФеDенци-

альный on"poroo Р порядка fl, на нногообраэп" ý класса ih'* принадле-
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)*ит классу 
'gl'- 

(С ) , если он осуцествляет непрерчвное отображение

р , ,{t,* (G,g) + .)f h'r,J (G,g ) , l -ft,
длл лпбой весовой функции f класса J{r'U "о е

Согласно предло}.(енияrr 1.18 и 1.33, это определение означает, что в лобой

локальной *арrе [?/rrl и}tеет дrесто представление

LРц)о 2'?u,Йl pyplD! (u.2-'),
,о. plr"nro:;L сi rul).

На функциях, определенных в окрестности к.rнлой *о"по"е"rп { a 0rЛ,
рассиоiрим rраничнн1-1 on"p"rop 4 , допускаrlrlий в лпбоЙ локальноЙ карте

(U, z) , TaKoir, uro UП l'i # / , представление

Uhd " ,-' -|r,, 
, 
! у 

(с') аэ! р, ;' ),
,а. эt€ 2(l/ п Гi ), 'i : ;:!:.,ор сужения "" * (UП Г;).

БуАе}r говорить, что оператоD а принадлеr.(ит *n""rr- И|.,r, le , ае) ,

если он осуцествляет непрерuвнuе отображенил

а , Jrr'"(ц,r) +"|f t=Fi (lt п ц,g) ,,i=t,...,г, (з.l)

длл лrобой BecoBoГr gункции У ," 0 класса jrO'u,
в силу преллохениl-t ,..|э n t.п, O rO!.i ,,(С,lG)в Tor.r и только в

'о" ";';":' 
^*^^Z/r'.' 

{IL!+,!# Гi'\' ; - щ
многообразия 0 zТa ttr . Существует неотрицательная Функция Р ,9ав,
нал единице на а " "у* a"е а
[tt' "J' 

й(9, "-, 
), |_,,,;i

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно доказать предложение для случал,

*оrо" U содержитсл в какой-нибудь локальной карте. 0бозначин ".оa" ф
неотрицательнуr, Функци" ". Ci @) , равнуо единице "" а (lI)
и нуло вле 2(|!) , , norio*r" ,Р=ф.е . 0стается воспользоватьсл

предлонениеr.l l .20. Докоэательство закончено.

Из предложения 3.1 следует, что для лобого "rn".",f(llirn|l многообра-

""^ [ существует подчиненное er.ry разбиение единицu {Р.] r"'*о", uro

*,r, " :;), Х::,';: (* r@)), l - i < пi
длп всех i " l . Такие разбиения единицч буден назuвать разбиения,.rи клас-

"" ih,*О.

и такалr что для лrобой локальной картш

(2(Ш), /<i<п. (3.2)
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щал условио (3.2) мл лпбоfi локальной ка Р- скалярнчй диФФеренци-,
(е Iогда -o""yralgp

lr1 tnt,r1)

),p.l .

Ц'-'*
непрерчвен, а как оператор из ,* (0) - вполне

щ9а
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достоточно доказать преможение для слу-

чая, когда носитель Р принаАленит локальной *арте { ?/, rl , Положиl.t

92=!о 2ч и введеr.r операtор Р, равенствон

Pr(uo 2'' ) - (Рц)ое'',

Jq, Lцh-Р* G)

- Гр, ,рr) -U,},,r} k drr,p:' ,

r) - производная по ý порлдка l/l . Так как отображе-

Тогда

где

ние

Гп vJ"
P|l't ,,

ъ|i,* (r)

( 3.3)

- вполне

ryl'-v' рУ , rno',u (е (ul)* I;i:,rtll'& 1o1tt))

непрерчвно, то непрерчвно и отображение

|yt'-'t' рl , io',u @ (0) *ц'-"'* (r (uil .

с другоlr сторонч, Dlprr rrr'_-r'!'*' (e fu l),
и пото}tу

lytry'-' or,p,, .,r::,';,!-! @ ful . nr!!_'lr. k иl) .

Приниttая эо вниl.tание преIиожение 1.1t, получае!t, что отобракение
(3.3) непрерчзно. Компактность оператора

гр,ЕJ, J{:,n (G ) * ,lc"rlir!e,!,. u ,Следует из коr.,rпактности вложения пространстэа Лoo-1'-" * (C,l 
" npo"r-

ранство Jt-r'* (С/ . по"опо*ение доказано.
Дналогично доказчваетс,
П редложение 3.3. Пусть Р - Функция но

r,о , уАовлетзоDя-
пцая условип (3.2) мя лобой локальной карты, и 4 - скаллрнuй оператор

0pi,i| ,, (0, аG) , lri. l.из класса

Тогда Ko1,|tiyTaTop
т

ч
непрерывен, а как оператор

,,ру ,r!," rcl
lt4

{1

пF

)

J{0

цеJюе число, удоlлетaоряоцее

непрерuвен.

to. Кр""""" заАача. 0бозначиrr ""r"" h
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неравенству l,, l" , и предполо*п", ..rо 4
'о Ihrt^"'* (tb= 

'оtft,,,",tх!) " u,o
является многообразие..i клас-

4,j, op!fil (0), В l,i, Lp:F t.,...,o!,Ir. U,ac),
Расс1.1отрим краевук) задачуju-{

Дu=r

G rd0,

0G,Л ,

на

( 3. t,)

на

0чевидн9, oflepaтop KpaeBoir зада_чи осуществляет непрерывное 9_тображение

Р : {.е, 
g ),,t 

Hfo 
(0. g ь J{'-?,' с,ф, i,r Тпii l, r, . u,

где Q - произвольнал весовал Функция и

' 
,^l,u rc,9) = ,tr4'u (0,g) ' : . . , Ilrtn,u tC,') ,

пространств . Л'h'U'* (0,il n Пl-а'Чu tr,g) определяотся аналогич-

но

Предположиr.r, что операrоо ! эллиптическиr-t на 0r"Ш, , а гранич-

нь,й оператоо $ "a*pnBae, ol4 "" 00'Л,

",",;.j":i:"?"-:; :iн::r;;;:ш,о,о" ""*о:;:::"",;;,U n 

" 

?!.,
чиненное покрытиD IU"! . Предполоlrrп,i, "rо существует ""Вор 

g, 
, ...,3,

операторов канонических краевчх эадач в лвугранно}r yrna Q (cr.r. 9 2), для

ках(дого из которых выполненч условия_ (i) и (11)' Teoper.lu 2.1 (np" *а*о"-

нибудь Р^) . Пчсtь l,:'< IrX,' l!') - наибольчlал полоса на комплексной

nno"*o|ri 
'[rJ 

, содержаltlая no""ro rml-Pбl4-/1o и свободная от спектра

ny"*a ft,, (Ъ).
Согласно Teoper.re 2.3, оператор

9,,ф;,til- ji*(o), 
nrf;',_i, v* !

осуществляет изоlrорФиз" "о, nnOo" { ". "r-r"o""n " tllu\ !*u, {|"l l-*) ,

ПОЛОЖИМ 

Su , l yr},+lz-to ро ry|t,- 
r,/,",

Ясно, что 9тобраlкение , а
3о-,';,йr';'|й- - 

',^-?,* 

(о) - 
ц х:ё,* (r') (з.6)

есть изоr.rорФиз}i, 
,.,_|

0бозначим череэ < )6 > Hopr.ry обратного отобрах(ения. Череэ / , как

и ранее, обозначиl.r HeKoTopyD Becoвylo Функцио класса ih'* на l.tногообразии

0 и введе.{ оператор
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" 
: iPу nr'r!':o)*,lr -3,' 

rel , 
дп!-u''- 

( гl ) , (з.7)

а также on"o"roo 
'tZС) 

, определенный равенстэоr.

:::,:;:"r-.,"J".""::?'::::Y;|:!Гцi1:!;.Z',,i*'!:,!",,""::"::"-
определен на Функциях, заданнчх в О .

Т е о р е м а 3.|. Предположиl,t, что суцествуот атлас

оператор (3.5) явлпется нётеровчl.t и для лобой вектор-Функции

{(?/",2о)\ ,
разбиение "дrrrцп |Ф_ L весовая Функция Q и набор канонических операто-

о"" Ja_ , ,"-*, "rо *по]Г*r*-
о

1r,f;пл+о} 
<Л;' t(Р""')G*'-,!l',r,u' |, (3,8)

* у\аlhlЫ , ц Jf:- 
d,tТ(rХ;

u ri'[lk

где

J

lul"rr:,,u G,ylu' $lulу'.€* {е,g) 
*

+ |Дцl 
.rtnh-1,* Vi,,9)r lu| c(,ll) 'iгl

4 - ,"*оrорое ко}.iпактное подмно}*е ство [ Х Jll ,

(3.9)

, не переСе-

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно построить левuй и правuй ре-

гуляризаторш мя отобрах(ения (3.5). В кахдоir локальной *"рr. аб , н€

пересекаOцеir многообра з"я /|d , вuбере1.1 точку и ,."р"a J" обо3начиl,t опера-

тор (в полупространстве или пDочтDпнстве), который получается из глаэной

"orrn lBJ операторd е РС) замораживание..i коэФФициентов в этой
точке.

0бозначиr.l "еоеэ lflu Функцир " "ocnrene, в Цч , такур, "rо фrРо-
-9о n уАовлетворяюцуr, условио

#,(ф,о ,i').r!:,i;iQ,w)), t<is п

(см. предложение J.l ). Будеr,r считать, что окрестности

*"*ц"" Jl , столь },iаль., что справедливо неравенство
uб

1з.l0)

для заданного (сколь угодно малого) поло).(ительного числа € . 3десь мя
pZnn-l'фч 8"' ф",{,ч @qУfч )}l,_, , ,

упрощения обозначений nn ", фо " ра B}.ieCTO ф" " 2! " Фв'2i'
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С той же цельD и в дальне}-tщен булеr"r опускать
-,и 2'onono*n" 

0 -> ф"Еiе". oneparop d@
а

? ф"S: 96О фб -

- ? ФчЕчuрчSофо+}ф"8l' pu@- S")P" . (з.!l)

Первая cy}$ra справа ра9на

/ + > ф" S: Ьч,8ч7Фч- r* г, ,
6

rде к9адратнче скобки означаlот ко|.tл,lутатор, J - aдr"пчнuй и f, - вполrе

непрерчвнчй операторы в пространс.,",. Iot+a* {0) (здесь l,tы воспользова-

лись предлох(енияl.iи 3.2 и 3.3l . Вторуо cylir.iy спрааа в (3.1l) перепицlеl.i в Bl,rаe

|взцчпц-9J tс,цплttll

указания на отображенuя 2"

Ясно, что

|B,?t п.trl-g1 tв,?trплql
фпs! р,(ё- t")ф,r

+

что в силу 13.10) есть cyl,||.ta оператора в

(" -Э)фо,

i!-l,* t с ) с нор}rой, не пре-

в To}i же пространстве.

1ч,}пrrл } 
- 

tr, о]л"аlSj Р,(О- Jч ) Ф"*

|аэ?l"пЛll] 
- -

Норма первой сумнч справа r,teнbme единицч в силу неравенства (3.8) , а

втооая cy}i}ra - вполне непрерuвнь.й oneparoo Гз , так как

ГФо, Е"'] - ý;' [ý6 , /6] 8;'.

В результате

QO- L+K+T, (з.tз)
где ( - on"paroo в J{ohlt''n (Ы , Hopr.ta которого }iеньше единицы, и пото1.1у

оператор (It к)'' Q лвляется левь.н регуляризаторо..i дп^ ё . Правый
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регуляризатор строится аналогично. h+{,4
Докажеlr теперь оценку (3.9) для лпбоl-r вектор-Функции Ц€J{
В силу (3. l3 ) ,

lul"ъi,u 
10,у) = c(|Oulrb!,- (G,y) +

+ Аr ц u tr ,n,ri* (е,у)) '
0ценим сначала 

"орлу 7, LL . И}ree}r

l Г, u I 
n F;* 

16,r,1 
-. с е | Г9 u, ýJ ф" ul * ь€,ч 

р, g) .

)с(

Так как в onepaтopнol'r матрице

те эле}.iенты, для котор"л Slttj>-l
B.l4) не превосходит

отличнч от нуля разве лищь

l, >f , то правая часть
J'",!"ф

(з. l4 )

B.l5 )с>
U,l+ti

Точно так lt(е получаеll оценку

lT, ul" *1. (п,ф" 7*?,rллI lil}q,,|(8|9u@-S")!nul хлt,.!,,;;fl
Из представления для оператора lз непосредственно следует, что

|Цчlrл*{о(O,rr* 
"lu, n л_d!П 

@- ё) фо ul 
* B,u (G,9) 

-

Slal
'Mi

Ui| л h+li- t,a (0,у)'

,4| 
ui In A+t't,< (0, у )

-(С
{j

аб

I

4
0стается воспользоваться HepaвeHcтBor.t

ltГtrrеч,а (G,ф < оlrlпц G,ф| ce.lt| с(0,
где f,, - лобое nonoinr"nrroe число, 7<[ < L+trrrлл , а 4 - '."*оrо-
рое коitпактное под}rно}:(ество f, rf (ср. с доказательствон предложенил

|.l ). Teopelia доказана.
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