
О СЛЕДДХ ФУНКЦИИ КЛДССД
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НА ГЛМКИХ ПОВЕРХНОСТЯХu!,,

Г.А.lЦ rr ы р ё в (Новосибирск)

Вопрос о поведении функций, заданных в области, на поверхностях мень-

чlей размерности, рассtlотренный впервые С.л.соболевыrа El] для пространств
rлl (/)

Цр_ , В настоящее время изучен 
1оrтаточ7 

подробно. В частности, в

Е2] для анизотропных пространсrв Вр,е, L; сФорtlулированы обцие

пря!rые и обратные теореlrы о следах на подпространствах Е^ . Вопрос о сле-

дах Функций на диФФеренцируе},iых многообразиях исследован в f]] , где _так-

же приведены пряr.iые и обратные теорел.,|ы для изотропных простра"rra W!),
о(ё)D'р,о_ ._/lналогичные теоремы в анизотропно}r случае были получены в рабо-

,ai ЕЦ, S] для простраr.r" Щ . Дальнейшие исследования в это,,r направ-

лении были продолжены в f6, 7] , где с по}.rощьlо методики работы f 5] ,зу-
чались свойства следов весовых *n"".o" W/ о " *n"""o. В} .

в данной работе исследук)тся граничные свойства функций из анизотропных,
пространств В 

".u 
. При некоторых условиях геометрического характера на

область 0 ,' .""a""rn,, с показателем гладкост" l- (l,,,.,,/n) *ласса,

улается получить точнуо обратиr,rую характеристику следа произвольной функции

"" В!,"ЧС) . Требование на область заклочается, грубо говоря, в,сле-

дуюце!t. Предполохrим, что граница области является гладкиr,r многообра3ием,

т.е. суцествует покрытп" ot,. . , ,ОN , где каждый кусок 6* и.iiеет пред-

ставление

6*z с1 : Р* (x,,...,oj_,,"r*, l,,.tоп), 9.€СО|. ( l )

Если при этоl.r "диФФеренциальные|l свойства класса являотся наилучlJJи.{и по

l:- Паа l; ( такую коорлинату будем называть регу-J lзO<п " ле
следах Функций класс! бр,0 на куске сl, своАится к

следов на rиперплоскостях Е 2:l , так как преобразоВа-
ницу, сохра "^a, *n""" Bf,,6 . Если же кусок пОВеРХ-

творяет TaKor4y условиl0, то всегда суцествуот точки,

/ -й координате. т.е.
о

лярной ) , то вопрос о

уже иэвестноl.,tу случао

ние, распря}tля|оцее гра

ности 6!п не удовле
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где представление вида ( l ) в направлении регулярной координаты уже не явля-

ется гладкиl"t и распряl.rление границы с сохранениеr{ класса непри},tенил.о t8] .

В настояцей работе предполагается, что l.tногообразие, где нарушается глад-

кость, и}iеет раэмерность не выше п-2 и лежит в одной из координатных

плоскостей. Предполагается также, что в окрестности этого особого rqногооб-

разия расс}rатриваеr{ая поверхность лежит в области, выr"iетаемой рогаttи вида

Гк)- |о: 0.aihni*"i,*llЪoi, 0.h*rl |2 l

с верцrинаl..,lи, лежаци,.rи на это}.r многообразии. Изложение следует работе L5-J .

Подробнуtо библиограФиD по Teoper.rarit вло}кения разF|ых !iетрик ,,roжHo найти

в Г2, 3, 9].
Автор благодарен проФ. С.В.Успенско..iу, под руководствоl"i которого выпол-

нена данная работа.

ý l. 0пределения. 0сновные результаты

Пусть En - l}-мерное евклидово пространство точек (c,r..,rCn)
f, - область в До с границей а0 . 06означиl,t ""о." 8},g (G )

l.tыкание множества всех гладких функций, a"д"rrr," " 6 , по Hopr,re

lг|
веr,rrcl

+ lg l /<р<ео,

за-

- П{|пl
*Р,

-*{[

(G)
0 tPG) l

, {lo-f

где

ДГt/r,G) F - /,. -я разносr" . .u"rо" Ё по j-й *оордr"ате на ,.t'o-

*".r"" 
uf, 

(см. f 3, ý 18. t-Jl , {-({,,,..,fn),s;r!rrO t J; - челые ) .

Будем предполагать, что область б удовлетворяет слабому условио

!-ооr"( см. f3, 5 8.1J ), т.е.
n

е - 0 G_, Ч G*+ Г"6()с 6, nr=*,
к,r^'л,Li

где Г, Bl - r.tножество вида ( 2) или полученное из него зеркальныr.r отраже-

нием относительно нескольких координатных гиперплоскостей. Пусть существует

линейный ограниченный оператор f tG)*f tE^l

x!,urcl

|i t ,!,rrЕ")' :}f 
п u!,rиl (см' Е10] и Е 3 '

граница uu - гладкое ,{ногоооразие класса

lgI

ее }iожно разбить на конечное число кусков о, ,,
а

рых имеет представление вида (1l с gке С

,f <@,<оа, (3 )

, причеl't

ý 9.8] ) . Будеrq считать, что
лm л2(; l fu2 жltl , т.е.

.. ror,l , каждыЙ и3 кото-

в соответствуrоrцей подобласти.

Такиrq образом, достаточно изучить граничные свойства на каждоr.r куске. Слу-
чай lr-,.,-lo рассл.rотренв t3,ý2',.Л .Случай lr-лцо!;о t<ъ< п
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КаК ОТr,iеЧеНО ВЫlДе, аНаЛОГИЧеН ИЗВеСТНОr"tУ СЛУЧаО СЛеДОВ На ГиПеРПЛОСКОСТЯХ

(см. f2,6.5] ). Таким образо}r, вопрос сводится к изученио следа на куске

поверхности, который выражается через нерегулярнуо координату, т.е.

ti. |уяt, ( не уменьчlая общности, r.rожно считать .{ регулярной, ё сп
нёрегулярной координатой ). Предполониr"|, что особое r.rногообразие, где
0=Р - Р , иr.rеет п- / -tqepHyn меру Р ,n после гладкого преобразования
0ц

7,-at, + ФРr,.,.rСо), il-gi,, i-2,,,.1п, (" )

сохраняоцего класс (лемr.tа l) , переходит в область, лежащуlо в плоскости

0t- 0 . Будем считать, что кусок б z со- 9{а') уже обладает таки,.l

с_войствоlа, а Функция Р гладко распространена на все Ео_, так, что

* + 0 прп с,*0
- -| Налоlхиtt некоторые ограничения на свойство куска б в окрестности

гиперплоскости Хr- Q

1. Пусть Функция Р чяовлетворяет следуоtциt/i условияr.i:

0'9
. г {о- Kdi

]_rl'*' 
ý" приdп>кdjl

l L | приdп<кoil
г|е |(l|,,.. ,Г[,7

0"i
, i-l,.,,, п-{

H,r 0 npn х,*0
,а м
кусох @

(5)

не зависит от точки.

HolKeT быть представ-В силу условия

лен в виде

t, - Фt (tz , , , ,,u-o), a'e -D , tr,) 0 ,

t,- {z(cr,.,., an), с'€D, с,, g,

гАе Фyнкчии ф, , !.r'С' во всякой внутренней точке, но,

ря, не гладки на D
Считая, что область 2 удовлетворяет условию f' рога, где

,,.,fo), r/tожно показать, что существует такая ý-окрестность зР

\О-i<,l) границы аD , что

(6)

вообце гово-

ILr|.,...
с

а l Vу'еОrЭr.=h.
такое что у' , D Ш|)'-D'(

(u]) '
Ё, /z),,; t,

0- l,< С€ l
б ) если С'е D"

0;h,nl
удовлетворяет условио

(7)

(8 )

то

то

при

lз8

BlJ 0, о

. t i. 6; h-', i=2,...,E, 0.h< ё,

r'+ l'| л (rlr) ,

, не зависяц"" о, fL и 92', такое что если

r'с Dr- D (h) 
,

!'- "'+t'e Dr,D (hlz)
L=2,,.., п , 0< h. аС ,0*tr. thui ,

(9)



П. На Функции фк r к-/,2 , определенные в (5), налоlким следуощие

ограничения

2l

0t
VdcD-D
которой достигается

l) Vt',r'+!'.D

lФr @'1 у')- ф- (о')l* Iyl

,аa М не зависит оt о',,N
а'ф,l

" Mlr*'-rni , i-2,..,tп i K:r,,..,V;1,1:,1,2, ' "'
, гд€ DtL) , подобласть области ! , ках(дая точка

f,Looron on"rn h с вершиной на границе а" , т.е.

'rлу'= t'+ а' , ..о. I'e 00, аrtг*i.t;*{rfl , 0 < tr< l,
li ОПРеделены . (ZlJ .

Ё'r,, ч

ц,

(r

)

I
i,

(h

)

( 10)

Положиrа

(l2 )

( tз )

, (lц )

Dth) --|у
Ь2,,,,, п i Oi,

Для Форr.rулировки основных результатов введем

|fl B,,rtil-Z
l ДТ tdl)ftrOr,o, оtгьц) о,

некоторые норl,rы

l'r 
Vl r, ,

п

{!
где

где

гАе

Аr U,)

е

ath) ,

t l* 0z:
пU

- rтL -я разность " ,"rол Ъ

i-L,...rrъ , "l
по f -й координате, N; ) Q,

удовлетворяет условию в)./.р.- n lTL>mQO L; 
1' 2сiхп

"-,Г|
W|ч!,",,-;t)

lдТdИ{ilOrrоtъ.,-i'l'*I - Wll, -

:iffl

K-t,2;2>0, /.р.е, Nir0, *r-t | пL>2(zr+Z,оt,В;l),

t!,rvl* 'У||

||r;;;t,;-,ГЁ'

Е|_, = fr,, О, - tJ< ,j. * , j-', .. ., п-lJ ,

Ein - L",= О, - Фо < rj.*, i=2,...,п- tl,

4=,-l)rЦd'n ,пd. /, i-l,...,fu-/.

lt.,l. h,

Fоо< *j. *, j- Р,..,,П-/i,

\tr|д?tdllft, ,r-_, аъY _ wl,
i дО"уt 

* zoe,B;l ) 
Орl I

Пусть
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(15)

С! ^,.-r t! .' lбillL u

lf- в;,
K-1,2

{,' а,'0;
f : tt.0,

l
о0)1С 

| FI u;,rte l ,
(lб )

, удовлетэоряlOт оцен-

Функции г

/,_ t
, t,20 i

{: , tt.o i
|'-

расснатриaаенче квк Функции точки Х'-[trr,.,,аа_| ), удо"п"r"ор"о, оц"r*""

(l7 )l|' ,а')l ,r raf 'r 
Л u;,r,r,,

f,'
t

ttII Bi:; G:-,)
где (а|,В , N-|7l ,.,,raa-t

< cl{|
), ry*,

Т е о р е м а 2 (обратная ) . Пусть область

uj;'-!!',,-, (l8 )

.., D- /, о- (P)*t)((]+ z ).

G инеет вид (l5) и о6-

ласти f,r=f,Пt,>0, 0"- G П С, <! удо.тет?оляlOт услозиян
(|,,,|,,!о) gr".-rr.* 9€СП, rfl>,ryp,{lr',l| .3ададим на

Г -'00 "r*,,- _,;r"1 4f:-Tf'ff-.' |-'аЕ , к-/,2 ,

MolKeT быть представлена в виде f-f ,. ? |к ,-Щ

@ , -* r;-.r"^r"-* 
"-4rr,.,.,со) 

, пDинэдл€_

ф,й, r- rЦ,(t,-;i, i-;'-лK=1,2, /-p.*i
2 ) Функции t f: , с,)0, п2 Г fi, t,> 0,

''-]1r: 
, 0|.0, r -U: , 4.0,

расс,,tатривае"че ка Х'- (Е,r,,,, Со_, )
Kar,i

(о.), *, | ";'Ё 
| r!,; (En:,)'*,

i-l,,..rп-| , z- (zr,..'.rao_ ), ,/.р.*.
существует Функция {е В!,, (С) , щ

lq0

(19)



{lr*: f_'* {'_ , r;r,

'?О 
u!,,t ,*.j (l

lgg.*=lV,lrt )(lС,]

и иr4еет r{ecтo оценка

{^' n о;r rо,* l f' I u",oo1n 
l"f { i

tr),4r""""n.rror/ "{.

I t (20)
Bf,,Etc[,)

ý 2. Некоторые вспо}rогательные утверждения

Везде в дальнейшем буде}i считаr, обпасr, d ограниченной, удовлетво-

ряшlей слабому условиlо 1-oor", !-(trr., , tr) и такой, что суцествует

линейный ограниченный оператор продоп*"r"" a 6 ,а все Ео (см. f3,
S Э.В] ) . Продолженные Функции liioжHo при этом считать равнчиr/r нуло вне не-

которой окрестности "rо*""r"" 6 .

Л е }а ,.r а l. !щ frB!, G'l , где область 4 удовлетворяет опи-

."",.," "'," ""no"n""-, # Fд';7; . 'оr]l-illБlТо""",Г-faLCп
Zi:tri, i-2,,.. 1f|,

Zr- Ct + Фlаrr, ,

гае р€С* (Ео_,), Krt, , IDПф|" N . *
са.

,,Еп),

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу услови^ r" G , 9ункцио/ },iожно

считать продолженной Финитным образо}r на все простра"ство { . Поэтому

достаточно установить оценку

|i l ue,rlr"l -' '| || u!,rtr,2, ( 2l )

,о. itil-{WwD , а ll не зависит от /
Воспользуемся интегральнылr представлением Ильина-Бесова ( cr.r. Е 3, Фор"уr,а

7 (э7)]):

f to): frto+
lп

дi )f 1o+y+tr,g,) Fl(!, f )ll; U;"i)фdt -х

5 ,i'-'"nn'd,, 
^и

0

l
0

dt(

инвариантно от}|осительно клас-

Е,Ео 
п

={r{*l*}{r,i{d, (zz)

I
гАе Цi-Т , 0=|,,,,1П,tП>.ЩОЧ |;-t, , 0ё - единичнчй вектор
j-; *оЬЬдr, 

"rn, А! (t) !-h":" разность с lлаго1.1 
- 

t no направленио /; ,

0 . t. | - достаточно иалое число, Функция frt"la С7 и иriеет

виА

{, tnl - I r е-у)! aj (yiy-l)r'idy,
Еп

ll. l



а Функции, входяцие в ядро усреднения, удовлетворяот условияl"t
з

/ iЧ) - rI lq tyi ) ; vt ,М, , Qj, Сtr (Е, ), ,rri
sчрlцо- Ц,+) , supplir-br,8r7, stlpplJ-bi,ti\ ,o<ai<i,.

0ценим J/,g -ror", f -го ,ле"а второго слагае}rого, ,а" l ly t,"

иr.rеет вид (3 ) . Разбивая интеграл по Л на два и применяя обобriённое не-

равенство Мпнковсхого по / и !Г ,

lir,r@il у!,, (Е4)<Ё{i,*,l\

"l$аhI
-Ёt 

!',о-

i,-,lu\#)l],lu
' 
I'bi n,'-, м,t l,--,)| i

)д"'r,,(#) щut)/
а

-у,,(+

- ,(
ф,

yi* li ), ( 2Ц1

относительно сдви-

делая замену

, полу-

(25)

га_, усJlовие (23) , приr-rеняя неравенство Гельдеоа по t l и ,

lе'-Г с учето,.t or,rtu :/, получае"

,,, ",t tr',[[1*;',- Г[1",t-o, trоlф
r i ;, \ф)| дт 0о F tyr t,, l|'ay l|u Шl,]' М

(интегрируя по д.
чаеr.r) г l"

\<.t!

а' , ! "_i}Э:"" 
(23l и Применяя неравен.с,тво Харди

Т,-'-i*'Ёr; щ trrv|,,t,"/4'rr| -
неравенство Харм после a""""n'f-*- f7 , имеенУ

0ценим х: . Используя свойство инвариантности норны

( приr.tеняя

,1ц

' c|fl зr|rсл) *' |f | в!,rс")

lq2



0цениrа 1: . Воспользуемся оценкой

д:,:,оР* (#)

о^uр,\У)rЪ(

) 9

(z) Ч-фtz
Ll tI

/" ^-|

notgпt u<tT-4j5
х

п s

Т-| fu,

l
ЕLL

I
0

ry) !, {'О'* ?., *, l|ao,, r,

, которая получается применением Форttулы Лейбница иэ

f3, Фор"уп" Z tbl] l
пtL

S.0
zI,prr0

2в-,s-r"
,д" |y''rl - #
неравенства (cr.t.

l д'р @tl * L^-' J l' ^ р (r+o)|do .

0
Пусть /r.^л(И) - ,аракrеристическая Функция оrр"з*" fO,

оценку ( 26 lLuУ п ( rЭt, )-,, 
^ 

(+), р, (#)= F,, hР)
применяя обобценное неравенство Нинковского dо t, tГ, tl, ,

, ПОЛУЧИl,i

{ 27,)

eJ . Используя

, фtсl=с,+Ф(о,),
неравенс тво

rп-l

х

Гельяепа по / учитывая ( 23l и оц"r*, ," Ф
ho ф

lll s

l,X.!*c2l, *0ы
-ret,

l /r,пttг)г-'Пi у<tm цоСF-еrSтт
h

0 h 'kt 00

х

\ |щ)l щ,fud\!*ф,f-гBl r ir
4л-s)

Еп

*IYj:;;r:',(т;*
( учитываяqa'r t- пrS < 0, [.е, rпr rпМп t, и применяя неравенство

Харди после замены hе'- Б ', 
""rJ_i'"€;l _ tl^

-r{Т l а,еэ(l)L,'-ОЦ-'fi,'"iот ut)f ,+,,J4'o-4" "
( используя неравенство Харди после за}iiены 

-h*'= 
Ъ , имеен)

t'cll/l у|_,г l -,cll|^r ^,o r. 1z8)

цз ( 24 ), (25 ), "",:f! !i,1.o,t :^!!i;i"";"::::-:Jj Увjл!,!|!уЭле}rентарна. Рассуждения аля f, аналогичны hриведенным выtч

определение Bf,r,"oorn, получаеl"t оценку (2l) . Лемr,rа доказана.

3 а м е ч а н и е l. В силу докаэанной леммы и условий на Функцио /

lцз



о(G) считать Ёэвныttи нулю для g'У Da.
Л е м м а 2. П ть область -Р удовлетворяет условиlо слабого

! = ([2,...,Ц) -рога, ur-Ti, F2,,.., lL

ý l. тогда норrы (3) и (l2) эквивалентны т. е.

дальнейшие рассуждения }lожно проводить для области Dо , а Функции

|'в'r,

где Ct,Cz

Qtf Ioi,otill- |

не зависят от

B!,rtol - С,

и отличны

fn
f

trf l o!,r,i, , (29 )

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое неравенство очевидно, так как

DrD(lt'/"t)C D . Докажем второе. Поступаем аналогично, как в леr.tr.tе

t. Воспользуеr..tся представление}i (22 ) в Ео_, с пара}rетраr.tи64'- (<2r,,.ýо),

аr-! . i-2,..,, П. При этом будеrq считать, что Функции, входящие в ядроо ui
усреднения, удовлетворяот условия..r

suрр ),цсГоi,ll, ýцрр Mi,. bi,l;),,o" а;$.61, i-2,...,п. (з0 )

Такое предположение допусти}.lо, поскольку рог, определяеltый через (30), уже

исходного. Используя оценку Q6) с {, = l , приFtеняем обобrценное нера-

венство Нинковского по f , t в первол. слагае,tоr.t и по t,lГrtl - aо

BToporl. Приr,rеняя неравенство Гельдера no У' с учетоr.r ( 23l и инвариантности

'"';;;,;:;;, 

;1 $" 
п-,- ",U^ t' э,,, .|l \;,-,,м 

) 
-

:)от 
(dt ry 

t,::t,,\'лх,лу)"ау1)" 
шfi

r, Яft!,, 
r|i,^')u')- n п,,-,tr,-,Тi 

\) 
f\ ;: \Ъ),

- 

Д 
,о(k)| Щ t;,h{ to,+y,+te,)l!d,l,a;|"atd,d") dЦ -

t-2
_

U,!,
+ 1,1 )

Расс1.1отрим 1:, . Сделаем 
_заl"tену 

Z'-- О'+ У'* lq . в силу условий на

|1, i-2r,,,,.tL, @i[-r"li a бiч-' откуда в силу условия 6) имеем

z'{ D \\)r: "","r|"!r}"iirf!r, !' , получаеr.t 
^ А ,,/,

loi, -rI\; 'О L) tr 
п-'--'пliФttflrrtа,,п.5flОr)"Ц \<

( после зал,rены h*'- tr , n]"""""" неравенство Харди, иr.rееr,r)

l qtl



г !, ,0пF 
'' 

,-|:,.,t) г'**,L\ I{ otlpl,,r,,u,lff1 dI 
1

(после ."""ц",(j) 
О- 

/' , используя неравенство Харди, получаеrt)

-, 
{i ''-:r 

l Щ utlyl:u,o,,o.,r,^/ъ}i!'" clf l о;"5,.
B".""oio-r" Jj1 . Из (30) и того, "rо_OsЦеmt/t, f;-C*u _ , 8ы-

бирая достаrо""о ""no" / , получаемflg 
'rЧaЦч-({r+r"l)r*'=6ч[Ч, .._,

но тогда, в силу условия б) , цо+ о'{ D Ёr , откуда o'+Y'+te;{2(il,

?- цт 
i' ;'r в;,";;; ffi 

:; 1^, ( 
о',; i, n ц;;;;-й

:::}Ш'ч|!,rТ/"^:л^ 
jl":'э"i|,i::;",fffl 

"О^,-""",,'"*: 
;{Y;Т!" l li tttlf |:,^о,о*;,|r';r:;Й 4,",

'оо"" |/ | 

"!,, 
оценивается аналогично. Из полученных оценок следует ут-

верхцение лёr.rмы.

ý 3. Граничные свойства Функций на поверхностях класса Гельдера

Рассмотриr.r область

0- (0< q ý ф@'), о'еD). (зl)
Как и в ý 2, будем считать, что область f ограничена, удовлетворяет сла-

бому условио рога с пара}rетраr, (4,,..,,Bn)-\i,,,,,:|) " ,rr."твует линейнuй

ограниченный оператор продоп*"rп" " G "а bie Ео" , причеr.i продолженные

Функции l.toжHo считать Финитныr,rи. Предполо)(и,.i, кроме того, что область!
удовлетворяет слабому условиlо 0' -ооr", а Функция ф удовлетворяет усло-
виям (10), (ll). В силу за}.tечания l рассуждения }rожно проводить для области

Dе . Введеr.r на G класс Функций, равных нуло при lra| . При этоr.r,

!,-;ж lL , t,, Гt,), t
как и ранее, предполаrается, что

. i:-""'il:::::"Ё?;;"'"

ц:0,.. ,,Lц7,

, т.е.

, еСли УrВ!,е

а-|
и

0ri -0,

lq5



06означиr.i ,l"р". Л поверхность t,- /l(x') - фF, ,,..,2о) . Будем предпола-

rать такне, uro ф продолжена на все En" с условие,'. lфl- К."-
Положиr.а Fl, - Цпr^ F(фЮ'1+ r, а') . Рассrаотриr.r свойства следов функций

**""" бt)|,,,ч 
О*0"" Г . Имеет место следуD*ая

Л е м r,r а 3. Пусть F.i!^(с), G и}rеет вид (3l) и Ь*ло{r,
!.- Гt.1 - + 

-.''r.,, 
o{nZ"," G "' Ы"оJi*!f""","r

выше условияr,l. Тогда след Flr-f to') существует и иr.tеет лrесто оценка

lJи }.9

Д о к а з а т е л ь с т в о. 3аметиr.,t, что в силу леммы 2 достаточно
оценить lltr., l*r , а в силу условий на область 4 можно считать

F, Б! 
"'Gr:f'"u 

', 
'"*""o.ye}r 

He*o'opylo точку ,'е D \ D (h'/-' )
ООоз"i.iЙ" ".р." Ъ, (ft') мини}rальную длину l'-por. с верчlиной на aD
которыr.r достигается точка 

'' 
(условие а) из ý l ); одну из таких вершин

обоэначиrq через x)o(n') . Используя представление (22) и оценку (26) ,

получиr.l, разбивая интеграл по lГ ,

lli tttl { tа' il -I Щ tlhl F (ф @' ),с' )*

Э.Оt l iFr Р,,,,.,Р">0 О_'Ёр.,',!п Еп

,(

О 

1n * u е u lЁЪ, \ý) ч ч )lф d а +

пth . птt -l&l

|/L о!w l"
tE)

а у,- ф to'+ uеr)

ёп,
х

rr;,lдтttlt)!ч'*,[!,п"'lщ{rl)Fсу,|r,,(Щ)р,r,,(Иl-

,м,(t,,-i)ltay1,Ir r?-2Я 
gr-?:c,l\,-! 

, -II гВ|,

- 
l дi tat l Fty ll !"" r у \ffГ\' fu -

,lu,or,,(-{;:\"',')l^u,y'oo,,(ry)|if Ь",е"lцft u-,)dtl/db

5i
Э-0 T.I

пs
-2>

у0tt

lL

lqб

?r|.",u,iG."') r7ryr,u @') +
2 .t

|"g,v,i, Ф,О' )



Поскольку представление {22| в данной точке .U тождественно по | , то,

полагая ё=Ц Р') и интегриру^rп|о n' " h , получае,"|

,\i
!{ |у!,,бо)< ,2*'iЯ 

l \ 
r''-'"'lp!,,,,u,t(l, {,,),",l\,4,m|--;i:'' L; lъ

* ,еЯ 
t ! 

l,-'-'Ц пуопь,)йа/r| r 
!=

-, ее #7, I\, 
r' 

-' 
" l й.,,ч,, (,Ъ, р, 1, r' )Ё6,Уr\' -

: 
,А., J"'n.u,rr ] 'i, 

r},,X!r,u,,, Bzl

Oua"rn Jlu . Учитывая свойство инвариантности норr.rы относительно

сдвига, условие (2]), применяя обобщенное неравенство Минковс*оrо поtrlГ
и неравенс тво Гельдера по 4 . получаем

ho r hЦd 6; rdi

\д'-"ч l \ n,*, l l } l n',' |о? ttl l rц,il',

' tryЛ,, ф)(; i; ", to 4' o|u -

,;-t

'lp
(интегрируя по r',, | _с учетоt. ограниченности Фчнкчии itr, и Финитности

-'- 
. 
iT / :,' r|\^ 

о,,-n*'{i 
^r 

r,, r f,,о",аlлч]' r rr -

' 
"' 

: : 
" 

|" t| 
r' 
.'!:, 

; : ф' 
ЗО й' 

" 

;; ;i,,' 
"i.io4; 

i'Y .
(после a"""rr, бil*О- lL , прирtеняя неравенство Харди и учитывая условие

!'u,-l ,, имеем] r.-rпД u Ё

.*.:,,!i' :"^:::,О.О',',О':!*!:r,Z#Г,, f,), *, t, : t
получаем - | - 0r,,<r{rr Ч=- |- 0[i, . Таким обр"зо",

Х'ц *С l F| 
,r,,rteo) . 

,,.;



Оценим Х,'_ , , . Выбирая Д доar"rо*но ,iiалым, в силу условия в) из

ý l, будеrч;."!+i'i'ruе,lУD\D (+) .,откуда в силу оценки (ll), учи-
тывая что ]r--s-t, d|o-oals-< б, ir"|r@' ) , получаеr-t

l l t 
,, tp,,,) ,_, , . л ,| ,, Pr",o'''b_ _

/_,T_*pl!, 
ф"' 

'' 
1С'+ uфl< 

|*,, -*,,
..-Pd-s

- у /z,' _' .(*) < |V,< ео.
U-d|t- BL] S l

ниченности области De ,л.", fr(a')<d.oo
dэенку в Jr,t,u,i, t приr,tеняя обобценное нерав

и неравенство Гельдера с учетоr,r (23) и

. Подставляя по-

енство минковского

ограниченности

функций r}"i 
,t7,,rC:

J,,'r*u-- 6t \ s-"e'u

В силу огра

лученнуl0 оц
!по lr, lг, U

) , nony"""rn

i _j; :^,-( 
II ) у tsd l o "a\t; l I L 

n 
_,* o, 

^,,

фl D' i,u (# / 
у 

d 
"1;; 

;"d4LоI' .-|$ tмrцl'f]"'ry

(интегрируе, no ФО, Y,tL ' ,rou,

-. 
t [ 

;, " ", 
r; ; ( 

т, r п 

| r,л(а) 
tг 

- -, -, ^r rТ 
:l 

li tt tl г li л,l 
t м)) ъ

(приr.tеняя неравенств

=, t i 
|о-,- 

*/n ],")Ё,_;; 
ц: ̂ i 

;:, i,,ia,,-4'

I

}1

3десь /в,ц('t) - хара2ктеристическая Функция отрезка ГОД . Поступая

далее, как в оценк" Ji,l , получаеr,r

to.r., <сIFl yt лrr l. (3',)

0ценим J!,",u.r"''|'i" Фп",r...о:r;"а,' ",".^ |y,l<l,!ro'1l+lr/ri'lr'),
Так как trlrХiiёti! , и следовательно, ф(п')-0 , а /tr{O) , ,""",
..tальная Алина рога с веплиной в точке fо , то., ,спольэуя (l0) , получае}t

lфtr,l|-lф @,) - !@,)l-Ёlо; оi('7-'.|frlЪiрlЧ"' съi,t").

Такиr.r образо^, lуrl=сlъ''1а''1 , Прrl"r"i"rоо"rп, Тейлора с остаточныt"t чле-

Hor,r в интегральной Фор,.rе с учето}i 9' Ё!," и полученной оценки, имееr,r

lц8



. (в случае [t7 = 0 рассуlllдения проще и проводятся без использования Фор}tу-

лы тейлора) !, аlН
l { q,, у, l1-1 й \, у,- rР'' r'П"t* i ш|- с Wi Ы "lPш |u y|d, .

3десЬ Ur] - a"n"" ",.Ъr"_ 4 . РассухlдаЯ аналогично' как в оценК . X!,ou,r,и,,tеен 
fi y'fur'rt r+ цсJ

N<lyl,*,
Подставляя полученнче неравенства . х"!,r,, i, и интегриру я ПО ft , получа-
e}i

1,! 
o,u, ь- с t \i, 

",';:,' 
\) *r,,. l,'-' l D' ^О bu (Тr; 

^

rдП'о,(Ж,)У'"п:l.,-rf 'П'l,''Ц",*/tlrф,r+о,"|rl'.

0бозначим

t 35l

tiI

у-Е
,

,

-Ца,t

[{'а)|/

23!., dк€Сf,(Со_,), K-l, ,,, rП . Применяя очевиАное соотно!Jение

3-'1tldг+,flа1, и}tее}t

, -t"'||ч*
l?,| @) а;

tii.,

I Ш|,@-rf')''1оtГ4ltо,r, y)Ia, -
о 
ъ*k,

\ rЛ {У' 
|D"''iTt" y,ido, +

0ч*

В силу

{6)-

|ца

t

t

_ц€,l
у'|-оr'r

:ш|о|'"
т

Ф
dI

+ (*o_n-'"'1-*,'-lli"(#)\w,rf '1'rurali,*y)ld,r+

l t,9



подставляя полученное вчражение в (35), приненяя обобценнное неравенство

Нинковского по ц, Ir , неравенство Гельдера по Ц', uГ , и учитшвая

lч- а l< r, I h-'/*' -,,,rl* h*ф', l, 1r1-- d.",o, nonf""""

dt.

J !,,.,,, ;_r]f 
,,, ", li *,, rr,,,:: 

1У',
, 

l, 
( i l - (Щ,a rr 

: r l; ( ! ! 
" А#) 

-

-'[ -Ч w,,n,,t'lr, ь tл|'аъ}'-, 
{\, 

r' Й 
ff,';",

*!_: * t+u,(г1,7ч) 

l 1. 1[ L; 
(ry) n-,",, f,q,|',

, ( Гt,,(#Э),-,", 1,,оl о,*,,lr,r,)o,,l'.4'of -
о Ео,

(интегрируя по d, у', а, ц ;{r a"e2f,(E"_r) , .имеем )

-. 
{ i' 

/;,,*u. ri- u*-,). ъ'!; i,[Г'! ь'Оilrц,у,лЫу!#лt}'-,

:: I L " : 

": 

;\L; ; ::" *IJ :-!! ",:: 

*Н
""-;IТ;Ё;-;'- 

Hb!,t 

i l::-'г tц уl|'луr,7'*Y' -,

- rt 
[ 

7-|-0l,а,+0tгr,:-,ЪrЁ [ i L}r'' 

il 
F tчл yll'd,ayJ Ъ 

}'--
l50



(делая зал.ену l*'- ft,

, имеем)

во втором интеграле и испольэуя условие lr= t 
-

'п-lc*lLпl
(tе,Jkk[

Так как

tlI< 0

цv,-v,n 
|t

о9 0

')е Br,g (

)
(/,

\ ,t-'-
0

Fw,I

'tl, - i
.,t

I
Е
'п-

lL

l
0
о

I

*о"'(*

,roD

Iл

У') - 0 почти всlоду при

I
Еьп1

l л'u'' r t* plo d rdy,-i 
1" 

I D*О 
il F (rt l, у, )|О d-ф -

,| 

D'o 
J!г 

(rr l, у, ) - DGe " F u;, flы у, -_ [ [ 
l + ul л'Йl и у ilrdi-

, откуда получаеit

h
-р0(lгV,1)

(ir)= с

f р')

r продоп*""" "" fо

-?с

Таким образом,

t
Иэ (32)-(36) получаем, прини..tая во вниr.rание, что

раниченны!r образом

'u"'F,*у'r(аrц,

Jr!,р,ч,i = С h, {h) D'o 
J' 
tt* уiЪlуlkЁ,,n "

-,t
LлL

I
Еп

d,

l
0

l l.,tlrlЛ

ог-

llf л

0ценка LP -НОРlitы

Область D

, [=2,..
на G

удовлетворяет условио l
ловиям ( 1 0) (ll). т если

эле}.tентарна. Ле}rr.rа доказана.

и ловияl.t -в

fe (Г) , где tг

Ч,,
lF I u!,rtr") -' 

q |l F| B!,rrcl , (37)

(zr,,. .,zо),

9rcl

Л е м r,t а Ц. Пусть поверхность

,п, |,= д9р l,,Щ
Flr - f t.')

, то с)дlествует Функция

и

ооо о:,,
,д. !-V,,..,,!o) lj

G) =C|f Io;,nr,

С не зависит от

(38 )

)'
f "F

l|oKa за тель с т во. Будеrасчитать ф(С') продолженной на

все En_, , так что lфl<к-* .ltля удобства будеr,r считать {@')

l5l

ф )
Ff .- (tг р

нная
)



:::;"-":.".".]."':-J,i':T;"::,","i]i]l";";]#" jfi,g"*l1"'"'!"!:*

ваться представлением (22| . Eo_t

F (с,, r, ) - { о, @' ) F (Щ) r я
_w,WгUt

IЦОЛrь\у,+tе),

. Рассl.tотриr,r Функцио

I
Е|

( 39)

, Функции 7; , Ml удовлетворяr9т условияr.r (23) ,

е,

I"
0 ЕLач

r tr i (y,,,t'' ) м ;(t о "l у (#) q'dt- !о@ r Я g; @),

гАе пL> гпgjc tr= t,

,'- 1rr,iiit),y'-(y,
и и|!tеет вид

lk) -

ва II<О , получае}t

), uL (<r,...,a) rln'l-
l , Te|-t,t],

0, t{Еl,z7.

lr'L,

,..,, tп

( 1,0)

Покажеr,t, "rо F(x,, с') удовлетворяет условияt{ леиritы. Действительно, в

силу (38) и Q2|, Flrptc'l,r'l=Flr-/tr'). до*"*"" оценку (ц0), поступая

аналогlвно лемме l. Оцениr.r lg;tcl!yc,1611 . Раэобьем интеграл по lГ на

два. Используя в перво}l слагае&rой сЪойство инвариантности норl..iы относитель-

но сдвиrа, а во B'opo.'. приr.rеняя оценку (26) при r,(fu)+;r(ry) ,

'r(#): 
!(#) " учето}r оценки 1l1), усЪов{пп 6|, в)и нЪравенст-

- n,(

*г 
,"

lg,@ilrе"r-?t) ,Ч-otu lt o-,",I $Йt)f b,+le),
0Ео!

#)q,аt(,,,ч,lъ\ r

лlh

\lu'*),l#)r'(ry)Id,-
0

#)r,(tt-*i,);",,r(

*,Ё;;lIр

{j-ri\ /r^-'

т) 
""^

П"-r\ ,t-'*'| f (tt){ B'+ter) Mi U;*i),

L

rоt1

0

l,uP
td,

ъ'k,

Дril
х ll
i,2

lц

I

т

|52
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(приr.rеняя обобценное неравенство Нинковского по G, [) " (trr, Ц) ,

неравенство Гельдера по у' , интегрируя по с|rс', у:u с испольэованиеr,r

(23), получаем)
'k,

dъn'rr,r,_,rdtfu
d

f rqi Аr il)f
h

l
0

0п

3,Jt г' ",

;tl'"-
<0

+С

f;,fl

\l

\ ","!r-",^Tj щ tlrff(ro^_,,dJdu|

за}iены hk|-Е rпrее"'1

li tаtlf||r,r,,,Щ'о'

0
l

L'*
I

0
I

},=
dr

(применяя нера
(d,

=, Ё;tl
(используя неравенство Харди после за}rенп tr*': l, , учитывая условие

'r-rV,-b) 
и ограниченность оператора продолжения, получаем)

Поскольку область 1Р предполагается ограниченной, а Функция lФl<К."п,
то, полагая в (39) 0, достаточцо больчlиl.t, получае}i, uro ,а .D Функция

Ц#) - ' 
' 

,,f; ,^, !!,rО),,оr"", Ф]т.,,"" |"(о) эле^.ентаDно

оценивdется через {),r(D-rоо".у Функции fc,@') . 0ценка t" -"о9лп

Функции F"ttr,,а',) .ЬЬЪ. В},rО)-""о"у fta') проводится аналогично

оценке Щ,rtаl -норr.ы Функции .7 . Леr.rr.rа доказана.

Пусть области 0 " ! удовлетворяот условияl.t леr.rl.r ], Ц и пусть

F € В:,в (G) . Предположиlrt, что бункция .,Г продолжена ограниченныr.t

обраэо" "" a"" Ео некоторой финитной функцией. Построим, используя пред-

ставление (22), Функцио (cr.t. f3, ý 16, формула (3lr)] )

";,:;:,,:;;tr; I
0

ф @,, .,, n", -f*'+- /(}' ! 
-".t-<, к 

Q:х, (#)до, (Р) лу ну r
К=о 

^ ,fu

+ Ё,Я l)':-,--,l(-i 
(ЭJ,уф)i,,(н),

Le;] п

- r(fu)M, lt;") { tltl {Ефltdлг -Z\o-to + 2 |;,(d), (q')

гАеrтL'Н!"t',""о;,:,':::"ihд":;'Fаi-,,,"i*;:;,:.'.',,i,,;:*о,,
и (40) легко пt

Л е r.r r,r а 5. Пусть _ n 'un'!"

- FеВ;,о(Е^), t,-|t,], t, а облас,,' G,
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trф|о',ч(Ео) < ctrFI B',u(En)'
где С "" "".rr", о, Г .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозна"", /,*(l)-t*7 t/t

|rLl) с С; (Е, ) . Из оценки (?7) имеем

, очевидно,

|lT о t l l - (+)l. #lP,^," (#)I *,

|,li tl l ) r,, (#l - #\ l' ?,, (+)lr,
D

;,]^1i ,.":^",,,i:",,,",,",:"ij.ii,,l,:"",H::".:; :-::}::r.
t, r и неравенст"" r:^1"iiл" i" /, интегрируе,,r по, и ! с учетоr,r

ограниченности функций rl, \fu ) и свойств Функций Fr,/ц . Такиr.r

образоr,r, получим, используя полученные вшде нера

- l- aI:,ra

€io-i

I"-"*,1xrtft)F

(применяя неравенство Харди noana 
"""arn 

/ 'L,

Ii'
hо

\r-'-
0

-.. 
jI
,,, L

,г!,,,

", 5 l|, 
r'' "' n,li t lt 1 

г :urr,, 

",rn|

otu
?|Fi,"", _

tolT
d1,1 +

)

-Otr+^

t!,utln)
(д.

1 ),-,

(dll

lLп

* с2)
lcl tlэt

\3,,

lr,all,)'lt}
т

0

и учитывая условиеЕ

З i "ý|| ;-, 
(j- 
! :"y! 2у:э|! :)' :олуч и м

L
0

''|Ftr!',rrrо)

Рассундая далее, как в конце леr.tмы Ц, получае}rt требуеr,rое утверждение.

Лемl,rа доказана.

3arqe ча ни е 2. Какследуетизлеr.t}.|ы 5, лобуоФункциlо

{е В!,r{Е^) r.iop(Ho представить в виде F=ф+t-ф=ф * F, , где Функ-

ция 'q- , в силу леr.rмы 5 и по построенио ФуАкции * , обладает следуо-

цими свойстваrrи:
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0,Е, l

Йl+0- 0, К- 0, ," ,ll,] ,

ф, Bi,, G^)

| 4 lo,,rn,' . l S Iri,r(E*)'

Будеrr рассматривать область

0 _ r * < еtL < pta') , р', (ч,.. ., 
"о_, 

)),w -\--= ri.- , j,t,"'.'.,o,i,' J' (l'2)

где Оо- нерегулярная координата, ,... !о. ууа l;-t. . Область 4
будем предполагать ограниченной и удовле_творяшlей iлабоиу условиlо рога с

паранетра,iи (вr,...,а), uгt ,,..,no- /n . Пусть Функция re 
':еG),/.Р= - . Предполоrrиr.,l, как и ранее, что слцествует линейнчй огра-

а и бесконечно диФФеренцируе}rа по О,

ý 4. Некоторче свойства Функций, сумrJtируемuх с весон

ниченный оператор продолжения с области 4
ЧТО ФУНКЦИЯ F распространена на все LLп

F lac= {im Fln+r,p(a'))-fto')
с+0

Лемr.lа 6.Пусть
Фlо...1 а п-t)

Fс
е

6r, (е) область 6 дЕ.I_щ_ (42),

на все Ео . Бчае* считать,

u SUPP{<oo . Полоlllин

. Рассtlотрин сэойстза Функции

l,(С), r'- (

о
где Функция 9@') удовлетворяет условияr.t (5). Тогда и}iеет несто оценка

| | l r;"r) ;.с 
| F il r!,rcul,

're t,N rr...,xo-r, \, О, ч-il |с"-Ь), i-/,...Jt-|,
Д о к а з а т е л ь с т Ёо. ВЬспользуемся для

ставлением (22) с условияtlи (23) на вхqдяцие в ядро

ния (22) имеем

I f, t.' llre,,(,)<c Я {ir-"" О

, r,"W) м, (t о-,) lT (tt)

L'ц

}lI n,,B"*,!ri(+),

лpФ,Ёr,rп,фdý*th*,

oy"*u"" F(a) пред-

Функции. }tз представле-

Еп

| р, ) - F ( 

"', 
р @) - Ц ё, 9 1о l) + ё F^, (а', р (а' )Ъf,F)* ; fr,a Ь' ),

Оцениtl J !,rО -норну какой-нибудь Функции {6,i(a') . Разбивая интег-

рал по Л , учитuвая свойстэо инвариантности норнч относительно сдвига в

перво!t слагае}iон, а во втором слагаено}r используя оценку (26) с

Р(О)'У(О),получае}r
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,l}, 
LI

П9 Q,+l) 6'+uei

tг 
- | - |-r < il!,', 

о W) nf, *, r'; " (+) r:: ( х

ф,-,ро,0
ЕР,-,-"

ц<лt-вrs
M,|tr*')li otlFglay dr

tr!{,t"Fiц

0

_

zй
li
li r 5 Ё,Ё xi,,o . (1,3)

0цениrt . Приr.rеняя обобщеЁное неравенстэо tlинковского по t, Г,

""';:;T'Y,^|'-,iy,i

r,^(#)l

, учитuэая (23).
'kl 6;.o<i

I,,"", l l lо Е,- Ео

получаен

н
,-l€(

Аr бil rg|'lуа.'I
!-t
'dtduJ

(ч)

rrr|u

хг

ý

lп
jt

l..
'l,,J

, 
{l ;;;г r Ё 

"Z,!, 
п; ; ;' ; ;; r:, ",: й, ) 4u,

" 

-. .1 т;: 
!}: !,, ? 

Y\ru",i, 
o"i i oi,"ii,,;"A, ;r -

(испольэуя неравенство Харди после заr.rен " $iЧ- Ъ, и учитчвая условие

,ntU..i)-\0-7) ,*i!i-/ , L, 
имееrr)

,"":ilJ:,":::!:,!!,:;!:!'л::Y.!:i,^5;]*",
<clr|re,p(Eo)€c\FilB;,r{el', \ п [t,1-1 ,

,""-":::;:,'"t,rr,i";!i:,:;*',l,':::-'2::;:;)'r!r!l,',"u'J,'
<-mh4., , rоЪ<сL-'/"', оr*"о", используя оценку (ý) и учитывая,

"io''u'ny{'r,!)>0, е>Г>l*У n,"-nrr< Or_l,</ro. -о , п9лучае}i

l ' rtr*i;|_,.t €|(р,*l,,) zlJц!!]

l'A,,,#'l=.Zff .rЩоо"-о,.r.
;;о_- "-с l 

е
Подставляя полученное вчра).(ение " Ju,r," , приritеняя обобrценное неравенство
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Минковского по t, г, U , неравенство Гельдера по f и учитывая (23),

""-;i:"=,lir'",|\*Tj",",'tr,*,|L\,:^P,''L,(T",):,

,| rii, ", \!# r ;: |щ)| чi tl t l Ftу fiу u lfu ,4:rr
(учитывая ограниченF 

d 
-l

" 
; 

Т ir' 
r' 

у Ёff: 
: !"; ; ;,, ;; ;; ; 

"i!"1,,4, 
"

' 

_ ;|Ё :,!,Т :[, - #"ff, 
^;r;;;,," rE, iф* 

п,,уЕоlr)

Поступая Аалее, как,в случае оценки .,/, , получаеr.r

1|,," = .| F j,r!,rg .

Подставляя полученные оценки J, n Ju,r,t в (Ц3) , и}tееr.l

tr l,,,try!.ral = 
С l F| r!,"tn,,

::::::"::" 
lfoo'll,;ri1,|Ytdl ц проводятся аналогично, ле}rлrа

3амечание 3. Всилузамечания l, оценки (10) иусловийна
облЪсть, Функции Fе В!,r[0) иожно считать продолженныr.tи на все Ео и

равными нуло вне полосu lOrl < l
Л е м }i а 7. Пусть область 4 имеет вид (42). Рассмотрим Функциtо

ф@,,,..,со ) ] no"roo","ro no ,r"*i77Т, rC,' _".r""""" '':l.Тогда

фlае - !!ýф 
(r',9to')+y)- f tc'lelr(Eo-,)

и Аля 2 €Р, [t1+ t) (yt J+ е | иr.rеет ..tecTo оценка

syla|{"n в!,?сл-,)
гт bP,,...,7nr) , rr=Ur,li,-|), i

-'с I 'Гll в!,r{0)'
-lr,..rп-| , " С не зависит от

l| о к а з а т е л ь с т " ..EI._(4l) имеем 
а

{ t"' ) - ф р', 9 1 а' )) - 
_1Г_р * (а', 9 @' )) r fi r * ("', р р' il,
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0ценим

с разностьlо порядка

гле

n t," {,* t"')n

Pz: y'r,o lI

lп9

+ czz
S'O T,r

)

l\ r,, 
",- 

0 
" ; 

lУY:\:", 
| *n|

п|> mоФ lu - L[,J(LL,7+ t),' l< l<п-|

х},;,! tB,-, )-Ё t i 
h- 

| - ос г' * * 
l, х,(Щ' tl h{,^,"' l|,r,,

( цц)

I
l7

ф
Разобьем, как и ранее, интеграл по Л на два. В первом слагаеl"tол,i использу-

er.r свойство инвариантности норl"iы относительно сдвига, применяем обобщенное

неравенство Минковского по t, tг неравенство Гельдеоа по ! с учетом

условий (23) и неравенство lcr| < tг*' в силу Финитности Функции r ;

во втором слагае}rол.r используеr.i оценку (26) с
tп-уlt')

,

при l)> /,

и оценку (ЦЦ) . Применяем обобценное неравенство Нинковского no t, гrц ,

rl+): п(Ъ)-т
l yu-tl \
\ lл*, J

неравёнство Гельяеоа по ;/ с учетоrl условий (23) . Таким образом, иr.rеем

!"i f,rb )tr q,?tь, ) 
* с * t i rч- 

еr,-Оф 

L\-'t* n,*, 
^

, 

! \n',,:,l* rЁ)l' ry (#,) д,, (Ш) l 
^ |+) ^ЕЕ'пч'п l

, l оi {dt'1 
g,r,l'dyd,,tFlt л"]u olu *

4п

ti
Г*,

Vtl

lt,
\л",

при t-/,
)

l ln-,
Е* Ео

(к'

^7, tJ'' п
je

t
п q+ч
x.l

: (ý) riц t?)
/ tI в, ъ./ьп [*п

у,
|L

|) х/#а-9 )sli,i\E )f_* )l

р !o-f tr'*ue,'1

>0

2ppsa

L 10 l
Р dll'/чJ d/, 

I
1s8

!,"InT-dts

1lpr+ t,t)
р

п
lr

(filFчilИо",
!

+п
х



" t;t* 
",th

)-,} \,\,-'-'"'-'й|
+с

tpl lll . Г>zz1
ч=2 у0 Ъ1 L

п,7|
lг-l-d,i-qlП|

t 
lJ, l 

n-'*' у!*' (#)lT l?,)l' д'', (#) r,? (ry)

h,.,,,р720 !.4п1-4rs
<с lr е

l " 
с,ru'' .

1

-ltr \

,::::";,х:п)"

g'- (С,,. . ., Cn-,) ,

j-lr..,rп-/,

х

( 1,5)

имее}i|

, <j€(r) ,

Е получаеr.r)

х

, фd,о,|u ша,а"f'оr|
т

3яесь / (",r)- mоо(O,во-кч) . ИЗ ФИНИТНОСТИ

|с.,|< ctr
4, Из условия 4-< *,lh учи

полчч"r.r |С,+чl<с[-' , и, таким обDазdй,т
IrM1!(F,+t,l)п

tq

2р.-,,"
Подставляя полученные оценки в (45) , интегриру 

^ 
no О' с учето}. ограничен-

ности Функцl4" /;i , по У-
и условий (23), а затеr"t интег

С УЧеТОrt ОГРаниЧенноСти функций rП' (L1
рируя по ц , ,"","--'-' 

-'""'-'-'п \r-,)

\г,",,i Гi" {)- 
*r фrLit|

|- n-, 
-*, *,*--/,? lttt)о Lrц{о]' drr.

lц'{*@')lуаЕ*,)-r;t

-'Ё{i 
''ЭlJ-o,+*i,tl

пГ
t.){ *,L

(применяя

Доказательство леr.rr.rы заканчивается аналогично, как и в лемr.tе 6.

Пусть по прежнему область 0 иr.rеет вид

Ё;;;-: 
Т:Ъ;Ё-Lf*,;;:;,*Й

-ф<со. Р(а'),

-оlо <,ri. * ,
с
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полагаем Е:,- En_, f, l ,,, ol , Е"r: Еп_,П
," Ei, , Е*, з"д"iп 

/Фу:fции f\g! , fi
n lt',, r€L;_, l

' = |f-, r,е Ео--, .

Тогда имеет ,.recтo следуоlцая

л е н м а 8. пусJь /-р.*,lf|о;,rrf*,l"if'l6;с)f-,ilф-Ьh"t;,f-,

,Е'= (),. ..,!-), т7"W }), r,,.:,r - /, e rP,(гt;J+tXt(l+z !,
т.rо" .л".r"r", оr Цл rё В: 

" 
(G ) такая, что

W,, 9 (;;+, г) _ftr, l, ц { r*, )
и иr.iеет ,.recтo оценка

. Пусть на каlкдой облас-

Полоltим

|'| u!,rl)" cI{ n о;,,r, * 
ъР 

1'||'N оr,;Gi-,)+

* suр laif-|, в",2
Р,0

(Е;, ))
,д. t не зависит о, F

Д о к а з а т е л ь с т в о. При наlлих предположениях на область иr.rеет

,.recтo представление е,

f 1n, cn ) 
:r (#) Ён ) +5, I | о-"r' ",r(#)!,,у (ff),

^ 
м, (tn-''){ @t){у,)ф'd,tdt - !r,о("', х) +Z 

уr,, (о',со).

3десь r7&> ,жr!, , !'=(!,....,!*,) ,..!(*,,. .,,*o-n), |u'FЯu*,

f,,tn,) 
)!,,,*r,,!,,,-J 

а(h)ф,, 7ttl - I' о' :;i;i;
0чевидн9, Ъ no,rr, .roav 

^F1o', р(с')) -f (r' ) . ou"r,nr^ .t/,"te l -норлrу

какого-нибудь слагае,"tоr" fbb(a' )= Pe,i(r',9 @\). Разбивая,n'rr"rp"n no Л
и по t , получаеr,r 

lLч

I f,,, tn, )l r,'G) <. Ё fi 
о- 

ГО(t 

fui, tлпi 
J.,".* 

o''"i l(Щ, _ ) -

r I |, u l+) м i ф n 
*,)| 

дТ t t t l f t у ll ф, dtd гЁ 
r*"/ 

r|u *

- :t \r'-",'l )-; 
-Ha'rai 

оП,алt ty\ 
Д, о r#) ^
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, Ai' tdh) t1, i#) r,, (#, 
Пф 

о*Ё,Е^ 
)d 

hi' -
Е

0

L

+)
9=/

,li,tlt7}

h

0че"", .7

'r Oi'l-,,),; 
ntn'|-niд| (ril{|у,)i ",,yl#) ^ (цб

,rr") r,, (у#)щ *,,Г,', 
о! 

n}' - $ u i, ;, 4 1

,I
у . Используя свойство инвариантности ноDмы относительно

сдвига, применяя обобценное неравенство минковского по trг , неравс.нст-

во Гельдера по у' , интегрируя по 
',у' 

с учетом Финитност/ Функций

Пr-l
m,th

lп9
h (ts)

,,}'-

(применяя неравенство Харди после замены i^u: l " inli: l , получасм)

-'с ill пв;r{r,,l: n"f f ilвi,,|tсл-,ll*-о, , 
(l7)

:y(Wil;::::;l;,":";::,;f 'i",,,,Y?:|;;,(,ffi ;-r,(#*4J
Финитности Фyнкчии ./,r, и неравенства ,4 | < mrhtl< tп, dr''о (а7пilwr,rГ--е)"С'l','

получаем

П| мhry(#),"(L# с22
тOтч fu i) (щ{w

I

tlt){\,ра*,', Y'!hl:

)-, \l,
0

д
', \ lФr"r

wrlu,u|Д 
*' 

Uu
g.tпt-ачS I

, mi|
lL

п,th

х -.С) l*0 t4 !г4l пt r i,l

lfl 5 (лl-s)

,1i

J

,r2
Подставляя полученную оце"*у в Ju , приr{еняя обобценное неравенство Мин-

ковского по |, tf, rL , неравенство Гельдера no У' , ""r"rрrру" no

х,|пЦr, 'поп'uТъ 8;tr^

х | * с 
l\, 

" 
" ",' Ltr,_г, 

-,-,,,-Ё 
!

(приr.rеняя неравенство Харди после a""""r, l, и учитывая услов"яdr{r- /,

;#ГТ'; 
t {d il { N 

+([-ъ.,, ъ*J - c^-z,

!оТ

kч,
п,

m,, mРУ l l

"rt I 

l-|-04i- {4'r4u-
l6|



(используя нералвенство Харди после заr.iены lrT"'- /Z , n пр"""ная во вниr.tание

условие_ ryti-+ , получаеlt) |

. с 
{ |r^" 

r'' ",' l Ё t nt l r| t, (L'?,, r, о., *Й rV b;,,tof 
,lЩlltl

ЬЁ"r" Jn' . 0бозначи1.1 Р(Т,s)-mп*(О,#). и" Ьrr"rrости Функ-

|n" /j, ." условпй lч|- m,ii*лdr*'<сf' (r;жф,Wlrt'' nonr"""

|XilrlLl<Cltt | . Поступая аналогично, как 
",f,r."U*" 

Ju , получаеr,l

!$, tлt ) 7 f1!,o' 
l) 

r,, (Щ)l - .Я i I l я :r" (!#) -

xl,|+"p)l*#:'#
Подставляя данное a'o"*"rn" " /j , приr4еняя обобщенное неравенство Нин-

ковского no t, tr, ,,l, , неравенство Гельдера no у', интегрируя по z,

'r:=.;;ТТпч,оts',Оl\,г",**lfr,,^"ii,tмr|Еr_,йrl

(учитывая условия m, mor[gBtr- | и используя неравенстэо Харди после

заr.tены I- /r'k', ,n"""r.If"i 
J' v f 

clat !'-;;i,ilr';*r'!-r',*,|Т,"rr:*"оi,til)лl,,пл",о7'оIr=

(делаем за]ttену trl''- Ъ , приrlrеняеr.i неравенство Харди, учить.вая условие
t

л'!*r#,ý#|i|уr 
Е з) 

о 7 O il f t / E :,,*I-r 
.

2

*, Яо.z. ffi 1 v,l*, } lf /- | q,; t ;,)-' 2'Уl Yi f ^ | о;; t :,)'u'
Из оценок (116) - (lr9) получаеfi 

2

l!b,|l!"te, 
:. (l/ 

| 
йч,*Е 

*gp l у| f* | a;;r B:,t),
Оценки lgrоtО',По|l y!.r,иl, l F lL" проводятся аналогично. Ленма доказана.

l| о к а з а т е'л ь с т э 9'теореиы l получается непосредственно из

лемм 3-7 и замечания 2.

дока за т ел ь с т во Teopeitы 2повторяетдоказательствосоот-
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ветствушlеЙ теоре...rы работы E5J .

Пусть заданы Функции f*', {.', к=/,4. Тогда из леияы 8 следует, что на

0 существует такая Функцп^ F2е 8/,o(G) , 
";n"

.гl _.!2_jfi ,зrо

, n, ; ::-, ц,',: n|",: rr}-'"r, il,if : r о;:; t, :, l) 
.

Из леммы Ц следует, что. в каlцоtt.Фласти G1 MolfiHo пострrrить Qункцuи {r,
к-|,2 , такие, "rо Г|Iuе_-f/ _, Пвоаол*ая n, "а все Ео , а зате,.r

исполь3уя заliечание 2, пБЙае" {_- q'* Ф, , к-|,2 . Поскольку

Ё: , Ё:,п , к=/,2 г .!,,rо 
Функция

}t ) У,' , rеG, ,'t - ).i: , о€а" ,

принадлежит В!,, {е ) [r r] и 
_

li'r ч,,,(G) 
< с 2rr:u. r 

?r|!i,l o;,"rl.
Из леммы б получаем, что для Функции f -У lae иttеет место оценка

|i'| ri,"(o, = 
сj nf -' | о;rr, . (50)

Обозначая l _L l ,. \

ф_(*:l.un,-*: ) ,

получае..r в силу ,."j",o )-;Jrt; l!' "оценки 
(50), что

э
l 9 П r;,"ol = "?- 

| f! l Bi,ru) + С n f n о;r,о,,
где

f,
{:

f- rе 0G,

х.с 0G, )
Поскольку Функции Ф* , K-1,2 

, 
, no лемме 7, удовлетворяот оценке

i, n r: r - |, 
; ;: t, ;_ ) 

*, Ё | ф 
- 

| oi," (с ) =_с 2 
1 

r : n r r, t D ),
то из леr.i,.lы 8 следует, что суцествует Функция У'е BorG) такая, что

F'lae - ф , и и,{еет }tecтo оценка

,., 
j^"o j''-!:"ir!-ру;о"riхl!!!"лu.:i:::,,"^овияr.rтеоремы2.
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3 а rq е ч а н и е Ц. Глобальная Teope}ia о продолжении получается раз-
биением единицы при требовании условий согласования на пересекаюlцихся кус-

ках поверхности.
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