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О ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ С.Л.СОБОЛЕВА

B.P.]l о Е} т н о в (Новосибирск)

Введение
В различнчх задачах теории ди(КDеренциальннх уравнений и вариаllионного

исчисления эозникапт npnaro"r"r"" ,? функциlr с конечной полунорl"tоl-i вила

р() - lP,l,
гле Z - ба"аrово пространство, а ,Р , Л- Z - линейный оператоrr. Ллл

локазотельства разреUиr.iости этих эалач в рлле случаев Ba)fiHo y}reтb прелста-

вить лrобуп gункtlию Ц.€Л в виде

tl- пtl + 8Рu, (0.1)

Q - линейныfi (обычно интег-гАе П; Л*kеrР - проекционныr-i оператQр,

ральнuй) оператор.

Представление вила (0.1) впервые получил С.Jl.Соболев Е1, Форr.tула

0.1?)J для Gлучtlяl когдё f - наВоо обобценных частных производнuх одно-

го и того,.(е поDядка. Поэтоl"lу указанное прелставление мн назовеl,i здесь

представлениеr.l С.Л.Соболева (см. определение 7.1) .

В дальнеirlоем В.П.Ильин f Z.] , О.В.Бесов Е3] , п.г.Реluетняк Е4, 5]
(см. TaKlKe С.В.Успенский, Б.Н.Чистяков El3] ) построили представления

С.Л.Соболева для различнulх дифФеренциальнulх операторов Р " 
*o"a"Hoмepныlri

пдроll. двтороl.r Е6-8] исследовалсi вопрос о представлениях С.Л.Соболева

для оператороа, ядро которых r.torkeт иrliеть как конечнуп, так и бесконечнуо

размерность. В настолцей статье результатн работ Е6-8] получапт лальней-
l,Jee ра39итие.

В ý l получено представление С.Л.Соболева для произвеления операторов

rlо известнul.l представленияи для соl.tножителей, а в ý 2 - прелставление

с.л.соболева для набора операторов. В ý ] по известно,.rу прелставлению

С.Jl.Соболева лля операrпр" !) на простран"r"" 2 строитсп представление

С.Л.Соболево пп^ 9 на полпространстве Х . .fl , что делает возl.lожнн,.r

прилоl.(ение полученных результатов к задача}t теории диФФеренциальных урав-
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нениЙ и вариационного исчисления с краевыr,tи условияl"tи, пои этоl.t главнуо роль
в получении представлений на подпространстве (равенство (3.7)) играет нера-

венство (3.2) , которое впервuе в одноttt спеtlиальноl..| частноr.i случае пол.ччено

С.Н.Никольскиr,rиtrl.И.Лизоркиннl"t ЕgJ. В ý 4 в качестве пDи}rера г)ассr,tотрены

представления С.Л.Соболева для лиОФеренllиальннх операторов (типа смеr,lанной

производной) с бесконечноr{ернN}t ядроr.r на полпространстве, котогrое, в част-
ности, ,riol.(eт вылеляться с пё}rоl,iьо граничнNх условий.

Важнуп роль в различннх вопгrосах теории функtlиl-r и диФФеренциальных

уравнений играпт представления вила (0.1), в которнх область значений опе-

ратора /7 не солер),(итсл llеликоr.r в полпростD^raraa kЦP (см., например,

0.В.Бесов EtOJ, Г.Г.Казаряй Гlt] , С.В.Успенскиir El2] , С.В.Успенский,

Б.]{.Чистяков ПЗ] ) . Такие представления здесь не рассl.iатриваотся.

ý 1. Представления С.Jl.Соболева для произведения операторов

Пусть 2! - вектоDное простDанство над ппле, К вещественных или

ко}iплексных чисел с некотороЁr сходи}iiостьlо, согласованной со структурой век-

торного пространства, йI , йр " а - векторные подпространства в /,
причен .Ю С Пl " m0 С /7?, 7 - векторное простраrсrво 

"ад ,( ,

Р : пl +V - линейныr-t оператор, /l - 
"е*rорное 

подпространство . keOP,

Предполоlким , uro "" R on"p"rop / r.torteT быть зап}rсан в виде произ-

веденил операторов Pu: 9о:,,,, 3'n',,!, N, /,/, t :

.Ро= Р"'Ро',.. .P"i VасЛ, ( l .l )

,а" РЁ), i-/r,.,rl, - линейный оператор, отображаrшlий векторное прост-

9а"сrво /r. "ад К в векторное пространство 

'i 
над К , приченl !,

вложено 
""V, 

Р(tП)С Z, , /1,7_, .nor'."o .'Z; Yi-2,.,.,l, Л 
|

вло,(ено 
" 

Д n, Р Иi1l ). Д,t_,, g iИ Р 1lll 
@) с l 1_2,- . . ., РО.' .. 9''( Я)с 

^,,

0прелеление 1.1.tlycTb L " Z -векторныепространства
наа К , Х- векторноеподпространствов l,а P:X*Z -линей-
ный оператор. Пусть существуDт такие линейные операторп П З Х -kЦ,Р
" Q z Z -'- L, что имеет место тождество

ц=Пч+ 8Ра YцсХ. (1.2)

Тождество (1.2) называется представлениеli С.Jl.Соболева для оператора
vна подпространстве л .

р

Изучиlt вопрос о построении представления С.Л.Соболева для оператора..

Р no иэвестны1.1 прелставленилr.r С.JI.Соболева для операторов Р'r,,.,.Р:'..

_Пусть Vj = |, ,,.ril cyulec'Bylo' линейные операторн П(i': 1|.*YelPnl
n 8(i| zZi*Zi+l (здесь положено Zrtt, - L ) такие, что имеет },iec'o тож-

дество
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а - П'i'ц * а"'р"'о Vu ctl; .

предполониr,t , ,,rо п(п'(Л) с.9 " Vi-|,..,/'/- t
ныгr оператоо П:' ?L*L ,urоП!)(l) с.Л

ti+t1 
. . ptltlu _ р (,*,)... 

лП'пf)u

(|.3)

сущестsует TaKoir линей

VцеЛ. (l .ц)

и

П"'9
0бразуеr,r оператор П ' / 

*/ :

п- r - (r-п'П')(I- п:П"') . .. (t-пj" ),

гае через / , как обычно, обозначается тожлественный оператор.

Будем считать, что

П(пz") .7llo (1.5)

" Р(rпо), ц,
Наряду с представления,-tи С.Jl.соболева для оператора вида .Р=,/lO),,,.Pd'

ilы рассritотриr.t тесно связанный с ними вопрос о суulествовании операторов

С.Л.Собблева для так называеr.rых элеl.rентарных полунорr.t.

Пусть Й - ."*rооное подпространство в пространстве fiZo* / ,,Z0-
норl.{ированное пространство над поле" ( , вло){енное в У ПустьР(7i) g
a Zo. Полуноому р "" Й , заланнуп равенством P@)-lPul ,u, будеr,r

называть элеr.tентарной полунорrqоVl на 7/Z

Введеr.r оператор 8- Q"',,,8U' , отображаrэчий пространсr.о 2, в /,

СФорtrулируеr,r следуDчlие условия.

У с л о в и е l.r. Vлс7lIоХЛ найдется такая посJlедовательность

lц-\ С Л , что в с...ысле схолиt"tости в npocrparcr"e / имеют r.rec'o соот-\ ,(J
"оч,J"п", Цп* Ц, Пrlо- Пц, QPuo- Q?u.

У с л о в и е 1.2. ц- ffц Vцс 7С-77|о,
у с л о в и е _1.3. Если ц€ Шо,Л, {a"J. Л,,цо*ц .LrПцп*Пtt

э L n Пttoekц,P Yпе^N ,-:о Пiс iеп9.
У с л о в и е 1.ц. п(Й) с /l| и cyutecтByeт такое нор'tированное

npo"rp"r"r"o 5 "ад полеп, Д , вложеннэе в 2! , "rо QР(ЙПkЦП)С2
lаРцl="СР@) YцеЙ ПkеrLП , ,д, ССR и не зависит от

uейпtеьп ' , и векторное подпростран"r.о х пtrппkйп полно

относительно Hopl.iu ll .l, +р(.)
Т е о р е м а l.|. Если выполнены условил 1.1-1.3, то иr"tеет место

(1.6)

Jl о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (1.6), в силу условий 1.1, 1.2,
слелует из равенства
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которое является С.Л.Соболева на подпростг)анстве +/t
| .Ц, то П лвляет-G l: й) ). Если, Kpolle того выполнено

ся оператором С.Л.Соболева на подпространстве для полунорl.iы р



ч=Пч+аРч Yчеfl, (1.7)

а тот Факт, что (1.6) является представлением С.Л.Соболева on^ ? на под-

пространстве йо * t ( т.е. что |7.ШоП ?t) С (??|0+t) П kЦ? ) ,

следует из вклочения (1.5), условия l.] и равенства

РПч-0 Yч"Л. 
^ 

(1.8)

Далее, onep"rop .? является оператороr.r С.Jl.Соболева на ?а для полу-

норl.,tы р в силу представления (t.6) и условия l.Ц.
Локахем соотнощение (1.7). Лусть u€Л . Тогда, в силу соотношJений

(|.3) и (l.Ц), и}tее}l:

0Рц - а''... Qu'Р'. . . P''L - 0n',..a"'O"'(.Po' ... P"'u) :
- а"!.. 8в' U)a:: . р%, п 

n'?o:,. р'!, ) -
- QП!, . а"' Р"'. . . Р"' (t- п j" ) о - а 

n: 
.. а"'п' r Р 

u!. 
. ?'U, п'"" ) u) -

- Q'0... 8"' (3"'... Pn'(, - п!" ) u - п"'р'','.. рn|t-п!'п1-

= а"'... 0"' (р"' .,, р"'(, - п;" ) ч- ,р"! . , 9П'пj" tt-п|' )u )-
- а''.. , a"'p'n , .. Р"|t-пj"Хr-п)" )u-. . . Ё

- a"'9'"',r- rУ'' ) .., (i-п!' ) ц = 1t-п!')... rl-пj" )u-

- ПШ Е - П o'*u ) . . . ( r - П 
о0' 

) ч = ( r - п 
n' 

) (I- no'n' ). . . (t- 1"'),r= 
(t- п)u.

Тоlrдеств<l (1.8) установле}lо в работе автора Гli_-i .

Teoper,,ra д()rазана.

ý 2. Представления С.Л.Со(jrlпс,ва для наб<lр.1 {)пеD.rт()г,ов

и опер.)т()ры С.Л.Соболсва для cyмMbl полунорl't.

0б одном свойстве произвчаления пl}оекц}lэнных операторов

Пусть / - 
""*rорrое 

пространство ,"д non"" К ,

Ttl 1,,,.rПLr ,ГеN, - векторные подпространсtва в L , Z|, ,.,,Z_r
векторные пространств" ,"л non"" ,( , Р("' ?7l**Z^ , КL/, ,,.,7',
лине]-iные операторы.

Ввелеr.i подпростран ство ffi - fl йZ, ,

положим 

'- Z,r,.,*Zг "'-*"Р-?.Р':!..,Р''') , ,"* "rо Р является

линеitнын операторо}l, отобран,аmlим trill в Z
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пч"," {!...,Z:' - норl,tированнь.е пространства наа К , являпциеся

Zr,,, ,, ZT

o"*PBLeZ'! Vк,|,.,.,Г . Ввеле"t на полпространстве

3ал.1 HHY|0 равенс т BOt,t :

р,(u) - Ь lP"'uI z? .

ВеКТОРНыr.iи ПОДПРОСТРаНСТВаl,iИ В ПРОСТРаНСТ9аХ
л

Обозначин череэ TlZ совокупность тех элейентов 4 из

7а

Предполоlltим , ,rо |ц-|, ,.. rГ имеет r.iесто тождество

'р
(к,

Vu с ?7l,r,

СФорнулируе.,r следупдие условия.

У с л о в и е 2.1. Имеет }recтo вклочение

П = П'о , ,. п"',
П(h)сkuр

соответственно.

пх , длл кото-

полунорлу р ,

(2. l)

(2.z|

r ГА€

полно от-

ч

,о" П"', L * L " 0n', Zr* L - линейнче операторч,

В силу (2.2), инееr.r NЦеЙl :

о-ПЧ*d"O'L- п"п'оц+ 0оЬ%'ц + Q'u|'a -,..- По! ..ппL +

r п!'|, пО'hОhЪr пП!.. п"hО'|r'') *. . . + П'h'е'h'i * П'hЬZ - dh%- П ц +O Рц, tz . з l

rде Q: Z*L - линейнul'r оператор, дейстэуrшlий по Формуле

Qz-0 "'r,* П"'QuLr+. ..+ П(".. . П'О'QОL, Vz-(z,,...,zr)e Z,

( 2.I,)

z
,"д non"" (, влохенное в / , ",о QР (ЙпkелП) с Z, |0 ?u \"еmп

У с л о в и е 2.2. CyotecTвyeт такое норr4ированное пространство,\

Ср(ц)
kеп П

Yu, Й п kцП
, и .екторное подпространство 2пЙпkцП

, ,л. t€R и не зависит оt Ц

носительно,ор,., I.1я t РЬ),
Легко HolKeT бuть доказана следуDцая

Teoper.la 2.1.П выполнении условия 2.1 равенство (2.3) явля-

ется предстаэдецщец_! rШgýо4еqа лля оператора fu(р rD ) "а пол-

а,_0_в!__ац!адцении условий 2.1 и 2.2 П
раторон С.л.соболева на
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0бычно Vк-lr...rТ иr4еет ,.rec'o вклочение

П"'(/,) . kеп0"), (2.5)

Ясно, что при этоr"l для выполнения условия 2.1 достаточно, чтобш имело

&recTo соотноtUение:

П"'п - п Vк= l, .. . , r. (2.6)

Рассмотриl,t одну ситуаlurо, в которой для операrоро. П вида (2.Ц) вы-

полнлется равенство (2.6).
пусть/t/, TqN. П)'L", L*L, i--1,.,,l,| ,к-/,,.,,Г,- линеl-tный проек-

ционный оператор, J'1'"L П!''"tЬ/ - его область значений. Буквами i " k
до конца параграФа будеrч обозначать натуральные числа, не npeвocxoA^utn" il
" Г соответственно.

Предположиl,t, что

п:О,О,)пФ,I) - 77a,,k)77G"I,) V1,1o,, vk,,I, Q.7)

Введем следупцие обозначения:

п'k' - I - (I -no''o' ) (I-п:,L' ),. . tr-пo'nr' ),

L , /, , чrr rцерqlqр /7

п-2
tit

п l',^A",o',

(2. в)

1;,I) 
1

(2.9)

(2.1l)

представиllr в виде
rt

то выполнено равенство (2.6).

Л о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (2.6) в силу (2.9) слелует не-

посредственно из равенства

77lkl nG'h - п:'п, (2.10)

2.t. 0ператор l: L * / назове't эле}tентарным,

спDоведливость которого l"tн и будем доказп""r. _,/,0
Учитыоая (В.7) и тот Факт, что оператор //, проекционный, иr.rеем

ntlln',tl_ пf,П, - (I _ по'lпr,...,(F/7о'i'hi t, - п!^) nl""-

- ц",О- (I- пУI)) .,.1i-по",r')п;':: , t r- пШll) - поО'.

Teoper.la доказанr.
0пределение

еСЛИ ОН ПРеДСТаВИl,t В ВИДе

А - r t)' пu|! 
о 
п(i!',п.,

_ti!k!п _о,в!о.,, п [7,

t l!,',, l 
n 

r r," 
"' 
а 
n 

u !|' э l U;,n
п

п

п
ф,

lt',r)l7Gl,,а
п,|'!пп,i!",п. п

j,)



гАеrёГ+ 2 
'r._и 

срели операторов П;''r' , участвуlФцих в этох представ-

лении, ,-.er Ъjп""о, *) 
.

0ператор л , очевилно, "oTirl]r" записан как cy},tr,ia элементарных опе-

раторов, если среди операторов //о есть хотя бы один ненулевой.

Для ках<дойr Фиксированной пары натуральных ч"сел (i,,() расс}rотриr..t совоr

купноёть фi,о всевоз}rожных наборов t- ( I, I2,...,Ir) t, t* !.Т " / """"-
сит, вообще говоря, от С l из натуральных чисел, удовлетворяпцих слелуD-

циr,i условиям: а) ,( . kr..,.<lc-r_i,P_cyllecTByeT ,такой эле}.tентарный опера-

Topr которulй содеDжи
lэ (i,k*) , J 

on,"o"'Оо|*",о 
,, ";?;| .!;'U'iне соАер}*ит операторов

5цда//g при k >k и k #kj Y/-!,,.,,[,
Для некоторы" пао (i,k) MrofecTBo Иl ,.tob(eт оказаться пустнl.t.

Наприrrер, Yl,, : / Vl " {i,t- / non ýti'o-|0J .

'rn" И*, + / , то Аля л,обого набора T-(k,,,,,rke)r{;,l введе}.r..iно-

ЖеСТВа 
зУr'- ,_FrзtЬk,j) , ,""n'- S",o' п ЕУ,".

Т е о р е м а 2.3. Пусть для каждой пары натуральных чисел (ir/r) спра-

ведливо одно из утверждений

t) Ч,k -
?' Ц,r ,t

-ll, 
t,странство чл,L

и при лобом t€ l,!.,
n-11,_ ьк
D_ , чТО

" 3У'Т г/',r,,

л,
/,о'a

сущест8ует такое линеr-rное подпро-

(2.12)

(3.1)

причеr.r

tiIlV"' ,

teli,l,
o;'r' . кеп по

ci,Il

о(ц-сч) < С,с (u) VчеХ,

*} эrо не означает, конечно, что car,r on"p"rop ,{

(2. l з1

Тогда иr.rеет },recтo равенство (2.6).

Л о к а з а т е л ь с т в о содержится в работе автора ftаJ .

ý 3. 0 некоторых неравенствах для полунор}r и представлениях

С.Л.Соболева, построенных на основе этих неравенств

Пусть .f - 
""*rорное 

пространство над поп",л 
'( 

, 6 - полунорr.rа на

П, Х - векторное подпространсt"о е Л, Р- полу"ор"а на Х, при-
чем 6+Р -,ор"а "а Х " Х в дальнейцеr"t расслrатривается как нор}rи-

рованное пространство с указанной норr.rой: tr.l* -о (,) + Pr) .

Т е о р е м а ].l. Пусть существует линейный оператор П r Х*Л,
облалаlощий cBor-lcTBoM:

нулевыrjt.

9ц

не 
'itoжeт 

оказаться



гАе СеR и не зависит оI ll€Х . Пусть еще суtцествует векторное под-

Я" Л тако€, что XnX-|o!.o(x)cпространство

полунорl,iа б является нор}rой на подпространстве Z е Х
2 О kucp,

, которое отно

сительно этой норРш являетсл банаховыrа пространствоtit и в цоrоро" Я " 
Х

суть замкнутые подпрос 06 elit х векторное транство

Хо-{чсХ Еч е z . Тогда 1) Х ; 2) Х= ХоФ kup0
и ]) полунорма р эквивалентна на хо

Теорема ].l следует из таких двух леr,r}r ( их доказательство содерхится

в работе автора ЕS] ) :

Л е r,r l.r а 3.1. Прелполоlкиl.t, что выполненн следушlие условил:
l) суrцествует линеirный оператор пzx ' 3 такой что имеет место не-

такие , что

( 3.2)

п(х) cJФX >пУ-[о},щХ+Я +У су-

ществует полуногr}.rа Л такая, что УС kUP и иr.lеет }iec'o неDавенство

-I

F fu) < lloT) YUCX. , где_ Х" - совокупность элеrqентов 46f
вида| 0!= Г-пlг, lI €х , " М сR и не зависит от Ц € ХЕ;

3) справелливо 6(u)<Aytut VиеЯ ,rа.ДеR ине
зависит от Ц €

обоэначиr,r через П линейныt-t п оператор отображаrочlий

Ze У !9_у
и!rеет ,,tecTo

Л е r,r м а 3.2. пчсть 

'
- векторное подпространство " t? ,

2nX: [oJ и 6 является нормоir llа цQдпгr9с]гранстве )еХ,
которое относительно этой норrltы является банаховы!i пространство1.1 и в кото-

, Х aуr, заr.lкнутые подпространства. Тогда и}tеет r,iecTo неравенст-

ядроr,r которого является подпоостDанство

HeDaBeHcTBo

-
роrл z)

*
a(u)<M

с KoHcTaHToit М еR

iof в (ч-u) VцеZ
л€х

( 3.3)

, не завислчtеit от 4 €
Рассмотриrl вопрос о построении одного представления С.Л.Соболева.

Пусть .Л " Z: векторнuе пространства "ад п.rле" r'( , а Х -

векторное подпространство в а и пусть задан линейный оператор 9rX*Z,
Пусть найлутся такие линейнне операторн СzХ+Л и QЗ!-fl , что

иr,rеет место равенство

ч -- Ец + Q Рц VлеХ. (з,ц)
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х)
Напонниr.r , что если ГU) СkUР , то равенство (3.6) назь.вается

преiставлениеrr С.Л.Соболева на подпространсrэе Х дr" on"paropa ./
3аФиксируе}i некоторый линейнчй оператор П Z| - kеЛР,

В Силу (J.ll) инееr,r

tt-Пц+(а-П)а+QРц VчеХ. (3.5)

Рассl.tотрин одну ситуациtt, в которой (3.5) является представлениеr,r

С.Л.Соболева для оператоо" Р на подпростра"сrве Х

л Пусть fl - 
"a*rооное 

пространство fiад поле" 
'( 

с полуrорlrой б ,

Х - векторное подпространrraо Q Е_, Z - 
"орниоованноQ 

пространство

""а К . Пусть, далее, /zX+i,,.h r7U)-2 " rоzi,' Л - ли-

нейнче операторч такие, что

(с - П) ц -|zо/ц VleX,

пог-0 Ytеkеп0,

P7u -,lPu VцеХ,
где t', РU) - 2 - некоторuй линейный оператор.

Р""""оrоr" .." ,? полунорйу

Vлai . Буден о"""""rо"""r" f,
Р , заданнуп pa.e'c'Bori: itnl-|

как норнироэанное пространство с норl,tой

(3.6)

(3.7)

( 3.8)

л
РrI;

l'!лл- ёtlri (.) . Прелполо)|и!i, что l) сулествует линейнчй оператор

Ф з Х + & l удовлетворяшllий неравенству

6 (n - Ьd * iP tul Vnri,, (з.9)

,о. irP n"r" ."*.r, "r^nr! ; 2) э t .л""r""", векторное подпро-

оrо"r"r"о j такое, "rо .Ёni=tO}, [(iJ- 2е kеп0, полунор-

иа О яaляется нормой на подпространстве 5 е Х , которое Rтноситель-
но этой Hopнu является бЕнаховчм пространствоtt и в которои > , Х
суть заitкнутнс подпростrrанстaа.

Покажен, что ра!енство (3.5) является представленисм С.Л.Соболева Аля

on"porop" ./ на подпространстве Х . л
/|ействительlо, э силу т€оре}rь. 3,1, операtор Р изоморФно отображает

подпростран"r.оfо_{оЯi lоiлa j } на подпросто"""r"о.Ф(f ) ; "хор,.rи-
роэанное пространство Х раскладuвается в пря}iуD cy.rr.ry: Х- \oOkWP
(занетии, 

"rо |,еЪР- ku,h ). 06означин через Ф'' 1|til*{о- линейнuir

непрерчэнчй оператор такой, "rо Р" Р с - tг пVir е Хо,
Пчсть (€ Х . ПолеАставиr элеtаент fц€Х " "rл" сухнul/1l-t* ll),

rаеgеkй@ , а аеrg_, n Тогда, 
"f,llrл(3.8 ),

р-.t+ч)-t*Р''Ра - olР-'Р7u -
-г* l'',lhu. ' 

13.10)
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Поскольку tс kЦ Р , то, учитывал (3.7), получае},i

с - 0. 13.1l)

, в силу (2.9), (3.10) и (3.11), будем иметь:

по
Таким образолп, YZС Х

@-/7)u : Г%7ц - Qот +,оi-' ъlРч- аоi-',lРч. 1з.l2)

Итак, равенство (3.ý) переписывается следуоlциl.. образоr,t:

t!-/|ц+аоё-'ч9ч+QOч YцеХ. (3.|3)

Если полоl{иr" Zr-P(X) , ап,через Q, зZ, *Л обозначить оператор,

действуlоций по Форt.tуле: QrV- Оо P''|w * Qw Vw ef,, , то llы для операто-

ра Р на подпростр"r.r."' Х получиr.i в силу (3.13) представление С.Л.Собо-

лева

ц - Пц * Q, Pu VцеХ. (з.l4)
Рассrаотрим один случай, когда Фор},rулы (3.13), (].l4) могут быть записа-

ны в более удобноr,r с точки зрения прилоlкений виде.

Пусть В - банахово пространство 
"ад 

поп"л К , являlощееся олновре-

менновекторны,.1 подпро"rр"r.r"о," " .,0 , такое, "To\(il a g . Пусть

либо 0 .din Е .+оо, лпбо dtmЕ= + en .x является банаховым простран-

cтBorit с базисом относительно нормы б . Полоlчиti /V-d;nzE . Пусть [{r,...
...,ýпJ-базисв ! , если N=+ф,и týr,ýr,...} -оазrс, f;,
если |tf : { о.о.

В силу (3.I2) имее" VЦеХ 
' n ,(п-П)ц-По0-'_чпРч._ л

Предполоlкиr.r, что оператоо Ege LXr* ý] . Тоrда VOeXo илtеем:

Гьоd - оЯ,.fj,rr€i, 
(3.15)

БуАем рассм"rоr""r, Хо как банахово пространство с Hop.,io n P(d=lirn2,
что возмо)t{но, в силу теоремн ].l (напомни1.1, что по теореме ].l полунорr.ла16

эквивалентн" :" ,Io ,ор"" l . ll i ) . Продолlкиr.r при ка}|(дон Фиксированноrt7

Функционал tР'' f 1, л с сохранениеr.r непрерывности с подпростр""rr." ,PIi)
на все простра"ство Z . 0бозначин это продолl.(енпе чеоеэ { (таким обра-

зоr, р, еi* lf 
'. ' 

силу равенства (3.15) будеr.r инеть:

лl
(а - П)ч - Boi''r, ?u -,5_./r, i-'ч?ч, ýj-'l'|l

- Ё. 
(i-'f 

1,, , lfarri-Ё<p.,,l?u> {,.. 1з.l6)

Таким образо}r, в представлении (].lЦ) при выполнении перечисленных ус-

ловий операrоо 4, | Р(Х) *П действует по Фор,.iуле 
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Q,г:F.рj,rчr€i - 8n.

Если линейннir оператогl 9 задан на Bce}l npoarp"rar"" Z и отображает

его в прост о""rr"о ! , то относительно oneparopa {, ,.lot{Ho считать, что

он задан на всем npocTparcTBe Z ( и отображает его .,2 l .

П р и м е р ].|. Пусть Q - область в Z-MepHor.r евклидовоr"i прост-

*"';;.{о 
;":":":,;l3,;;;*,'o"'.,"o в пространс,"" l,h, {t?, KL ), lеп.

Пусть на Х a"д""., линейные,операторы Р "3 , отображаrощи Х в прост-

ранства l9' (В" Kn ) " l! tO,K" ) соответственно, где N,с€Д| . пусть

on"o"roon'.2 " ! связаны соотr.о|лением

оператор.(3'18)
Предположим, что иr..iеет место равенство

u(d - сц(g) t 0^!а (d Vu|а)еХ , (з.19)

где п ,r!'@,Kn) *L,h (l?,Ki) " Qо з / !'(rr,к" ) , t,! {а,к') -

линейные непрерывные операторы, причелjt област9 значений Е on"paropa /7

является конечно..1ерным подпространством . Дr^ (аКО),
В силу 13.1B) представление (3.1!) перепиrчется в виде:

ц(е):^пч (с) + QPy @ Vu@)< Х, (з,2о1

,а" Q: 8оГ , /r,И(!),ЦОl-ZffДКi- линейныl-t непрерывный опелатор.

3аgихсируем в Q некоторое непустое открытое лrоrraсraо lQ
0бозначиr.r уерез Ъ ( через V ) оператор, сопоставляlф,lий к_аlклой Функции

u(с),€L,futt?,К^) (l? trl,K" l) ее след "" -D . пусть,f -
= L.Щ({)"K+) Z - произвольное векторное подпространство в

{ а Ki ), rпоу)чацее подяDострансJво Р(Х), i-l,h {r),к\, fr-p U) .

Обозначил.r 
".ое.з, PZr! - L: U2, К' ) оператор, действуощий по Формуле,

0t: Рг VrСХ . Ясно, что соотноtление (].81 выполнено.

Пусть 2 - поо"""ольное нормированное пространстро, непрерыв

ненное в пространс ,* tP Уh, К' ) " такое, "rо Ф rГ 
' 2 Vu ..ft. ,

Предполоlки1.1 , uro дп" "rо,r"ar"" 1B имеl.tт r,iecTo импликации:

fu @). k,л hJ :, l,Ju(*lrkab р, r@ )-vu(c,},

но вло-

(3.zt 1
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[u@), t(a)c Х, 7u (d:ч,гlоl\ :> {cuP) - Еlгk } . '

В силу 0.22) и конечно}rерности подпросrраrсrва f
ниченное открчтоел""о,r"ar"о fi " RО такое, ",rо [ С
на простран сr"" ft полунор}.rа

,

а

( 3.23)

суцествует огра-

, и определенная

6 Lo) - \lu t"ltl,
является нор,.rой ," nonno3"rpa'c'Be Е . На простр"r"r"" ,f nonyrop"y rJ
определи},t pa.e'c'Bo}r i fu)^- ilOrrl 2 ,

Будеr.r рассматривать Х как норr.rиDованное пространство с нормой

1.1g - 3l,) 
^* 
i t,)^IОп"о"rоо rtr?: Л задади}r ,"*, rtЦ-7СU Vnei , ,о" Ц, лабой

эле"еr, ,з Х такой, что/2L= ll| (это определение корректно, поскольку,

в силу В.23), Фtt-фW Vц,vtеХ таких, чтоfЦ-f Yt ).
Неравенство (3.9), очевидно, выполнено. л
Полоl(иl.t У: kелР,*) 9rr(Y),Р ri* У - onepaTop, сопостав-

ляrоций каждой qу"*цп" а(С) пз У е" продолхение на область 1Р , т.е.
такую Функц"а u(I) ,- urn tЬ)-/ц(с). Пусть irft Li - noo".-

вчльныЙ непрерывныli линеЙннЙ проекционныЙ оператор. Введем оператор

П-ft,iу rХ "",У, . _^
а также векторные noo.ro"r'"r"a Я -{аеЕ lПч= 0l, Е- /(-i) и
л_,л^лл4i:l(>) . ясно, что Е-ХеУ, Ё-> oi, У-kрпР и

ati,l,*je kЛk . оператор *ori,*E мы определи,.i следуЕlllи}r образоr.r:

Ео[-Сu - Пu VгсХ r ГАё ц, лfБой эле"еr, ,з Х такой, что

lч - lГ (это определение корректно, поскольку ец-ЕW " Пц- Пw
VИ,WеХ таких, что /,Ц = 7W t , dоеff * Е] и выполнены соотноt|rения

(3.61 и 13.71 (последнее в силу и}rпликаllии (3.2l11.
Если q7ц- flц YИСХ , то представление (3.19) искоr.rое. В против-

Hor.i случае, выбирая произвольное вектоDное подпростран"r"о !, " ! с

хlл
Если Q - а , то все импликации (3.2l)- (3.23), очевидно, спра-

ведливы. Если .? - операrор с постоянныr,rи r,rатричными коэФфициентаr.tи и
все его обобщенные в сl,iысле С.Л.Соболева решения в Rа сут, вектор-функции,
коriiпонентами которых являDтсл l.tногочлены и следы которых на 1р содер)t(атся
в подпространстве Х , толиr.tпликация (3.2l) имеет место длл лrобого непус-
того открытого l.lнoг(ecтBa Q с. Q . Цr.tпликация В.22) верна для лr,бого
непустого открнтого r.rножества Q с SЭ , напри}.tер, в случае, когда подпро-
сrра"сrво Е состоит из вектор-Функций, коr.rпоненты которNх являотся 

"tнo-
гочлена}rи

хх)
В силу 13.20), ц-Еu VцсУ , откуда следует, uro Ус Е.
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базисоl,t Iy"'trl,. .., ý'(rr} ,"*о", uTo Gо d ) a4 , ,о получиl,t, в силу

13.16), представление 
/

ц(о)= пu@)*2.рV', vзo(dryYirl+ Qзц(о) yцех, (з.2q)

гее рV'ri" Ui=l,|,..,! ,

. ВозьмеМ в качестве .} банаховО пространстВо функций tI(О) "э
t-f tk , К') с конечной норllой

trаl1 -)lr- lа)Гх^(Ф)|ц^tkl' * А

гае /<?.*n, р,,(d>0 Vоеt7 " /;' tal eLr, (а) Простран-

,r.о 2i uro"i l 
"rо" 

случае состоять пз'(iу"*ц"й iirl ,l,Ь{l,К')
с конечной ноDмой 

.|

|9|z. - Э Пр. ori (dN 
д ,, th).

Представление (3.24) эапишtется тогда в виде

ll(o)- Пu@)-,* (ItrlЯ @),9abYb)CVb+ QPu@) VucX, (з.25)

i-t \ё
гае PU'rj*, Vj=l,,..,l , а сиl.tволом (.,.) обозначено скалярное произ-

ведение 
" 
К" .

ý Ц. 0 некоторых представлениях С.Jl.Соболева для

диФФеренциальных операторов с бесконечномернur,r ядро}r

Рассмотрим /!, -}.iepнoe евклидово пространств о RО, П > / , точек р -
-(orr...,ro) . Разобьем еrо В ПРЯ}.tУю су""у.r1l подпространства пере}iен-

"ыr, !{;1 ,

'"'- 
(r,,,,,rЭп,) , g("- ("о,*, 2оr*оr),

так что 
"-,,,i:i,?:,",;,, 

i:;:;# r;,*;-i;i ..,}rоr)iл,l. . .,,,п, ).

Пусть а - область " RП . Череэ {2;. обозначиr.r ортогональнуD про-

е*цпа !2 на подпространство f oi n"p"""rio, CG) , а через Q|_ - ооrо,

гональнуlо про"*цrо 42 на подпространство RП-Оt пере}iеннuх aU'* . заФик.

сируем " QL некоторый открытuit аао бi и некоторуо область ёir bi, ,

Предположиl,t, что Vi-|r....,il - ортогональная проекция пересечения облас-

," {2

"ы,. cd)
либо област, " Р 

od 
, 

"оп"о*ацуп 
облас

со всякой осьо разl.iерностu п. , параллельной пространству пере},rен-

r нё это подпространство предс собой либо пустое множество,

и. звезднуD относительно

l00
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," !21



заl.iкнутого шаDа Ti .

Построим и исследуе}r одно Функциональное пространство с элементарной

полунормой (clr.5 1). Пусть заданы натуральнне числа $lLrr,..,4n . Пусть

L=Lrb'(g?,Kn') " 3ададиrq Vi-t,,..,il "" обп"""r"''{)1 ""rр".rrи
диФФеренциальныЙ оператоD

р"' - l z о:''"'1с) д|,а| r_,,...,rr_, ,

,о. a['\i' {n) - К -э,"ч'"" ,r]-]," "i' lrb {О) , иr,rешllая такие

обобщенные производные, которFх лостаточно для определения в обобценноr.r

смысле как оператора

счита ть, 
", 

о a!,ci,,',,!' о" ::- ;*:;::т:'::"::::,,::::: :::"":,;":::;:
индексов о( .

Введем следуrшtие обозначения:

lq,rr* -fo.Ro lrn'- o'u'J Vаuf" Q!, Vd,l" ",l,
Qr(r(а') - t? п|2,i,, V{, ai.

, , , , Лl банахово npo.rp"".r"o 5; qункций r (a|i')
с конечной норttой
ti-l

LуiБ,^;{гi
из

il ч |2. - Z trn^ @"') F*t 1aa')l ro_, thr l ,

где l./B. * *,/r; ц"*"l,_i VgG'е а;'" :;: @"'), L: @;).
пусrr, д"п"" rVс'l'*, Qi 

., ". "?я:" ""r." L-,И ({2; Ot';l\iLKtt )
задано векторное подпространство Д; (Д ,/ такое, что ка){дая Функция

r(r'С')сХi tО'i'' ) . и}iеет i^ l2;(r"!') лобобчtенный в с}iысле

С.Л.Соболева оператор Р'i' , приче't f't'tгlо'i')е2; . 06разуем оператор

Р= Р"', ,. P'n' , определив его на совокупност" йZ таких функций

Цrc) е L , у которых он суцествует в обоfuенном смысле С.Л.Соболева,

,"* "rо ч: Lob (tJrK4'). л
flалее, Vi-/r^,. ,ril u"o"" /; обозначин совокупность всех таких

Функций UlOe/f (Q,Ч) , которые после возможного изltенения на lrtнo-

жестве ""pn "yn, " J2 удовлетворяпт условио:

ч (.u', cLl* ) е xi @G'* ) Yr"'*, Q| .

Пусть имеет ,{есто следую|llая иr,rпликi

P@(i,)e xL{r'''* )' 
- 

;*.ili;;i;,:;;j;:';^'^"'i"-,{i 
, Vi=4, , "l,/'

!r'lз.lgorJ',)е xbt"u* ), ц(вФ;)-r(rЦ')," h; "!r'L'la"'1- 0 "aQr,,,r'i")l.

Пусть еще Vi- l , , ,r l,| в пространс ,"" l,h {Л;,К"1 наl-rдется конеч-

Ho'ep'oe векторное подпространство Y; , су}кение которого на область

l01



!2i(O0'*,) .o"n"n""T с подпространствоFr

fu(п'i' ), х; (о"'* ) l P'ou Ь"') -- о," {2i @"'- )I yc'nr ai
и которое облалает следупulиr.. свойствоl.t: если Ц(а'i')еY7 и u1o"')-0
почти всlоду "" Qi , 1о Ц(о"'1- 0 почти всlоду "" {21

3аладим теперь Yi= l..,,l некоторый опеоатоо У; . Еслrr п1 - / ,

,о " *а"есrве J возь}.еr,t каноническиЙ обыкновеннь.Й диФФеренциальныЙ опе-

ратор по переменной C(i', *о"ФФициенты которого являотся /К -значныr,rи Функ-

цилl"tи из пространств" /r"* (аl) . Если 17.2 / , то оператоо t; 3адается

следуDцилr образом. пусть заФиксированы неотрицательные целые числа Пу t

J-|,,,.,\ . 0бозначим через И число всех операторов диФФеренциг)ования

""о" dr.rr,l<l-mij , а черсз 
nolii - l,iатрицу раз}rера |,:i xf , состоя-

lцуо из этих оператоо'{". пr"r, 
'г}Оr{ , а !2lи9(!r,,trr,..,,!rr)

(т.е. !6- *.""паиагональная 
"аtрпца:оператор разнеоа t4x &; _ ).

предполоlltим, uro !i= l,,,,,N у всех Функций ulсЪ'1с"Lrhtt\,КЦ),
обладаочlих "" {2i обобценныrq в сr,rысле С.Л.Соболеl" on"o"rooJ,' Р(?' , .ri-
ulecTвyeт "" Qi в обобчlенноr.r Gtiнсле опеDатбр ;| {d/ 

, приче..t найдется Функ-

циональная ttатрица Г 
(j) 

разrrера ti * \_, , элементu которойr суть 
'( 

-зrаu-
ные Функции иэ пространrr.о LT ta) n которая связывает операторы

Y(i' и P(i' pa.e'c'Bo}.r Ytil 
*rcttXolil 

,

3агмшен Vi=lr,..rN длл оператоо" У'О представление С.Л.Соболева

пои П1> l (cr,r. r.tонограФио С.Л.Соболева ft, c.6Z, сюр}rула (t.tZ)] , а

п9и lli=/ оаботуавтора tl',] ):

ц(с) : c'i|u(a) + a)il!"utd Vu(r)11;,
-(i'где vL - tлapoвo}l проекционннй оператор, "сосредоточенный" "а оаре t,..
введем проекционный оператор ПG', /,!" (5?,КЧ ) * /У"G),К'i ),

ПvcTb g[,- dtп Y; . Если 4- 0 , ,оПLt будем считать нулевыr.i операто-

tJo}4, а "rn, f i > g , то поло}чим

п",ч(")=Ёl\,,

где (.,.) - скалярное

ренцируел.,|ая Функция из

|1 
G') 

rо,С' 1,. . ., 4G,di

k ), ф;/'@,,,) d "", ) 
s'/' ti" l

произвелени . 9 КЦ, фGl(Лil'Lf (Ь; , K"i ) с носителел. в

'(*'")J 
' -б".,""У;

Vu р)r/,k{Q,К"),

) - б""*оr"чно диФФе-
.еoi,"

Из результатов ý 3 (см.,

представление С,. Л. Соболева :

приr.rер, 3.1, Форr.lула (3.2q)) следует такое

ц(с)- п'uu., r 
Ё(\w";р), v,"i'{"'oй""){Gi|.o's +
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* 0}" r"'Р"'о (.) Vu (э) е i ; , (q. l )

где (_.,. ) - скалярное ]lроизведение " K!i'',rr' n, .oi'( r(')) - 9""*.,,n"
из 2i , " {"i' ("(/'J -..Фrr*чия, обладаtочая на !), обобценныr,t в смысле
С.Л.Соболева операторо, lr"', равныl'l нулlо.

Ввелем Vi :/, ,, ,,/r/ пространство

ir:[u@)eL,b (Q,K'n,,ll ц b'i', п'h* 1, i, Vo'frai!
и через 8а) , Zl * LY k2rK'r,) обоз"а.,иl,i оператор, деt-rствуtощий по

Фор}rуле

Q$'w (с) 
# Ц 

(w (с), rtti) ptt,) dэ 9 (ц.2)ýЦ'@r), q(| гG'w t").

Введем далее пространства

Аr:|u@)еt ! ta,кЦ )| u@d|*'n'*),хn["'n') V0Шёр;, p"i,цk6?,K')J,

Zn:[u@)el!@,K'", )| uр@! o(il)* ), ;l,#)L а;!

Простраrства /; 
" Z i Аля i=/, , , ,, tl/-l 

_ 

определиr.t по индукции.

Пусть построено простра"сrЬо Z7, np" /<i.Дl
Тогда

tI ;: |u @, Z i r, I u (r"', 
""'* ), 

х i ta'i'* ) Y tdft е Q|,

п'L'ч, Z i,r, , P("orL,k (Q,к'^')} ,

Z;=Lu@le й, |8"'urZ i,r,\.
ясно, что BG|tl.;)cZi Vi=I,.,,l, 0"'[rr).r, Тn'(z;)c Zat

Yi=l,,.,, 1,1-1,, П|i'(Аi)с l; Vi=|t,,,,l,
Из (Ц.l), в силу соотноцrения 1Ц.2), следует такое равенство

ц(d- Пфu(d r 0("P'i'u(*) Vu(о)с А; , Vi=|,,,,t/,
0бозначиr.л u"o". / сов.окупность таких функций Ulа)еДп , у которых

РW) u(o) е А ц_,, Pw'OПJфuр)е Ар2,,.,, Pu',,. ?uL А,.
. Пусть fr, L .е*rорное подпросrр"""r"о 

" 
/ . Будеr,i считать, что

П'П'(П a Я n VL- |,,,.,N-/ найrдется линейный оператор Пfё) l L*L
такой' что 

п!') {я) . л
и имеет ltecтo тожлество (,l .Ц) .
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Введерr операторы П z L*L " Q:Z,*L следуоцего вида:

П- r, (rп"')(t-пi'-'),,,(r-пj')) , 0-0w'," Qu),

Такиl.t обраэоl.i, l,iы иr.rееrir ситуацио, описаннуlо в начале ý l.

П р и r,t е р Ц.l. Рассrqотри}r вопрос,о выборе оператора П!i) , ,u"rrвylo.le-
го в тождестве (1.4). Пусть при Фиксирова""о" ley'Y , i<N-/ , npo"rp""-

ство /. состоит из функций, у которых ка_ждая коr4понента пробегает одно и

то же конечно}.rерное пространств о Y;О'. l! rа, ) , так uro Y1= .YсРL...'Y 
jq

и оператор Пft) "оr", быть записа, J 
"r^" 

l а " Т

ПШulz1,

6; а, (а)

6; U2 (Ф)

!ос tc
где 6:

,tJ

ф, 0
L G)) *L, @) - нулевой оператор non d; - 0

uLiP)

,апри
- оператор, действупций по Фор..rуле:

0;Цgr(Ф)

Ясно, что коэФФициентu операторо . P"n!,
еЛ , то тождество (l.Ц) выполнено.

Ё)tпl,

(^/)

не зависят о, q(t)" ПоU'{П).

бi[(С) - itr!.y","Ln",)о@d; ) €"i'(

,о. уG,i)lп(")1оf, (ь;), " ý "''Jя'u) rY::
Если d; ! , то в *"u"rra" По'П' естественно взлть _нулевой оператор.

ern, /,r0" , то операт"о Пjt',Lf"({),К^'1*L,hЦ7,К"/ 
""o"on" 

r"*,

6;Ц, (r)
6;U, @)_0)

//о ч(э)-

о

П р и м е.р 4.2. Пусть Vi-I,,,, N on.p"rop Р иr.lеет постоянные

коэФФициент, h;= Ь;. , iл, = ,L,'(b. 
j r ,,,r l,(E.),, Y; - совокупность всех

таких Функц"п iqa|iet f"taffi""*, i".P; обобченныИ в

с,rtысле с.л.соболево on"p"roo Ф'i' , равный Q "а Q: . Х: (ci ) VОФ*еQ -
совокупность функций "" tf tQiPG'(),KLi), *rolo" inoion, u Q;lаU*)
обобценным в с..rысле С.Jl.Соболева,операторо" PG' . В данноr.r случае

Yi: l,,,,, il "^.." Йtr=Zr-lfrРr{'О') . , ь в *"u".r"" l1 взята со_
вокупность всех таких оr"*чЙ uir)eLrb({?,K'i) , которые оОп"д"ю, "" D
l0l,



обобценным в сltысле С.Л.Соболева операторо 
" 

,Р"'.

Полоr,(иFr Л: А ,йо- ?lL " t-kеъРg"* что ПZol 7f, :йZ). тоrда

условие |.2 выполняется авто}rатически, поскольку t-?7Zo: / . Условие 1.3
также, очевидно, выполнено. Провери}r выполнение условия l.|. Пусть U!r)е7ТZ.
ПоСтроиr.r последовател_ьность областей O|,l)2,. .. Ta1ylo, что Dр - компакт,
содержацийс^ 

" 
f? Vr=|,Z,... , причем t),cdrct)rc.. " lulr- t2 . Jlрименяя

операциr, усреднения с бесконеочно диФФеренцируемы!t ядром', "о*"о VД- /r2, . . .

найти такуо Функцию U,,dсL?(Q_Кьх )с бескоrечно диФФеренцируе}tыi.rи ком-

понен_та}.tи, "rо \ 
(lл4i.,l+t Pu-ii,,Mx.* поскольку операторы

П, L? (а,tЧЦ{П'tа, lKl,! )',l а,lР U2,к\ ) * Lr (р,к1, )

непрерывны, то условие 1.1 выполнено, так что, в силу теореl,iы 1.1, имеет мес-

то представление С.Л.Соболева вида

ч- Пч + QРч VчеИ.
Пусть, далее, Zo " 2 - банаховы.пространства над полеtt К , ""np"pn""o
вложенные в пространс r." Lf 1t2,K1o ) " Lf (Q,К") соответственно,

приче}t QaVr*2]. То.да,-очевидно, условие t.Ц выполнено илв силу тео-

реlrы |.l, является оператороr.r С.Л.Соболева на подпространстве Иtr дпл nony-
норr,rыр(. )-\9\7 , ,о" Й-|ue?fLlPueZol.,ао

В следующих приr,rерах будут указаны приложения к задачам вариационного

исчисления.

П р и r.r е р Ц.3. Пусть _?- обп"сr" " 
RО, описанная в начале параг-

раФа. Пусть ГеД и пусть при каждом ,(€ Д , К=Т , заданы неотрица,

тельные целые числа 
^:'l , ...,*j;'

0боэначи1.1 через /й совокупность таких вещественных Рункtlий Ц (Q) ,

заданных на {) , у которuх конечна nonr"oo"o 
*) 

|

в,т

р(ц) - 2 F"rr( I *;.,_,",61|ýi,,',. d,u|""'h")''":
,о.фr. ,чГr,'ёi"l,**1 "ф..,оr"t(л) - изl..ериl..,|ая "а {2, всlоду по_

лох(ительная Функция такая, ar" 
/

й'r...,ч,п, e)T\-o" е rf в l,
3аФиксируелi некоторое под"rоо""r"о l .,iножества Ir,..,,ГJ и каждо-

,у ке 4 сопоставиtl ."псло LreN , ir=N
что: l, Qi*- Qirtru-'*) YаИ)*е t2|,

, причем будем считать,

, Ц 
ф...,*wl(t) =

(]) (лl)
о(4

Дnu,,,Qlnl у U(r) cyulecтBy-
*J-

[lредполагается, что производные
пт в соболе8ско}.i с}rысле.
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= a!,|,,,...,*n, {a'i" ) d )i!1... *, ", 
( оd' l* r,

пусть Kc.i и 4{i*;-i' (n"|. .,п"r-',kцt!?,оИJ- r"ооо,.rультииндексов

, 1*{i'1: ra!'| Vt + i* . Пусть , далее, ,flllrлr* - вецественное банахово

простгrанство Функций r{r'ф) , заданных-_н" Qi*, с конечной нормоЙ

ч / ( 
.,o*,,{i^r!ion),a)фО'[rд; |Г|.t,(tц, fi,-;, \ f; "

Э;ir-- замкнутое векторное пQдпространство в пространств 
" 

fl)7r.п, {:_'r*-
вещественное банахово пространство, Л'|,' ,*- линейный йепрерывный оператор,

отобоаlчадltий подпрхс(liанство E!ir',r, }'noo.ro"r. r"o Ч!i)лr. , X!lr,,*-
= kOL,l2 .11.1* , ё 

llr)\,(K-l В€КТОРrОе ПРОСТРаНСТВО r,tНОГОЧЛеНОВ ОТ аРГУ^rеНТа

пtiз| й noo.ro"r.T"n Х'1] ,. , степень которых amY'*). по"опопо*r",
o,.l"n 

ЛJr"lr , СТеПень которых ,mi.,
.aто простг)аraraп d*,..1* олно и то же для различных значений своего ни).(него

,,rНДексаl Ток что имеет с}tысл обозначить его просто u"o"a ý'*'
Лля K<l uереэ И, обозначим совокупность всех }rультииндексов

nti*)*-(*'Jl.. d(i'")Gc(''i+').,..,oa'nl} . lo.'d' |=^'|' Vif i- .

Пусть Flr' - ".*rорное 
пространство всех таких qункций tl(t) "з ??l

у которых YKel ,V*"*'*aЩ* на 5) суцествует обобценная в сtlысле

С.Л.Соболева производн u .C',iir,| u[Х) , приче' (после возl,tо)..ного изriiенения

на множестве меры нуль " i"fO;i'iiulOe7jil,*_ VCO'|'e!2|.
ЧеDез Щ ., .- обознач.им совокупность функциir "" l?;. со значенияr.|и в про-

,,o""rr"t"i!ir],* 1о."')*. cl", ке.Х ).

Рассл,tотрим векторное пространств о {:. П. 0!i'-, линейный опера-

,ор Л: ff|l- L!/ , действуlоций по Форму n4'^tO€ИK'K4 
1'Е

Л, - |Л)',',,,, O;li,'i uJ n:i1l,eй, Vц е йli
Пусто i,Ke jil -, i.J{ , к<Г "."r.слп кё4 плп есл" к€.Х и

i+ir , ,о u"o". .f"''' мы обозначим векторное пространство r.tногочле-

"ов степеr, <пъj'' по перерrенной 
"cit 

, а если Kc.i n i -i* , то

Jrj'rl- Дrrl . 'по"оп.,поrи.,t, что для лrобого Фиксированн ого i-|. .,l
в алгебраической суrrме 5 ý(;,r' rrожно выбрать базис tr7f{!"tzd'l ,.,.
,..,{!"i*"'.ll ,"*"" o6".o},t, что в каждом npoc'pa..c'B.ýt'.bi r=/,..,,Т,
базисом слу)кит часть базиса Г1

Пrrr" Lli" @"'r,.,.,1!d')Ya'o'1) - семейство вещественных Функций

из С" (Rni ) , urррf !'1п"') с бi Vуl. .,d; ,. биортогональное бази-
сУ Ti в сr,rысле скалярного произведения в lr(R"') . Введем оператор

х)- k,' Если mi.-'= 0 , то эта совокупность, по олределенио, состоит лиlль
из нУлевого п.rноtЪчлеr..

l06



Ёi;lt;П':,!^}?)_О:i;:";:,{;!;;!^;J",".:о^",ж,fr:у=";!у:;:если
" 1q!"P"|,,,.,{r'jn{''(r"')} - базис . ýti"l , то операт оо 7j't,^' дейст-
вует по Фор}iуле:

(i/|
ц

эквивалентна полунор},rе Р
Рассмотрим на пространстве

мощьп равенства:

Предположиr.r, что найдется вецественная изr.rер""ая ,а Р
такая, uro inf |Ial > 0 аля любого ко}rпакта dc!2 " Q
причем и.!iеет место неравенство

rп - ! (\rrr' ,,п,)u@)d,") {,У"о,",

Ввелеrq также операторu

" 
n"'_ r - U- п'*")(I- пЕ,к'),..1,;-пп,п ) VK4,...,T

1, - По'п"' ", п"),
0бозначим через Й|, совокупность тех ФункцийпЦ(Х) "э Й' , у ко-

,opn, $ц- g . Запичем для ках(Аой Функции цtое Й представление (cr,r.

Фор1.1улу (2.3)):

,о" Р=[оi'ir,ч;'!,Гн,r;;;::'" Q-интегральный оператор, кото-

рый в явном виде выражается'через интегральный оператор, участвуцций в собо-

левскорr представлении Функций через набор частных производных одного и того

же порядка.

Легко проверлется , uro П (й) a Й
Функция /(r)

о,Й)с2р,

lQРц|s <Ср@) YurЙ,
4рл

,д. CeR " ," .""i.r, о, цеЙ , а 
'лвецественных функций ч |с) , заданных "^ !2 '

,(ir,|
nrilr*- lurunl,(p) + 

АЙ"*^l1lД}в',п 
utrr,,a,.

_ Можно доказать, что векторные пространства Л=rll'П 2 r .n ,\'

-Й П Zu полны по "ор"" il.ll ,. + p{.l , векторное пространство

Хо-Й п 2rпkuП ."'*rrrot ,Х no указанноir Hopr.ie, которая на

1 Функционал У ,определенныйспо-

- банахово пространство

, с конечной нормой

х0

(:t.3)

т

УF): ?- ц,с,f ^!"i=]r.,.,!{
( } с;, .,4,*, 

e,|uii.,',, 4::, |Й 
-", 

d)
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Пусть /€ Вrc) " /r.а* , причем <{,с>=0 lyqNnkeZp.
Справедлива слелукхllая

Т е о р е м а Ц.l. Существует единственнал с точностьlо до подпростран-

сrва Х П kWр Функция а@)еЛ такая, что

!(ul -<{,u> - urtl*o Qvl -.{,u>).

Пример Ц.Ц. Пусть !2 -обп^.r""RО, описаннаявначалепа-

раграФа, а 7ll - пространство'с полуrооtаой Р , введенное в начале приr.tера

Ц.3. Пусть Ttrl - пространство Функций, заданных на а , конечнуr} полу-

"ор"у р , аналогичнуп полунорFrе Р , но, вообце говоря, с други^rи Г,,j",
O!,',l...,*rH,n(0) " ?:|r,,,.,*|"l ПОСтроиr,r Аля tDункций а(О из прост-

оЙс'iЬ:J Д интегральное представление ч,=Пч+0 0u , подобное Tor,ry,

которое было построено в примере Ц.3 (здесь Р, 
"абор 

операторов ди(DФе-

ренllирования, входячlих в полунорirу Р , " П' Й дrkеп,Р - прОекци-

nporrp"r"r.o й и непрерывно вло)O(енное в пространсr"о L! tP) , такое,

"rо Q9(E) с J и иr4еет л.есто неравенство tQРч| о* Сё(ч) УиеЯ,
,де СеR и не зависи, о,46J Пусть { - ..цаrrвенное векторное

простралнство " Л:2 *?! - линейный оператор с замкнутыl.t 
"ооо" Х

Пу.r, ,t П kеПi . kеПР Полоlкиl.л Х= i П,2 Будем считать, что и}tе-

ет место неравенство P(u) <C,p(u) YчеХ , ,а" С, еR и не зави-

сит от (Q f, Введем, наконец, пространсr.о Л:7ПП' и рассмотрим

"аЛ Функционал (',.3). Пусть /€Л(П) "f СЛ* ( Л считаетсянорr.и-

рованны,. пространствоl.. с нор,,iой П.If;=Р(.) + ll .ll > ),,причем a{rr- 0
VЛ С Х П kеп р Тогда и'tеет ,.recтo утверждение теоремы Ц. l .

Заметим, что размерность подпространства Х П kЦр в приr.rерах Ц.3

и Ц.Ц может быть как конечной, так и бесконечной.
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