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ОБ ИНВАРИАНТНЫХ КУБАТУРНЫХ ФОРМУJlАХ

И.П.М ы с о в с к и х (Ленинград)

Пусть f, - *о""*r"я подгруппа группы 0(П) ортогональных преоб-

разований npo"rp"r"r"" РО , оставляо|цих неподвижныl.i начало координат

0 - h,0,...,0) . Нножество {) с R" называется инвариантнu},t относи-

тельно преобразований группн 0 , если У(а) - 12 для лпбого

0 € G . Инвариантнul.tи относиr"п"rо б }iножества}.iи являотся всё

,{оо"rо"rar"о RП r цt€tр

во Ц {r.Р^ l 
"i+... 

+ 
": 

* /} ,

сФера

Sл_,Ц f", КО l 
"i+, 

. . + d- /} .

Если f - .pynn" преобразований правильного ritногогранника U с центроl.t

. 0 в себя, то инвариантен и [/
Функция 9@l , ""д"rr"" " ,?4 , наэывается инвариантной относи-

тельно преобразрваний группu f , если

eG . Прпмер инвариантной относительно
|QЕ)'|tO мя лrобого

G Функчи1 л"", {tt )3
/- лобая Функция, заданная ," fQr+",o) " r- {i|+,..+ rc; .

а - Фиксированная ,о"*" ,?n иСовокупность точек gиде ta r ГА€

| пробегает все эле,.rентп .pynnn 4 , называется орбитой, или G-opB"-

ci{ (IU')

r ГА€

(1)сс2,
i,'

"n""o 
G

той, содержацей точку (z , и обозначается

биты_ зависит от точки @

Кубатурная Фор1,1ула

lа
l

G@l . Количество точек ор-

р@){ tcld

назuвается инвариантной относит , если область интегрирова""лQ
и весовая Функция P@l инвариантны or"o",nr"nr"o б и если совокуп-

ность ее узлов представляет собой объединение d -орбпr, при это,..t узлалr

одной и той же орбиты сопоставляlотся одинаковuе коэФФициенты.
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из сказанного вuще ясно, что в качестве области интегрирования в ин-
вариантной кубатурной Фор}iуле r.rolKHo брат,ь Роr 8о, En-, , а в случае,
когда f, - группа преобразований правильного rlногогранника а с цент-
ро" в 9 в себя, в качестве а HolKHo брать fl

Т е о р е r.r а |. Чтобu инвариантная относительно G кубатурная Фор-
}rула была точна для всех л,tногочленов степени не вцuе /z , необходимо И

достаточно чтобы она была точна для тех ,iiногочленов степени не выше пz
которые инвариантнц отrосrrелr"о 4

Понятие инвариантной кубатурной Фор}rулы и теорема l принадлехат С.Л.Со-
бОЛеВу ft] . Теорема l имеет суцественное значение при построении инвари_

антнuх кубатурнчх Форнул.

Из!естно f2], что рассr.rатриваемая конечн"" ,pynn" 4 илеет п ал-
гебраически.независи1.1нх инвариантнuх lDop..r (однороднuх ..lногочленов) , при

этоlr лобой инвариантнýй мноrочлен выра)хается алгебраически через эти п
Фор}i. когда названные п, инвариантнь.х lDop}r инерт наиr.tеньшие возtiо)fiные сте-
пени, их называlот базиснuни инвариантны}rи Форнаliи. 0дной из ба3иснчх инва-

риантных Форl,. является I|+О2r+...+12. Якфиан лрбого }rнox(ecтBa базиснuх

инвариантных Форн не зависит от внбранных конкретных Фор}r и является отно-

сительныr.t инвариантоr4: преобразо""",.r" l.pynnn 4 либо не изr.tеняет его, либо

изr,rеняет его знак.

Преобразование l € 0(п) , отличное от тоlцественного преобразования

е , называется отрахениеri, если оно удовлетворяет 9авенстэу 7r2-g и

оставляет неподэихной гиперплоскость. Ес.ли ,9ynna ý порожАена отражения

,.lи, то совокупность эсех инвариантныr. orroanr"nrro б многочленов просто

вцражается через базисные инвариантнuе Фор}rы.

Teoper.ra 2.Пусть 0 - кон€чнЕя подгруппа 0Bl
ная отражениями. Тогда коль всех инвацо атнаси тель

, поро)цен-а-
0 !iногочле-нб

нов порошдается |ъ баэиснuйи Формаlrи r,|c), , ,,,fo @) степеней lп1 t...rl7Z s7

соответстэенно. Порядок группы б равен проиэведенир Пtп2,,, по,
Теорема 2 в более обцей Форr.rулировке приведена в Е3]. Теорема 2 ут,

верждает, что лrбой инвариантнuй }iногочлен является многочлено}r от базиснuх

ин9ариантнцх Фор}r - линейной коr,rбинацией с числовыlrtи коэФФициентаr,rи }.iного-

членов

I|'p)ti'tcl ..,ri'la), Qt

где 4tr42't.,,ldп - неотрицательные целче числа. Нногочленч (2) линей-

но-незаэисины, так как линейная зависи}rость Merrдi нийи означает алгебраи-

ческуо 3аэиси}rость rqежду базиснuни инвариантнu.rtи Форirами.

Буден теперь рассl,tатривать инвариантные r"tногочлены на поверхности сФе-

on Jo_' . Для определенности будем считаrь, "rо\lО) -
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разо1.1, IrUr)- | ,а ýn_, . По теореме 2, все инвариантные }tногочлены,
п

рассматриваемые как Функции на сФере ))r, явп"юrся линейными коr.tбинацияrrи

1.1ногочленов

ti'tcl lr*'lal . - . f|" td, (з)

где 42r4J r...,4n - неотрицательные целые чисгlа. Докажем, что сужения

},rногочленов (3) как Функций от , "" Jo_1 линейно-независиr.rы. Har,t по_

надобится следуOцая (см. Е2] )

Теорема 3. Якобиан базисных инва нтных ,pynnn 6 ,"g-
рая является конечной руппой 0шl , поро).Фенной отражениями, распа-

дается в произведение mi-п линейных Форr.r, определяю|llих плоскости

отражения.

Введеrа Функции от п- / переменных

ф,,. (t,.Сr,,..,I,_,): r;*, (r,xr,...,on), i= /,2,...,tr/, (Ц)

гле хDп-rFт4' , которые определены на *4-l) -r.repHo' uа9е Bn_rI
ri+...+t:_t<t Линейная независи1.,lость многочленов (3) ," ýо_, равно-

сильна линейной независимости функций

фi'trlli'trl .. - yii-'tct, (5)

где dl ,4rо... r4п-, - неотрицательные целые числа, как Функций на бпr.
Докажем линейную независиl..ость Функций $) ,а 8п_t . Предполохtение

о линейной зависимости qункций (5) приводит к алгебраической 3э!иr.,,-.rсти
,{ежду Функция1,1и (Ч) и, значит, к тождественноritу обраценио в нуль якс( ана

D l9,, lr, , . . ,9n-, )

D(ц,сz,...,ап-t )

"а Bn_t . Но это невозlitожно ваиду равенства

D,,r,12,,..,rп) пl,|п+l л D (фrrф,.,.rРпr)

Dq:xr,-,a"r- '1-1l n" 
й) '

так как якобиан, по Teope}re ], в левой части на Jo_, отличен от тож-

дественного нуля, а тогда Ter,r же свойство, "" Ва_, обладает и якобиан

в правой части.

Teoperaa 4.Пусть f,-*о19.1цподгруппа |ful , поро*деrrа"

отраженияr.rи. Тогла разl.rерность векторного пространства инвариантных отно-

сительно а многочленов степени К равна числу решений уравнения

пFr+lп2сJ2+...tпп4п= к
в неотрицательных целых числах. Разме ть векторного пространства Функ-

ций - сужений инвариантных l"iногочленов степени ( на РаВНа числу

речlений уравнения

Пz*,- mJо\+.,,+ пLаоLп - К
в неотрицательных целых:числах. Здесь, как и ранее,

(6)

- степень базис-rai
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но}: инвариантной Фор}iы _Г1 tz)
Приведем прил.еры гpynn б , поро)ценных отражениялlи.
1. Гипероктаэдр }Vо - "rо 

выпуклая оболочка точек

(!/,0'...,0), (o,t/,...'0),, .., (0, 0,..., !|),
называеr.iыХ вершина}.rИ Ц . Рассмотрим группу WoG* преобразований
rипероктаэдра в себя, порожденнуD отражения!rи относительно гиперплоскостей

tt=az, tr2-aJr,,.rOо-|- хп, xn-? . Порядок группы р"ве" пf 2L.
ба3исными инвариантными формами являются элементарные си},rметрические Функции?2

t'C2,
drf 3
- 

,.
L=t

,:,6, ц zl,,l 'О2о

, , ,, Ф: степеней 2, l, . , .,2пoTI
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где

ci"i... oi22ni 
"i,,

d"f

2. Положим
(L)

2l"', апцВ'= (а)О),а
(&)

) d-/,2,...,пl/,

tъ* /

п(п-i+z)h-t+t)
, !,.L,

() del
(п+{) ( п- b+l )а;

(7)

(8)

i-1,
п |п:ь+ 2)

0 [ >+.

Правильный симплекс Uo - это выпуклая оболочка точек (7). Точки (7) на-

зываотся вершина},rи Vо . Группу всех преобразований Vo в себя будеr.r

обозначать V oG . Группа Vo| изоl.iорФна си1.1,{етрической группе
пJn*, (перестановок п* / вецлин Vo ), и, следовательно, ее порядок

равен (л}/)/ 0на является группой, порожденной отраr(енияl.lи. Гиперплос-

кость, которая проходит через середину ребра, соединяццего две данные вер-

lлины vо , и через остальные п-/ верцrин, является гиперплоскостьо

отрах(ения. Число всех гиперплоскостей отражения равно (п+ t)пlэ.
06означиrq

, ,def!L:@) - )а'|)r, , {:|,2,...,п+/,
tг|Lа

Базисные инвариантные Фор}rы группu VоG таковы

orul Ц fl; t! tO , [-2,з, ...,п*l,

]. Рассмотри.{ двенадцать точек a RJ , расположенных на cgepe,f,

(о,о, !,),+|zьi et, 2Еиf zr, i ,

i!fur Pi+t) , 23iп| rеi+t), - l) , i:0,|,2,з,l .



Выпуклая оболочка этих точек называется ,*оa""дро" И , а саr,tи точки на-

зываотся верчrинами икосаэдра. Рассttотрим группу врацений икосаэдра, которуо

обозrачr" ИG . Порядок ИG равен 60. Дополнив образуюцие группы

иG центральны't отражением относительно начала координат, приде^i к

группе иG* , которая является группой, порожденноЙ отраженияl.tи, и ее

порядок равен l20. Плоскость отраr(ения проходит через середины двух проти-

воположных ребер и перпендикулярна этиl.i ребрам. Число плоскостей отрах(ения

равно l 5.

Приведеl.r базисные инвариантные Формы группы ПG* :

А Щ {+х!+fr;,
8 Ц гпi х!+ ýа! с! + а: + tori о! а! - гoi r! -

- t r| о! + Z п| л, + lOq о! ч- 20 о|о! r,
с d! 

V r:- бл,сr+ а!),

, \n!* ý а!+ э! + 2 п? аэ- z с, х3, - t0 af о!- с| ci- зо c,a!q- zг r! о! ) ^

х 1ri + i о! + r', - [ о| сr+ t с, а| - ю о| а!+ l l ci fr - to а! ai ) .

Обозначим uер.з D якобиан базисных Форrq l,B,C . В силу тео-

ремы 3 он меняет знак при отражении, поэтому ! не инвариант группы

Иfi* , "о D' является инвариантоr,i И1^* и выраt(ается через базисные

Формы

D'-- 1728 в'+ с3 + /20Ас8' - lLl'c'B + 64A3(tB'-Ac)', (9)

Якобиан ! - n"Bap"aHT группы ИС

д. в,си не является r,tногочлено}i от

, которая не порождена отражения}.rи,

, а выражается через них алгебраи-

чески, как это видно из (9).

Найдеr.i размерность векторного пространства Функций - сужений на Ja_/
инвариантных относител"rо Wз6* r.rногочленов степени /( , други,iiи словаtiи,

наЙде}. число линеЙно-независимых сФерических гар}.tоник порядка ,( , инвари-

антных относительно WrG* . Обозначим 
"rо 

*""no ý(К) . По Teoper.re Ц,

оно совпадает с числоl.. речений уравнения (6) в неотрицательных целых чис-

лах. Уравнение (6) в случае l.oynnn Wr6* записывается в виде

4*r* бпз- к,
Ясно, что это уравнение ,riox(eт иметь требуел,iые речJения лиlUь при К четноlrl,

поэтоr.rу ý(K1-0 при К нечетноr"t. Нетрудно показать, что при ,( четноr,t
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нечетном. Если 
^'

, если к=0 (поd3),

, если к{о цrcоdз),

Wo ,0<[чп-/

четное, то

ý(*)- L#'

Jt*l

чrсло Лlr) линейно-неэависиl.tых гарl"iоник порядка ( , инвариантных

относительно группы VoG , равно числу реurений уравнения

3B"l4ar- к
в неотрицательных целых числах. Можно показать, что

ý1"1 - l+1 ||,
,оa [ равно тому из чисел 0, l, 2, которое удовлетворяет сравнению

к=ttп,rоdЗ)
приведем еце Форriулу для числа 8tK) линейно-независиl.tых сФерических

гарr'iоник порядка ( , инвариантных относительно apynn' ИG* Чrсло ý(К)

равно числу речJений уравнения 0"(,е+/0о(,з: К . Ясно , uro $1к'1 : 0 при к

lгде равно Totty иэ чисел | , 2, 3, которое удовлетворяет сравнениD

K=et \пOd3).
flругие Форi.iулы для числа ýtK) указал С.Л.Соболев Гr] .

0
Рассr,rотри}r 

' 
-мернуо грань гипероктаэдра

определяется верчJинами

, которая

0ч, tlr, ..., dt,l", 0, 0,,.., 0) i- 1,2, ... ,l+ t ,
и является выпуклой оболqчкой этих точек. l|eHTpoM грани является точка

с\|

T,/&,l , t/([+il,...lОЛ,0,0,...,0), (10)

у которой координаты равны средне}iу ариФметическоlitу координат расс1.1атриваеJ

рtых верщин. Центры остальных f-л"о"п* граней иliеDт координаты, которые

получаотся из координат (I0) всевоз},rожны}.rи перестановками и изr,iенениями

знаков. число !-^"o"n, граrей Wa рав"о 2t+1 

'1f+t) 
(t=0,/,2,...,п-/).

Проекции центров всех /-""рr.,^ граней Щ (при фиксированно,"i l 't 
""

начала координат g на сФеру с це"тро" в 0 " радrусол R>0 обра-

arо, W G* -орбиту, и их ljtoжHo брать в качестве узлов инвариантной ку-

батурной Фор..,tулы.

0чевиднg, центр каждой !-r.рrой грани '|фfо при всех {- 0,,|.2,...

...rП-| лех(ит по крайней r.iepe на одной из четырех гиперплоскостей |r- Сr,
xt:- rz,tг 0, Ir-0 , каждая из которых проходит через 9 - ц"rrр
И . 06означим череэ t lrHox(ecтBo всех пряr,rых, проходящи" uap"a d

u. l,!rrо' ".",. f, -^.rrn" граней Wa no, b0,1,2,.. .,п-/ . Ясн9,

7ц

| ,-ti] - L#]

t гf] - tf]



что лбая пря!iая иg ! содержится хоть в одной из указанных вцде че.тчрех

гиперплоскостей. 0тсода следует, что многочлен эосьиой степени ЕО Ц
Ц 1oi-O)r|O| оао"rается в нуль в точках лобой пряноа пз ! .

Пусть в кубЪтурной Фор.{уле (|) весовая qункцuе р(а) неотрицательна

" Q и такова, "rо | P@)dX>0. Еслп в качестве узлов кубатурной Фор-

мулы (l) вэять точки, ofanono*"r"ue на прянч*"з ! , то ее алгебраическая

степень точности не может бчть более сени, так как tlля l.,lногочлена Q tal
кубатурная Формула не точнао С другой сторонч, cлllecтayeт кубатурная Фор}rу-

ла для Q-3 " Р(а)'| , у которой узлани яtляотся центрь. l,r"p"r^
граней W" o'non 1-011,2 и алrебраическая степень точности которой

равна сени [Ч]. оrсрда следует, что число гиперплоскоGтей, на Koтopux ле-

жат центрч всех граней Ц , вкJточая Лr -нернуо грань Wo , равное

четчрем, является r.tининальнчr.t.

Ho)fiHo показать, что центрч. всех l -rrо"", граней правильного сиriплек-

"" Vo , 0<[< П-| , ле'жат в трех гиперплоскостях, проходяцlих через'

g
0тнетиr.r такх(е, что веплинш икосаэдра И

рu двумерных граней лежат, в чести плоскостях

IJ-0, Ie- t,Ф?i-0, j-0,1,2,з,4,

проходяlцих через центр ,*оa""др" f
В paCcr.roTpeнHыx наl.tи случаях .{ининальное число гиперплоскостей, на ко-

торчх лежат центрu всех граней правильного нногогрэнника, вклочая центр
Саl,|ОГО }rНОГОГранника, совпадает с riининальноЙ степеньD базисноЙ инвариант-
ной t}орны, отличной о, of+a!+...+a|

группу yо0 дополниl4 преобразованиеl.r центральной сиllнетрии относи-
тельно начала координат. Это приведет к группе порядка (п+0! 2 , кото-
pyD будем обоз""""r, [о G* . Инвариантнче многочлень. группч VoТt содер-
)fiатся среди инвариантнuх иногочлено" .pynn, Vod . Пусть РСd
инвариантный многочлен .pynn, [о@ . Чтобu он бшл инaариантнuн относи-
тельно VoG* , необходиио и достаточно, чтобч он не изменялся при цент-

ральной си}iметрии: Р(d-Р(с) . ОтсDда следует, что множество riногочле-

нов, инвариантнчх относительно группы VoG* , соaпадает с }t'oжec'Bol4 чет-
нчх l,tногочленов, инвариантных относительно vo0

построиrr кубатурнуlо Фор..iулу для вýчисления интеrрала по щару

I(p Ц |{Han,
бL

точнуо для всех многочленов не выще пятой степени, инвариантнур относитель-
,о ,pynn" [of* . Инвариантные относит"п.rо Vo6' нноrочлены не внше

пятой степени таковн:

, СерСдинч его ребер и цент-
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где

на

L и

/, i2(r), пq(c), а! tФ, (ll)
где ,.lногочЛены П*(Ф) определенЫ Фор}rулаr,iи (8). В качестве узлов возь!tе}r

две орбиты

VoG* (Lа"') , чоG* vllu') ,

f,l - поалехащие определениlо параl.t етры, О"'- (rrlr,.. r 0 ) - верцrи-

чп и

гАе

tFT tETVT,VT ,0,...,0 )
- проекция "" ýо_, середины ребра, соединяO|tlего веплинн al') n

o,,,-LL.Щ. 0.....о).'\о' п ,:""," /,
Первая орбита состоит из точек__t ХДV' , ,F. a!i- ".prn"' "n"nn"*"" 

Уо ,

вторая орбита состоит ""!Р!r' , ,л" l!'- noo.*unn "" Ео_, середин

ребер Vп . КоэФФициенты, отбечапцие узлаl.i первой и второй орбит, обозна-

чи!t через Д " В соответственно. Таким образоr.r, кубатурнуо Форirулу

будем искать в виде

I U) ц О ЯLr u,аir1 + У t-bo"'l *

* BY'V,у!"'1 *{t-p!"'|. (l2)

Кубатурная cyl..i..ra зависит от четырех параr,iетроa LrУrД , 8 r для

определения которых lrtu имееl"r четыре условия: кубатурная Фор},tула должна быть

точна для r.rногочленов (t1).
Нам понадобятся значения r.tногочленов (lt) 

",о,,*аrtДИ) n!l!' ,

г* ttai') : (!l )' I r b,lr / о-') ,

!,, рlV') - , Fl)r |У;* |, + rt)'z-'/(o-0'1,

Выпишем Taкl|(e эначения интегралов по Во от ttногочленов (l l):

п+l , l - (п+t)2 l_ t

r @) : '#, 
| (6о) , I rc!r ffa1 у (в"),

I(Ец)-ffir(В^),

!",- (
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3апишем теперь, что к56атурная Формула (l2) точна для liногочленоВ (ll).
Это приведет к систе}iе уравнений:

f-l ,0lItг-|l

{-Еr, Ш,ъr+8р2: #i trЗl

f :Ец, (о"- n+l)u 
"'* 

otor|,!o,!,7) ýlr'- :'ыur-цffiу l

aa fot + */r'- h .f- oi,

3десь для сокращения записи эведенн новь.е неизвеынuе Щ,

Шу(Во)- 2И+t)A, ,Ьр(6о)- пtп+l)8.
*

из двух

0lfu!=-

последних уравнений системч ( l 3) находин

(|l,)

(l5)

1t6)

( t ]) rrolrHo

( l7)

п2lп- 7 )
(п+t)(п+z)(п+4)

Введем новuе неизэестнuе 4 u lГ

ч-# , г-ft.
Теперь с по}rощьD равенств (tý) первое и второе уравнения системч

привести к виду

- п' (п- ?)а2 + 2о(п-t)zt2 - 1п+i(п+4(п+4),

-п(п-7)ч + 2(п-t)2tr - (п+l)(п+4),

0тсрда получаеl,t квадратное уравнение для определения Iг

(п- t )2 (п + 2 ) tг 
2, 

2 (а- D' 1п, 4 ) tг + (ь4 ) (п"-s ) = 0.
из квадратного уравнения и второго из равенств ( l 7) получаен

2 ln-l)

п (lt+2)(?- П)
2 0- dh+4),

l*4 |- п+2 , (п-l)(п+2) z (т- п) (п+4 ) .

Параметрн ц и Г вещественнч прп п<7 . Прп 11-l кубатурная

Фор},lула не с)щестзует, так как в этоt4 случее Ц-!Г и, следовательно, все

узru леl|(ат на сФере. 3начения параr.rетров .l, и /l, находиr.t с nol,toOlbo ра-

венств (16), Ё значения коэФФициентов / " 6 - с noltortlbp (l4), 1151.

При lL- 516 верхние знаки в значениях 4 и Г приводят к узrr€rн, принад-

леrхаlцин Во . Во всех Qстальнчх случаях среди узлов имеотся не принадлежа-

цпе Во .

число узJюв кубатурной Формуru (12) при 7-4rý16 рав"о(п+t)h+2).

п*4
Ц: ;тi L
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Это число превшlJает ни)fiнlоlо границу на 2а t.". [S] |. 1ри п-3 середины

ребер правильного симплекса образуlот центрально сиr.iriетричное относительно

его центра r,rнoжecTBo, поэтоr.rу число узлов уr,iеньшается до lq, что совпадает

с ниlкней границей.
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