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ОБ ОПНОМ ОFОБlЦЕНИИ НЕРАВЕНСТВА ХАРДИ

А.К у ф н е р (прага), Х.Т р и б е л (йена)

l. Введение

Известное нерзвенство Харди

Т ,--" l"ttl'dt з |
р

@
" n# р-/ (сн. El , Teoper,ra 33Фrили f 2, гл. У, ý5] ),

f Г Г |u'(t)(d,t,
0

(l)

(3)

0
гАе f-P - *
является полезныl.i средствол.r при доказательстве теорен влохqния типа

w/*tel-trp*_p(G)
для весовчх пространств С.Л.Соболева с весовнl.tи Функция}rи ,"n" рР(О) , ,ае

?h) - расстояние точки tсG ао гра"пцы flfi област, f, . При

доказательстве Teope}.i вложения для весовых классов с более общиrqи весовы1.1и

Функция}rи типа о (уtС) используется обобщенное неравенство Харли типа

i u,rt,tu(t{dt ,- (+)'Т ",thto,ttilPdl, 
(2)

r]o
гле Ооr6| - некоторь.е Функции (crr. нихе Фор}rулы (l]) или (lЦ), а также

Ез, ll, 5, бJ).
Неравенство Харди r.roxHo обобtцить так}|(е в друго}r напраэлении, используя

дробные проиэводные Функции Udl . Так, наприr!iер, в Г7] локазано, что

для всех ц€ С7 (0,.о) и,.rеет место неравенс тво
ф соо<)

|чН) - ц
D

rc)r

t+8p\ '-", 
u ttllPdt .lI

00
dldT

lt- tI0
с HeKoTopol'r постоянной (>Р

t8] пл, ЕЭ] l.

I

ралл/.р€ф,0<0./,9# (см. такхе

Цельп этой статьи является обобцение неравенств типа (3) для более обцих
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весовых Функций на основе интерполяционных Teope}.r для весовых пространств.

2. 0сновные определения

Пусть o(t) > g - непрерывная Функция, определенна^ дп^ ie (о,*).
3десь буден расс}rатривать два типа таких Функций:

Тип Д: Функция бd) }toHoToHHo убывает на Heкoтopor.r отреэке (4ё)
с е>0 , и cyulecтByeт постоян""^ С >0 такая, что

о dl = 
С пLrъ б (t) (Ц)

для 2-d.* t'lle| с l
В этоrq случае мы будеr.t работать с пространсraо" !Vr,u , /. Р€ф l

определенныr,l как заl.iыкание пространства Ci tOrr.) ФиЙтных бесконечно диФ,

Ференцируенuх функциЙ по Hop..re L
р

, uo 

"1.o: 
(Т. ,n fu dlt' r t u'uf]lt) ,

и с пространсtвоtl Lo,u

trчl, :up,a
оt/llц(t)lРd!

й:" - (!ou W r," ) r,, , 0-0./,

ш
lattt- цrcllР

функций, мя которых Hop}ra

о (d dldc +

(г

L

},

(5)

(6)

(7)

(8)

конечна.

С поночlьо метода веulественной интерполяции (см., наприr.tер, f9]) "охrо опре-

делить дробное весовое пространство типа Соболева-Слободецкого:
о. I

с нормой

llч,l ф:" t+t lt-tlt+оР0.ё.t.
оо

+ l l, trll'u tllmлrLt,/-0О ) dl

< t , о проиэвольноJ, 
'.oo"n для разных / 

"*""""п"нтны).
Тип S. Функция о tll монотонно возрастает на некоторо" оrрез*е (4а),

и иriiеет ..tecтo olleHкa (4) .

В этоМ случае rqu будеМ работатЬ с пространСr"о" Wru , /.р.ф,
определенным как заl.tыкание по норме (5) пространства С*|О,О) бесконечно

диФФеренцируе}rых Функциi, udl на Й - ) таких, что SupP u с Г4 "-) .

Лробное весовое пространство определяется опять }iеТОДОl.i веrцественной интерпо-
ляции:
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с нор}rой

l/,ulroo

0< 0. /,

е l/)dldr +

Wlo - (/r,riW/r)r,o

\l
|цt{l - uЕ)lР

Ё,t(+0е

(9)

( l0)

tt.t+

ц|

t.

Г,
0

0<

+ l (,rrf
(си.[9J).

Пусть

( о,*)

или

3. 0сновные идеи и результаты

btll - непрерывно диФФеренцируеtlая функция, определенная на

и такая, что

Л.' Ё), о on^ /r0,
I,th--ф, ti,* Ld1-oo,

t+ф
2) и1.1еет место для следуOlцих пар весовых

й
t+0

(Il)

( 12)

тогда обобtценное неравенство Харди (

функций: k-elX,tll
6,(t) - 0

Ооlt) - ,tl,РllЧll

|-р

Lr.'tlЛ
t th.

ИЛИ 
6,(t) - ,tP,tl?cttt b,dil,,p ,

( l l,)
боl,t) - ,o-tlД"tll x'ttl ,

Будеr.l рассr.lатривать случай (l3) и предполо}{иl.i, что Функция сr, является

@ -функцией типа А. Неравенство (2) тогда r.io)|(Ho писать в виде

'u''."оЭ 
СlЦI 

"/,r,, 
(15)

добавляя в правой части' (2) слагае}iое 
'оrrr,* 

. 0ценка (1ý) имеет r.lecTo

для цеСi@*) ; переходя к заrriыканиlо, получаем вложение
c.l

Wr,n, * Lp,uo. (16)

Так как одновре}tенно lr,", 
- 

/7,", , то с по}rоOlьD теории интерполяции

получаем влонение

(!r.". Й/,ч,) u,r* (Lp,", , /r,r) r,,

ili,о, * lF,r,-, ,

( 13)

(l7)

где
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оrc (t) - u,'-u(t)"'r,tl (l8)

(см., например, Е9.] ).
Вложение (l7) представляет y)i(e некоторое обобtцение неравенства Харди

типа (3), но отличается присутствиеr.r саr.rой функции 4 (с некоторыr,r весом)

в правойr части соответствурцего неравенства. Рассмотри}i поэто}rу роль слага-

емого ilЦl, в правой части неравенства (15). Ясно, что оценка (l5) и
" ЦР,6t

оценка, вытdкаЬчlая из вложения (l7), играlот роль только в окрестности точек

t-O " t- * . Если в окрестности этих точек иl.rеет }recтo оценка

боd) G с6, ft) , то получается тривиальное утверждение. Поэтому, каза-

лось бы, целесообразно ограничиться только такиl.tи весовы},tи Функцияr.rи 6, и

61 , для которых в окрестности точех !- Q и / -е верно бо1/) >со1(/),
Это значит, что

tth z с>о (l9)

для 0.t= *.
Qчевидно, что !rногие весовые Функции типа (l3) удовлетворяот условип (l9),
но, с другой стороны, иr..rеются приr..tеры весовых функций (в том числе и весовых

,А
Функций типа | ' , выступаоtцих в "классическоr.r" неравенстве Харди (l)) ,

для которых (l9) верно только в окрестности тоuки f-0
Поэтому будет целесообразным предполо).(ить, что (l!) иrrеет }recтo для

малых значений f , и (во избехание трудностеir, связанных с точкой / -е )

ограничиться случае},t таких функций ц , для которых Sчрр ЦСV,Л (ясно,

что Br.tecтo l монно поставить лпбое положительное число).

3аметиr,r, что аналогичнuе рассу)чдения ,,toxнo провести и длл таких функций

Ъ , для которых соответствуЕхцая Функция 4 из Фор}rулы (1Ц) является

функциеir типа В.

3.1. Т е о р е lt а. Пусть Функция } удовлетворяет усл9виЯr.r (!t) и

(12); пусть

t e(o,L), е> 0
L'ft) >с>о,

л7Lr,flи пусть а является клой в

( 20)

(о,е) . пу.*_для

6, определяется череэ (I3) и вuполня€тся

Тогда сучlествует постол""ал t>0 такая,

цируе}rUх функциir л таких, что sцрр ц с. (0,/)

0еOз /. (2l1

что для всех непрерывно диФФерен-

, и}iеет ,.recтo оценка

ort!) = е(|-Р)Ъ(Ь (i ftr]'-",

Vc

l
0

бFо|t)lцttilР lt -

бц



lцtll - u1ollP
ео

ffшоfut)
i.

<с

с 0.0./
б| (о dldt + (22,

lt-Tll*0p
о с зависит от 0

l
l,,:tll

тельно предполо)|(ить о t то неравенство (22) Molr-

бFеtl) lutll| 'dt -

\
0

и

)Если дополни

но усилить:

т
0 р

B,h)dldc. . (23)

!+l |t-cl
Л о к а з а т е л ь с т в о. Во-первнх, надо покаэать, что Функция О,,

.,{онотонно убывает ,а отрезке (,4,f ) . Но так как из (l3) или из (2l) следу-

ет, что 6,(t)-k"t't{d1'' , то это равносильно тону, что Функцил

е'"(d| tth - (gЪ<ёllt ,.roHoToHHo возрастает, что обеспечивается выпук-

лостьlо gr"*unn 
'Ъtlt 

. Ножно тоже предполагать, что выполнено условие (4)

(оно, вообце говоря, неинтересно, так как }rы ограничились Функцияr,|и Ц с

носителеr.r в (0,Л ), и поэтоич Orltt - Функция типа А. 3начит, иrееет

r,recтo влох(ение (l/), и неравенство (22) яэляется следствие}r Формул (8) и

1t8).
Еслидополнительно fo-"Ctl , то

qФ, t-eP=,t ( а| _ о 
(t)) ,

Из (22) следует

:
\.,., t{l1u11llPdl =

=, ll
о<t<t<

0

(t lчGl-цGilР
Zn|l 

-

- -*i-l-h1 
lt-TltOp

2

l

lцth - ц Gll

o,(ddtdc + Г tl fut
t

\t!y,zl- /,,rQ,лс некоторыtt 7>Р . Так как оператор вложения
L

ся вполне непрерывныl,i, то

lцGl- arc)lP

lt- tl|+0P

ц ( 241

являет-

( 25)
о,dl

еС

t
d/lt

(доказательство этого утверждения приведе}i в конце статьи) и неравенство

(23) является теперь следствиеr.i (юр}rул (2Ч) и (25).

В Teoper.re 3.2 рассмотрен случай, соответствупций б -Функциям типа В.

l

l
I

|цt{ll l
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ляется через (llr) и выполняется

Л, удовлетворяет условиям (ll),
вып уклой в ( 0,е) . Пусть б/ опреде-

( 26),. (p-t)\,(
Оr,t)= [,' t

|- 0р
0= 0е t.L't ,l

Тогда cyulecтByeт постоянная C>d такая, что длл всех непрерывно ди(Фе-

ренцируеl"tых функций ц , и}.tеет ,{есто оценка

ф
Rp
l о. _ ttllцdfl' dt 

=0 l,a

=, IlI\о.&r.

lut{l-ukl|

ht lt-c|l+ep

р

т
0

4фd{Jс + o,tllluttllPdt (27')

но усилить:

с0.0<l,0r0 ;С эав"с",о,Q уl
Если дополн"r"пrrо Х,'t)-- яля d*p то неравенство (27) мож-

р

ВUПУКЛОСТИ ФУНК

- Функция типа

и (28)

Г.,_, 
(t)lч t{llPlt =

lцth-чttлl
<г 6,ft)/l ( 28)

lt-T ItOp

Л о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, надо показать, что Функция d,

l.ioнoтoнHo возрастает на отрезке

чии g'lЧЁ) , так как 6rё)-Lе-Ъ
(ael , н., это следует из
ё'tёП'-Р . по"rо"" 6,(t)

В, и Q7l следует иэ (юр}rул (l0) и (l8) .

Если дополнительно #6 - rU) , то бtdl- О (О,_rФ)
следует чз (27l аналогично, как при доказательстве теоремы ].l.

It. 3амечание

недостаткоl,t вшлеупоr.iянутого r.rетола является то, что Hyl,tHo было исходить

из неравенства (L5) Bмecтo неравенства (2). Вследствие этого ..rы ограничились

в наtuих рассужденилх Функцияl.tи 4 с носителе..i в отреэке fOr/J , получили

оценки |22l и Q7) и при дополнительных условиях лучщие оценки (23) и (28).

Возникает вопрос, lito)|(Ho ли наЙти дополнитель"ые условия на 2L , которые бы

гарантировали выполнение оценок (23| и (28) для непрерuвно ди(юеренцируе}iых

Функций ll с носителе}r в |0,*) (или в (О,.О) для ý -функций типа А)?

Опиrцем здесь коротко один метод. Пусть ОоG) - Функция uз (2l) или

(26l , и предположиl,i, что суцествует положrr"пr-r"" Функция l(C) ,а (1,1)
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( 29)

(это некотороеJсловие слабой однородности; оно выполнено, наприиер, для

"классических" весовых Функций из неравенства (l), где Or(h- 7-,
q-о{t)=чп.st,t*-0Р ). лалее преАполо}хиlt, что (23) или (28) имеDт несто

тоже лля !'-ео lиз теории интерполяции, c1,1., наприr4ер, ft] , следует, что

это предположение выполняется, если О, буает монотонно убывать или возрас;

тать не только в окрестности точки { -Q , но и на всеl't.полупрямой

(О,"о) l. Если теперь Ц - допусtиr.tая Функция, описанная вшше, то мя
Функции 

"(!) 
с Heкoтopыl.t С , 0<С < / , иrltеDт место оценкч (23) uли

(28) . 3аменой координат получиr.i, что эти неравенства справемивы TaK,i(e и

дlля исходной функции l .

5. локазательство неравенства (25)

Локажеr.r следуDщее утверждение: Пусть /<р<е, 0<0=/,
0. |- / . Тогда суlцествует полонительная постоянная С такая, что для

"".!цrW! q,Zl таких, что 9црр ц.U,q , и}iеет irec'o оценка

i,uu,"dt=;)I,#ar*, (З0)

Предположиr.r, что такое число С не суцествует. Тогда 1,lolKHo найти после-

довательность Функци]-i ui e\l! tg,2), +LlРРЦ a V,0 таких, что

такая, что

для /-l2,, . множество

iff#,*rc,,-lrc)-,Ч! ffi;'

2

I

:,

р

/ !u,rlil'dt.j
lq ttl-ui@ll

(3| )

Vl! t2,л

dtdT

и поэтоr.,tу компактно в пространстве

подпоследователь ност ь

некотороЙ Функции 4

lt-clt*Op
ф

ограничено э пространстве

'i, Q,э) . Следовательно, слцествует

lrQ,zl

ц
{ J }

{Zi J i-r, СХОДЯЩаЯСЯ В ПРОСТРаНСТВе
оо,

, для которой имеет место

ЦilLpc2.zl

вытекает
- |, цtрр u с U.i),

il; "rОапr"Я 
К Ц такх(е в пространстве, что

из (3l) далее следует, что
р

lцGl - ц Bll

2<t-t<2

dtdc - 0,

Таккак ц(С)-0 аляf -tr<2
воречит первоl.{у условиlо в (32).

к

(32)l
но из (3|) W! t2,1l

lI
, то ц(h-О почти,всрду. Но этО пРОТИ-
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