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построЕниЕ кувАтурнь!х Формул с пЕрЕмЕноа tвгА

Л.В.В о й т и чl е к (Новосибирск)

В теории кубатурннх формул с регуллрннri пограничны}.r слоеrur прелполагает-

ся, что узлы интегрирования располо}чены в узлах некоторой периодической ре-

tlетки Г7 с фиксирован"ы" чlаго" / . В практике внчислений часто возникает

потребность в кубатурных Фор}.iулах, позволяпOlих интегрировать с разныl.t lлаго}r

в разных частях области интегрирования. Такие Форr.rулы всегда иоtilно постро-

ить, синтезирул их из элементарных Функltионалов, каtчдый из которчх имеет

нухныl-r цr<lг интегрирования. 0днако этот способ построения, во },tногих случаях

неиэбеlчный, явллетсл очень трулое},iкиl.t и гро},iоздкиl"t.

в настоячlей работе преллохен способ построения кубатурнuх Форl,i.чл с пе-

ременой u!ага в сл}чс1€1 когда часть области интегрирования, где изr.iенпется

trаГ, ЛВЛЛеТСЯ РациОНаЛЬННl"t l,tНОГОГРаннихолi.

Теория.кубатуDных Форr.rул с регулярннr*r пограничныl"i СЛоеr.r ЛЛЛ РациОНаЛЬ-

нuх r.iногогранников полDобно изложена в cl, гл. XlX]. Напомним некоторне

опрслеленил и основнце результаты, необхолиl.tuе лля дальнейtuего iiэложения.

Форr,tула прlrближенного интегрирования

характеризуетсл функционалоlil погDешrности

\ f ,al" - r?uo 
t" clf (rHy)

ioь) - r|uor"с,d 
(с-tH1).

(1)

ния |rHl

/tr1-
3десь а - сбласть в а -мерном евклилово}r пространстве, узлы интегрирова-

лвля|Oтся точка}rи пеýиолическоГr речiетки с маtрицей l,H , гл€

/t, - napa"eTp, HaэlJвaeмul-r цагом интегrrирования, / - челочисленный вектор.

В теории кубатурных ФоDнул С.Л.Соболева рассиатриваптся кубатурные Фо9-

}rулu с регулярныl.i погDаничны}r слое}i, явллDUlиеся аналого}.4 квадDатурных Форr.rул

Грегори. Кубатурнrле Форlrулн с Dегулярнurit пограничнu1.1 слоеl.r получаптсл путе}r
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суr,ш.l]iрования Функционалов очибок с ,.iалNки носителяни, ортогональных кО Bcer,i

полиноr.tаr.r степени н]l}че tп и ограничен"п^ 
" 

Г'(Q) , npr,."" Ta}r, гле это

воз}rохно, эти }rалые Функционалы строятся одинаково. Полученная такиrl обра-

зорr кубатурная Фор,,rула иr{еет один и тот }ке коэФФициент во всех узлах интег-

рирования Kpo},te тех, которне располо).(ены вблизи граниllы области и обраэуrот

ее пограничный слой. Процесс построенил кубатурных Фор}rул с регулярныrl по-

граничны!t слое}r сильно упроOlаетсл лля многогранников, которые С.л.соболев

назвал раllиональныr.rи.

Лпбоir выпуклыir многогранник ,.toxнo залать системоir неравенств

(2)

Выпуклыir irногогранник называется раllиональннrii, если в системе неравенств
(2) все коэфФициенты 4Ki рациональны. Назовеr.r граньD ..rногогранника .lножест-

во точек, в которых часть Функцпб Д" обр.rчtается в нуль, а остальные неотри-

цательнн:

Дr,-0, i=/,.,.,/, (з)

Пусть N- ранг antr""ы (3) . Число 8= п -Z н.,tзывается paзtitepHocтbK)

грани. Нножество точек, удовлетворякrчее систеl.rе неDавенств

Ёо-r", - {rr0, K=/,,..,l.

называется l -roo",!"jr]r"1,; i=/"", [,

д*=

('l)

углоr{ порядка Z . Гиперплоскость (3) называ-

ется остриеr.r телесного угла. Все прQстранство будем считать углоr.t нулевого

порлдка.

Пусть rB) - число всех граней раз}iерности ý . Перенумеруе!r все те-
лесные углы и обозначиr,r их через 1Рr. , гл€ ý - р.rзмерность острия угла,
j- l,",,P6),

Нетрудно понять, что если на ý-r,rерной грани рационального l"tногогранни-

ка (в уравнениях которой все коэФФициенты, вклr,чая правые части, раllиональ-
ны), леlкит хотя бы одна точка с tlелыriiи координатаl"iи, то плоскость этой гра-

ни содерF(ит бесконечно много таких точек. Эти точки составляDт ý-}repHyo

подрешетку основной кубической реtIетки, и вся кубическая речrетка расчленяет-
ся на ý-мернне подреltетки, располо)кенные на гиперплоскостях, параллельных

плоскости этой грани. Все эти подреtцетки инвариантны относительно одной и

Tol-t lче группu сдвигов (вдоль плоскости ггlани). Послелнее свойство позволяет

продолжить станлартизаl|иD l.tс.lлнх Функционалов, внбирая олинаковurlи Функциона-

лы, которые cooTBeTcTByloT точкаr.r пограничного слоя, находяlциr.lся на одной и

той же гиперплоскости, паDаллельной какой-нибудь грани rrtногогранникао

0 п р е д е л е н и е l. Функционал погреt{ности кубатурноi| Форr,rулы

для раllионального r.lногогранника 7ty' назове}r правильно построенным, если вы-

во всех точках, ле).(аU|их вблизи
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какой-нибудь грани }rногогранника М на расстоянпч не более 2li от нее

и отстояtlих от граlrиll этой грани не }iieнee ue" "а 2L h , постолнны на лD-

боl-r гиперплоскости, пораллельl{ой этой грбни. 3десь f - ко"сr.rта, не за-
вислtцал n, /о .

Пусть [У'"'- Функционалы погрецrности, построеннне для телесных углов
lt.iногогранника М, рассr.iатривае}tых как неограниченные

0 п р е д е л е н и е 2. Систему gункrlионалов /
Ha3oвe}r правильно постDоенной, если выполненu условия:

а) кажднй функционал 1!ýР) правильно построен;

б) коэйПициентн в точках, ле}{аlцих вблизи обutей грани двух телесных

углов (быть ,.lo).(eт, разных порлдков), в Функционалах обоих углов совпадаDт.
. Т е о р е }r а l. Оункционал оtцибки кубатурной Формулы для рационально-

го },tногогранника явллется_правильно построенныl"t в To..t и только в To..t слУЧае,

если он представиl.i в виде

r,iноrогранники .
g"'1"), 

о* О,..., п, /L/,,..,// р),

!@) - 2r,f ý' tu''|r),w j-l
(5)

- правильно постгrоенная систеr.rа Функ-
|!,

гле ll
s)
(о:), S-0,,,,,п i i- |,,,.,/(s),

ционалов для телеснчlх глов ..tногог нника.

Оункllионал

степени не вьaше l1L

(с) буден называть Фор}iально ортогональнur.t к полиноr.rа}r

, если преобразоваllцg 0урье Ztpl lr все его производные

д9 119рлдка l7l обрачlаптся в нуль в начале координат. Длл Функtlионалов с

ограниченнu..r носителеr.r Фогr}rальная ортогональность совпадает с обычной орто-

гональностьо Функционала к пол]rноl"lаtt степени не выцrе /u .

.. llз теоремц l следует, что ооDr,rальная оDтогональность всех Функционалов

!U'''(") правильно nocTpoeHHol-t системы функtlионалов елечет за собой ортого-'А
,ал""осr" /(.С) ко Bce}i полинойаr,t степени не выutе ln

Приступим тепеDь к построенип кубатуrrных форr.rул с переr.rеной tшага. Будем

прелполаrать, что лля облест, Р уже построен Функционап tlCl с регуляр-

Hu.it пограничныи слое|!i для Ёубической реtlетки с шdгорr 
""rarprpoB^"nn I

Пусть /V - rr",,поrальннй многогранник с верtuинаl-tи в узлах кубической

решетки, располо}кенныir внутDи.42 в той его части, где все коэФфициентн

qункционала N(a) p""rn l n . ll"r" залача состоит в построении такого Функ-

llионало, у которого trаг интегрирования Bryrpn lrf оавен f , а в обл.эсти

!2' М !Jаг остается прежниl,t, ,rе. p"Brn" l .' Естественно, что такой

Функционал наDлду с пограничным слоеl.t вблизи границN !? буд", и!tеть погра-

ничнur-r слой вблиэи границы },rногогранни*а М . Как будет показано ниD(е, погра-

ничныt't слоt-r вблиэи гра"пцы Д йохно сделать односторонниrl, сохранив в точ-

ках, ле}|(ацих вблизи границц 7t/ , ,n "rе li| , преу.нее значение коэФФициен-,п
тов lt
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Поставленнуп задачу можно реч!ить, вычитая иЗ Функllионала /р) Функ-
unn 

^n 
t, (t) вила

l @) - Z n" с, d (r-tr| - ,,Z* ft"d (о- l/):'il,t"| /"ц
(6)

из Фор,.улы n 
""лi"'!"',i"' ,r"-2|!!^ 

',", 
аннулирует точечну' часть оунк-

щионiлсl [@ ., относяцуlося к внутре""ост" Р/ , и эаl.tеняет ее линеirноri

коttбинациеir /-rgУ"кцпи с носителем' Dасположенныtt на pe[teтKe 
" ,u"ron l,- .

бункllионал

lto - t, @) - in -2 Е^ c,db-Iy) -,Jo,|!, t Q-r7)
и буле т и с Ko,.tыl"l ar, -.'"", 

jilf 
no. r,O"" ro. r, .

Будеrr предполагать, что lг(
Это требование внполниltо, так как

rrногоуранницз. Оункtlионал !r(g)

С) - правильно построенннй Функционал.

/7t d - Функционал для г)ационального

По Teoper,re l, каждый иэ этих Функционалов представиl,t в виде (5). Поэтоrrу

1kl - 3r-,,'f,'V!'"trl - dir), 0)
п

flля того чтобы [, (р) был оltтогонален ко Bcer,r полино}.tаlrt степени не Bыl:,le

lll/ , лостаточно потребовать Форr.rальнуп ортогональность к полиноt{аr.t всех

Функционало. Щ'"t"'l-ф'Ьl-(Vý|О. покажем, Kal( это l"to).(Ho слелать для

/| -меРНОГО брУСа 0< Ii<ai i-,l,,,.,a , у которого все вепuинN являптся

узлаl.tи каккубической реtlетки cruaro, h, такирешетки arчеrоrl, . Вэтоr,r

случае лостаточно построить Функllионалы l'!'"trl для тех телесных углов,
острия которых проходят через начало коорлинат. Как будет показано нихе,

!'f" t"l .{о}чно сделаsть Функционала,..iи с пограничныl"i слое}t, потребовав,

чтобы коэФФициентн |',' бнли отличны n, ЕО только в некоторой полосе,

расположенн пй вблпэrrlrrrачиllн телесного угла. Телес ныit угол Qrо совпалает

со всем пространствпч RП . Лля него

_ 
(t,п1

{ , i"l - l|'rk - П) - 2ъ"d (r- ц):
- фо (#) - ф,(t) ,

гле Фо to) - 7 i ("-i. л/
И."".rrо, {то преобразование Оу,еrе фо(fl-фо(р) . Ооэтоr.tч

Г,'"О' Ф)- l" Фо р[) - ЁФо pl1 .

пвляется, очевидно, правильно постDоенныlt.
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В HeKoTopoir окрестности начала коорлинат V,\'), - 0 , ]i, значит, 1,0''|rl
фор&tально ортогонален ко все}.| полиноr.rалr. ТелеСнне vгЛы Qi,n_t

полупространствал.tи 7 r-0 . Справедливо

являDтся

l',''o''|,) - I;,F*!Ja,-E/,), d (с,- Гу,) , .,,, d (со, [/^) ,

, 
Е, с,, d (n- й,) r 

nZ, 
l 1ц- л-7,) -

+оо ф
- hО Z [(",-fu,), ..,. l(".- Ц,). Z rц-Ц,).

fэ,..,lo-- - й,0

При вычислении преобразованил Фурье Функционбtлс,l lr"'''|,r' воспользуе}rся Фор-

мулой, которуп приведем здесь без доказательства,

,2ciplt

е2riрh _ /
+|

2
i (Pt ).

*:rro,I))-

Имееи

/,"'О'"tp, - tr".ф, Gрr) , , ф, Gп),

2пп1-1 е
пlдЕи*о

(
\

11ul,5
lг0

0
,ар,Т- 1

n |!, tl-]) а.,
Z',"' ''tp) - dФ), ... ,l(p,). Cl,u

lai,o,T7,

Ее
.,аiр,ЕOп+t)

+ !йа; +
! tp,

п
,
l,-0

ь
V

]
(8)

е 2аi,p,h _ t

-+
en"

ФункциЯ 
Й 

пвляетсЛ производяr.|ей функциеir для полиноtlов Бернулли.
справедливо разложение
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-_-l-

еt-| t '

+ O*f
/L' Дg+t(п+ l- у_ +

- l(рr).,..,drр).

( tr,?-'- l|r') вr*,

9't

m

Z (с,-il? :
|-0

Еу+, (z),l У

с9+ц!

lfr' 8r*, {о)

n'l
5
|,0

Воспользовавl,Jись этиrt разло)хениеr.i и разлоь(ив " 
pna ez , ПОЛУЧИtir

0,п-1
ф

F, (,о) - f (p,).....lhn) А
,r,5

l,'0
q, /r-

(ztzip, )"(,
I,

?+l )-

f; Qсiд)u(r,S 0_Dt _

?-о g! \ |г0 lt ar

)
J, (9)

Последнее равенство следует из cBolicTBa полино}tов Бернулли, выраtкае..rоrо Фор-
мулой t'l

Bg*, (,п+ t), B?r, 0 + 0 *07.l',
гае Ву+/ Ь) -, Вr*, 

_ 
- "T?ir!io:r:n'.

|еперь длл того, чтооы у ,, '(р) оыл нуль порядка /п в начале координат,

достаточно потребовать выполнения систе}tн

TeoDer.ta.
бруса вблизп lt- К
йи более чеl,t 1.1a rп/ъ . Тогда коэФФициентu п_110f - Uyrt. . ., ло

, - (L\Lr'
'69+l, ?-0,",,пч, (lo)

q+/ ,
f 7.

Пусть точка ftУ ле},(ит в пограничноl.i слое Z-мерного0_
-rqepHoir его грани 1ty' и отстоит от границ этой гра-

."д. Cf
gJ.l9],

ci
Е 0

'0',.,'с; ,jД!а92 Uк а-
Т1

}.iоЖно задать в

цоэdФициентu, удовлетворяDtlие систе-

91 z-/ -од"оliерных гране- расстояния точкик
ля'цих м о-к,

Докаlчем справедливость этого утвер)чдения при K-t для телесноrо угла

t,20 , Х2>-0, 
^U,п-2)Так как gункtlион.lл 4, (.al , по предположенип, построен правильно,

коэФФициент, " ,.,"*", f]' no. Уrrп, h, m постояннн n p"rrn ЕО ;

при lt.rп, /rвm "Y/z>fu,fi <пъ коэФФициентN совпадаlот с коэ(Фици-

ентаl.tи в Функционалах f,ll'a-t1 Р), которне определя}этся систеr.rой (t0). В точ-
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ках, где /r<rп,/2<rтъ , значенил коэФФициентов зависят лицrь от их расстол-

ний от п-/ -rлерных гранеir 0t- 0 " Ir-0 и постоянны на кахдоl-t гипер-

плоскости, параллельноit Е- Z -MepHoir грани Jt- 0, Еr-0 . Полоlкиtt в этих

С"!,7 С|,,.,,|о- Qr'Сr, И ПОКаХе'{, ЧТО ПРи Taкol,i 3адании коэС)Фициен-

" -'(р) булет иметь нуль порядка пz в начале координат.

ТОЧКiХ l

,о" Г|',

e,(^n,,)t ) - * (#) .,. ,, Е (7).I" ,

- (Ё cl,, i b,-[l) -,1_,l Ь,- ф)Ёwчp (",- й, l -,Fj rrг/, ) _

4 (t) , 
, , .I t (?) , ,, , 

,,F*od 
ь- r/,).r ь- ц,) ,

Ввелеr,r обозначения

!(р) -/atpl -+,_
f,ср1-I,Ё U,-,)ezcPL| [у_g, # Р"рЕ)2,

{. tрl :- l. F, ?r_, 2о iр t )?.

Нетрудно убедиться в том, что в некоторой окрестности начала координ<lт

Г,u'*Dlр) - d pu). .... l tрл).lf, Ф,) + ! Q,l),
, ({, и) +,ф tp,l) - (f,,п) +,! р|;). (f, tп, + /tp.,]-

: dtд). .... t tд ).W,о, ({,рrl-|ц)+Фrr,r (lrпrХrп) r

+ f, tp,). ({, ,п,-{.tр,) + t Р,). (f , tp,l -f, rp,l|,
из (8) следует, что
u 

,u,o'') ,р) - l Иl . .. ., ttп) .V, ,о, - /r,rrl .

Согласно lil и llOl ,i|ФPfrtrl иr.rеет нуль порядка f,п в начале

координат. Поэтоry Р,, lP) и все его произвоАные порядка не ,.iеньt|lегоl7z

равны нулD пои р=0 , т.е. Функционал 1"'o''lФ Фор'iально ортогонален
ко Bcelii полиноl"lа!t степени не выше rп

Лля J -* К < rъ доказательство r.toжHo провести по индукции. Функционал
с neper.re'oi' ,u"r. !1о1 - !, @) теперь ,"tог(но записать Tal(:
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!(d - t, rol - in@) - lo, Z cr,l (r-r/ -

- [" Ii #, 0,},о,, cl','n'
где

0s/iсrп,
7n+/ -< |i< К; r -/ ,

Ki-m"fi<K,

0;rr:т |

ct, ,

/,
C*rlr'

Tfr-

Литература

1. Соболе в С.Л. Введениев теорипкубатурныхФормул.1,1., "Hayкa",
t97Ц, В08 с.

2. У и т т е к е р Э.Т., В а т с о н fllK.H. Курс совреrrенного анализа. tl .l.
М. , Оцзц611,из, l !6?, 3Ц3 с.

53


