
удк 517..948

о ВыХодЕ НА полиНом пРи стРЕмлЕНИИ la|+o-o
РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ КВАЗИЭЛЛИПТ}4{ЕСКОГО ТИПА

Б.Н.Ч и с т я к о в (Новосибирск)

В работе Er, Z] было доказано. что прп условпи О'/Р всякую
,l

буrкrпlю / , прпкtдr'еIишцrю соболевскоrчrу простраtlству lf r r. ) , no*-

но так впдоизменl{ть Iиl мпожесгв€ ьrеры куль, что при етремлении точки

С к бескоцечности вдоль радиуса-Еектораиэ вачлrа координат фувшrияf

булет стремитl,ся к одlой и той же постоянной.

Поrццgцt|.,. в работах Et, Z] реэультаты обобrцдлись на слуrаfi

аЕиэотропных кпассов функtиfi, а также весовых классов (см. E3-9l ).

fuлrr рссмотрены также др}ггие постановки этой эадачи.

Так, Л.Д.Кулрявчев Е81 поставил вопрос о поведении классов диф

фрншруемых функшfi при стремлении аргумента к бесконечности D наIФав-

лении некоторой кооршrнатной оси. В.Р.Портнов ftОJ лал слелуючий от-

ветна поставrrеrцrьй вопрос; прЕ усJIовиr, |+: >/ , i>01 вся-
о ' ,0)кр фп*шiю /, прпшадлеrкаryю пространств]r Lp,,u (Ео) . П > /,

р a | , моrкно так вшдоиэменить на множестве мерь! tlуль, что при стре-

мJIенlrи aprylreнTa к бесконечности в направлении любой коораrrнатной оси

а
f булет строliлться к одной и тоfi rKe постоя.lпой.

Неэавrrсимо 9тот ре3ультат дrя сJцrtrбq l - 0 был поrцц€)ц Фефер-

маном ЕrЁ . Поставленньй в Е8] вопрос изгrался и другими авторамш

(см., напрпмер, Еlл ). Другая пост9новка атой задачл была рассмотрена

в работе ЕtЗЭ , где пэrlалось поведеЕие реш€шlfi псевлолrrференциально-

по уравненця

\
Еп

ei'{ p(ir) i @/с :llr)
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на бесконечностш. В прелпоrrоlкенIш, что сцмвол рРr) l О прI

|ý|t 0 ,{'Ео иоднородеп, усганоЕJrецыусповпя, когда р€щепхе

выходr{т на полином по rпобым кривым, }гходящlм в бgсrсонэчность.

Иэ реэуrьтатов, поrI]FIепlых в работе Еlg] , ttаK следстш€ поrr}па-

ются условия для вшкода Hal поrIином прх стремлеlшп х бесконечносtч дrlЕ
lt

классоъ L, , trp,n с лх}rвшллеЕскдмш проиэводныrrш (см. Era] l.

В настояllвй работе рассматршвается поведеЕие на бэсвовечностtl р9_

шениfi шlференциальЕш( ypBHeHrrfi с п€реьrенЕышt коффпrшептамш гrпоаrtltх_

птического Tlllta

где ос - (dr,...,no) , ur-i
гается, что характэристrческrrй

(1)

li - натураJьные чхсла; прэдпоJIа-

многоrlлен оператора /, @ if) удовлетво-

п ti

ряет условию

lL@,iý)l>cFlýil (2)

удов-

(з)

для всех r,ýе Ео.
Будем счлтаъ, что коффшщrентч or(z) оператора l

ЛеТВОрЯЮТ (:.ПефlЮtЦИМ УСЛОВШЯlti:

1 ) дrrя любоrlо р , F< = /, о. = rч ,. ,. ,Ч а),

ар(r), cctEo),

где l - noo"oo* on p"-p" / ;

2) мя любою N > 0

с= /, где

Р , удовrrетворяюtдвю усповпlо

F

rбо

о. - (o(r l.. .,ta), nj- +,



1,1("- (t + til) tc)|:0, (4)
|;f,l+ ео

0<ра</, /. j = n.

В предположеrпrях (2)-(4) устанавливаются условия. при которьц

решение ( 1 ) стремится к полиному почти по всем направлениям, паралле.пь

Еым коэрдинатным осям. Полуrrены тарке условия, когда решение вьrr(одит

на полинорt по любым кривым! уIодяtцим в бесконечность.

Полученные результаты обобtцают соответствуюlцие условия дIя урав-

нений с постояняыми коэффичrrентаrлr (см. Г13] ).

Введем опредепения:.

м гl!) : 
jg { (t +ч) du,

{ (t +ч')dц',

U' - ( Ц| ,. .,, Цrа_t , Цrп+l ,

Wl>qкЕп

2f о, ао

IIп

\
0

ц

;\

|l,

[/] :.
l
(j

,
м0

цгпi;\ \, l0 0
#ml

п-t

Uо),

l"') у, c"l l, о. о/* /,

|l,Cu|: *р i rn,|'i lMnLpl, 0< 0.< /,

/
- цtр (r*tc-t)
lй>O,сеЕо

п4

П lг.tj,| l
U+п)

'i tM} и]
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If , L г,р(Еп )l- l (l* r "l'bl, Lrl, l,p, *, р 2 0,

)d, ,е,р) :

9 е с'rrо ), оuр | ООр | (tr, r,f!.., g*ро* t!

f tcl yrc
\
Еп

ý/ 9

Определенше 1. флэм повориlЪ, "* Prýj,,

се Е,

, €сш

для пФlтtl ьелх а € Ео

lр rcll(t* lalin - К о@), К o{rle Lr(Ел), /< 8 < "-о .

О п р е д е л е н и е 2. Функшrr ЦlС) е 3'n,, наэываетс,

обобrценьlм реш9Ехем уравнеЕrя (1), ecrrl для лМоlt функшrи Р€ tп

шмеетм9сто (Ц,L*rр'| - (f,P) ,где /*-фооr.альносо-

прях<ешшR к 1, оператор.

Введем Gпедrюrцlrо обоgtrачешlя

GoIx)-,*|k Ё )

/Z- достаточпо боrъщоэ попоrЕlт9льное чисJlо;

1пt.l

162

п

Ц t"l - G"tc1,2
j=t

,



е (t,o) - (zc) \ 
', 

, t)L '(t, i ý) n-'"'/ f ,

-|L

Go"l ( t, а ) = F /)'P'+ll 
l+ t, 

ь oio\ 4 n,,r, Ц (#*Y'l,

/r-ln'
(с):

(ес )L
{thdt.\

с
0

t-с
/,

3дрсъ и всюл[ ддпеэ интеrрапы no Ео мы заIttfсываем беэ укаэания

обласпr хнтвгршрованпя.

шая (1). Тогла дtr почтц воех .C€ Е-а

Л е r.r м о l. tlустъ |/a|'u,,

U, (z) - L!, (с) +
а, f,,

l<
ll,

- обобщевпое решецие 1равне_

t-.t
dtdr *

r

нuже tor докдкем t eckorrьko вспоNlогательных реэультатов.

la

l г-R|\у,r, c(t,
l,

pч Trx-p РС

ln.I

,,,#)

ha

\ , '*,-,* \
l,

C*t U ttldtdг. (5)

До ка эа те л ь ст в о rrроЕедеra, спеryя схеl€ доttазательсг-

ва леr.мц 1 работы Е16]. По лемrrе 7 рботы Cl7f , дrlя почтш всэI
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t€ Еп

Полохоlм

-lqF/ (#)Ul,tO -- Оrr'

lz

., * l'
l,

\
llф0, dl/г, (6)

gtl) -

В сиrrу услорий (2)-(4), при достатФrно больlлом rzz функlоля 'Р 
е Еr1 ,

и тогда утверr(дение леммы вытекает из (6) и из равенства

\е, glt-'tiloe'('#)'*

L- U ,,D) 9 rh : Z, F ,)'Р' -D' 
'u, 

tt lцctl)--t
F,

,i,(#)

Ср" '*nrr(', d
_ý S,Ll Ll
PB-t E+N-p

l<< l

и такоfi, что дJlя почтп всех .z'e Еа

t-c
tI

- обобщенное рещение уравне-

(7)

лемма доказана.

Лемма 2.Пустъ UeSj,,

существует поJrином Р_ {С) - 2 Скfl' ' 
lK l'lTL ^

a' , линейно эаьuсплцП от Z

г

ll t,.) - Р_( а) + а* (Jr"'{rl * Jrn'rrr)
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где
l-'

\,
t

J""("r- > Zп p-t с+s-7э 
СРt

lo, /

\F,r,rU,#)//лп,

-l<1-1q 
\о ,r,rn , 

(r, )ltln

Jh
(|)

(с) -
- lýrl

t

\
/z

t-z

lP
|D"

!
D,t сr7*2 i"*(H,tt-c

)l=
ToZ

-F
Z i""(пttt) l

t-t
tо[

В сшrrу леммы 1, полагая 1- |, . l, , пля любого 7

GatI

Д о к а з а т е л ь с т в о. В сиrrу условrtfi (2)-(4), нетрудно по-

каз8ть, что дJrя любых эаданных К п ц) имеют место оценки

tс (

-tcl7c

-,(l
лг

к

!r,q,

имеем

il.,|,

. (9)

+

f'irt#qч

#\=,"
Р0

D"D;
-а)

Gо"lU'

|oh,,{a - oPu,"@l \{,,,u'c Ц)r,о,1

\u,t,u! о*lQ, )

(/-

p<=t йN-Р
|<< l

(t,

l2

l
l,

dгdtt-c

""

,l'

l\"
l,

(}"rитывая оценкrl (8) и (9), полгrаем)
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+с

h2

., \ r'W'd,n(lf ,CrL +lzz (l+ltli',/r(r, ll)*
hI

t " 'n dг .nf , tчt= , U;\ l,-")(lд c,l+lu u+tr,|| цrql|),

h,

l D 
Р 
ц r, trl - D 

Р 
u 

r,t 
с|-- б Ц;t * Ё ) 

(l f , c,l+:l u kч t i! l 
" 
r)l),, r,

где t - miп|ае - /, l"cl - l}.
Тем самым для всех Се Ео установпена оценка

<ф

место оценка

It*
lK

ск (rr)
i* oo

В сиrry оценкл (1О), эти пределы существуют, а из леммы 3 работы [rЗ]

следует, что при достаточно больtлом lK l имеет u".ro Cr - 0.

Применяя форr"ryлу Тейлора к фнкш.rи ar {С) и переходя к преде-

,ту при h _о,о, полгцl ..,(о,п (/, [cl - Р, {с) равномерно
hэ..= П

на любом компакте n. Ео , где Р, tc) - полином.

Для эавершения доказательства достаточно положить ь $) lr-A,
-t

h" - /t, , воспольэоваться леммоfi 5 работы Е 1а и переfiти к преде-

лу при h*О ,

лемма докаэана.

Лемма З.Пустьl

-г -D Ц, (о) .к: п

(Eo)l-.-", /=р<а-о, р< r={,Lp
/

)
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lлР J|",/rGo)l*c If ,lr(c)l , (rz1

+

lDf!r"'rcll -Fdn 
" \|о:, (t,ffl|1tltdlds

доказательство.

оФф

;
l*l-,P*
ец-* lз*-l*|

оrЭ t*|
t*

\-с-€ 0

dn,\loi е (r, #)llf B,tlr,_,d/* *

-|

- l<l

t-t

, прпменяя неравенство Гёльд€ра п !лхтчваl

т
<с rt

t

\
l

(эдесь обоsначено z - t - ?гп

\\<с

|о*-

l+с

\

о,о

\

ф

г

-lG( |-

-tпl-fпdг ,\lu; , Ё,r#)|ts tltlc*,dt* --

P<tаГх \ )|t у ,t,ldl*,dt* +_. 

"Т- сrо
!г u!c(t,
!к лг

-._i-rT''|n'*r*r'n,dn\|o:r,u,fflvФWrn,/t*=

|c;t*l

/,I
(полагая -=|р,р
оцеЕt(у (8), полгrаем)

оо

\

l(] ý((

г-т-л(-7/п. (\ Ь,Ъ u,#)|tr,,,(r r*,fl,,
t,_ сэ [Сд- t*|
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- 

{ й1 
r^ 

u i- n ft-'ъ,-(! lл!с, u,Црtр ol1 г,У r

Испольэуя неравенство Минковскогэ, имеем

/о са qэ

\\t u'r,"' lh, 
^.,) ", 

( l l.!",),,,?|Y 
-n-у.J 

n Шо!, (r, 
#)|"

- ( \ | ui r,a,+)l|s,tl'dr,_,frr,l
|.

/Еп-|

]";t*

l,
0

2ar-tr

t*
l-'irftr,ъ

ц

( применяя обобrценное неравенство Минковского, поrццдgil.r )

\

е,
|r;t)

,ri |\li,ra,r#)llf,t,

l/" '/е

ь}rр,
'ачcit*i

-.(\

ф
0

с

,,.r7епrп(l(llйи
I

|сз ta

-чэ

168
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-.т ( \ ( \ l4', ч, #)lo'v d л?r,_,Т по-F-rп-*Ё dn
lcvtrf*

рф

_=.I
-eJ

оо

+с
-оо

"-т]

lc*-t l

\,со

tK
t*|

<с

F(t,)

ЕLп-|

г (t*)

-ф

(применяя оценку (8), имеем)

аоф ф

l &
п-#-*-У-V fln (I 

', 
,i,(lr"_,) dt" +

n-#,V*-ff-7rr*au (\,ro,,?r"frr ъ€

(полагая Fч_): ( l Vф|'rr, ,)i,b
ф

. поrryчаем)

dl* (1з)

-ф

В сиrry неравенства Гильберта и теоремы о предстаЕJtении фнкrшона_

ловъ lJл .имеемr

lc*-trft -t

Jt*,LrП--cl F,Lpn.ll

сх- +lfrr

Учитывая (13), поrтгrшм

169



l.D' Jr"',, r| = rI f, /r|,

Лемма докаэана.

Л е м м а 4. Пустъ выполнены !rсповия леммы 3. Тогда для любого

с > 0 имеет место оценка

lЛ'|" - u'r}", lr|= сое trlf ,Lpl ( l *Т )Р, (14)

где С_ не эашсит от е, l, Т,константа С не эавtсит ота_
l, Т L р- miп (pn + (/- flwl- /, /-рч),А.Г< l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пустъ е>0 - произвоJIьно эаданное

rшсло, ,Ч-' - ; , " |. Ci ttrl такая, что

t{ - {,Lrl- o,If,/rl. c(dlf ,/r|.

Полагая 0. ft. = Е a l, будем име.lъ

,I

h

l
t|,

/

t{e
h

*\ n
r-|
h

lлh|u-DЦ

l(l
-F-Тdп,

io*'2n\(
Е
'п

-к

)ш ,|хцk

0
n,*, \ i", h, #)V - |1ш лц 1 rs 

rl

\ /у
t
!|d

|+

i
Ilаr * \

L

(применяя лемму 3, полl^tаем)

<q0 r сlГ,L,(Еоflft+Е)

l(l
т,+ I

|-F<
\<

17о

f"
* clf ,LllЪrT 1



констапта с не эавпсит от с h

-|dl-lq,

(применяя оценку (9), имеем)

t

оо

р

lql> /.

-tl
Iuk+lll), /r(Eo)N,

-к

* соо + cl {, Ip(E,)x(t*t )

Лемма докаэана. _l
л е м ма 5._щlU (|+l/l), /,s(En)l=",,,

loc lS> J
4о

ý(
о

_ mirъ sc..
l*j" n /

Тогда

l2)

|х, l

п

lп

tаll< сП
J=| "i'|'+I

,де l-J*#-*, * -:.-l-/-*,

Д о к а э а т е л ь с т в о. Для доказательства оценим один иэ rtн-

тегралов саммы в представленли Хr"' tO) :

,-|
h

1r,,, ооr(t,';)шШ|"l\"
lL

\
lL

с. г-141-1Ц \ tz,r, l(t + trt)-'(, - 
l 'r+l jr non -

\ \ (,-l t-c<с
- lc1-2lcc

lIlttl | (l+ t/l )
а)

[< d.l dг +
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dl dr

(считая Lt достаточно больцrим и пршменяя Ееравенсгво Гёльлера, поrry-

чаем)

?i)"

-rt
- ltt (t + ll l) , 1,r(E;l .

<с

пl,\ r,
/Bt

+

|е
I

*с 
\л-'*
0

\ l r,r,t (t* ttl) '(r *

оэс -tt

t л-'*l-l* dг, I ll (l*lti: Lr(c)l+
I

Р-/* ,dг

(так как lo(l > /, lrSl *7". = t )

I

\"
0

+с

_. с l u (l + ltt)r, /ý (Eo)l .

Прелполагая lOrl >- l, l* j . О

-a

, имеем

( 15)

ф

\"
0

-tc1-;lc, 
\a,z, Gorl (t,r# dt/г ъ€

,,[-'*n'n| \r,r, Gro,(t, })а|
с,
J

т
frt

гl
п

d,г +

а

L12

г -l<l-;l<
| \ 

u,l, Grо, U, ff)ltlrп-Ц р)+ J,@),



(применяя яеравенство Гёrrьлера, поrrучаем)

|L

<сПj,I

qc

-, \ ,t г-'п''lпdпlч(t+Ё|)-'l,/, (г" )l-=
fr w,|/'"j=t l

/*{ rl{l )

)

d
Jl dгч

-il
ntt Ur t/l) , LsТ)ll=

(с)J, . \ n-lBl-|<| \ u,rl. (l+r/r

fr 6.|/Bt
Pll

)

(t*
(l t t",

lL

<сП
j=t

-р
(r+19. 1) Nч (l*ftl|l, L, (tо)п.

г

itniзr l

J.b)* \
0

it"t
j=l l

-,\n
0

|/,.t

_tcl-/<

(учитывая оценку (9) и применяя неравенство Гёльдера, имеем)

l/
'ldl

|s'

\ r,-,t,f|cr,,E, *\b,tt)ilt 
t u ttl# /о *

Jn|tt prMt{l,цl[=l* l-/"
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а
П lc,

i=: l
-,i,\,

i/шl

-El-rk

t/s

гт

L-;

"i,/o
П|

j=t
с lG('

\ 
;т

0

/ti

(,-l#п
hlЦOrtlt,4Еil=

-il

2

ll. ll
lL

с
ъ<

nro 
tra k*fttir, L,/4)l=

(r * t ",J' lч (t + tttfn,r,(t")l,

п
п

j-- l

}

<с

lgl

fL

п ( 16)
j,,

Иэ (15) ш (16) сJIедует требуемое.

лемма доказаrrа.

Т е о ре м а 1. Пусrъ UеS!,л - обобценное рrцение }гравне-

шя(1),s, jj-l ,п,П,r*,Оi" t.{ý(л - tcj<п 0

тогда если f ;Z о (Ео)'', Ъ *r"*.r". non""o,n Рrtd-l__СrО',
'л 

lý/,G

lпъ l< N - l ,линеfiноэависяшlfiот / итакоfi,чтоприv=/

имеет место {/ (а) -Р, {о) 
- 

Q *" a/ + Фо для почти

всех €' = (Оr,..., 9_r, rj*r r,,.,4")€ Еп_t, /<j < п.
Дока эа тел ьс тво. Таккак fa /r(Е" ), тов сппу

леммы 9 работы Е13] f 'Сс 
(Ео) , o-pL , l' так как

lulrp ,то Е4,> /
В qrrrу прэдставпения (7 обобвrcнных рещениfi 1равненля (1) и леr.rм

2, g, 4, решенше Ц 14 для почтш всех f,€ Ео прелставимо в фрме

L74



обозпачим Jpl - /Е; l/" {r)
Е13], шэ (t2) ш (1а) сJIеryет, что прш nj- /

,rр" Cj +чэ д!я почти "n* о'€ Ео_,

теоремы сл€ryет иэ леммы 5 ш равэвства (17).

Теорема доlсазаЕа.

Teoper,ca 2.

ураввеrпrя (1), /< l* ]<

есJш l f, L ,,о ll = ._
no*"ou Рr(с) ,|m|<N-t
чтопрц lcrl>-/,l=j*o

. Как поlсаэано в работе

фнкшrя Х(а*0
, а тогдд утвержденхе

. лшнейно эависпrшrfi от а и такоfi,

|tt р) - р^ @)l< ,Д (, * bi||'' l r/ P+tttl! l, E"1l +

lL

+сП (l *| riLГ" l f ,rr,rl,i,

зд9сь /,- i,- l -#, *, -;- 4. /- i,
/, - : :,* L, 

" (#,-,)-l,.п(р-t), 4* р.ПР locl

Докаэательство.Такrах fr/r,o (Со ) rTor

в сшrrу леммы 9 работы Е13] , np^ Р ' " 
(Ё- /) Ф"*-"

frСr(r^), ё{./.
Нетрулно докаэ€lъ, что при выпопвении усrlовпй т9оремы функшlш

Jr(')trl " Х[' rcl np" l, +0 равномерно сходятса u Ео

тогда, ]мtтывая леhrмы 2 r 5. дrя дошазатвrrьства теоремы досгатщlно
n {l)

поrт!мtlъ оцэцку Jh' (С) , н9 эавllсяrryп - l
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\ , '*'\4 (t,'#)s,t,,лtлп
0

Имеем

/l<l

\
п
п

j=|
la,

d

(в сиrry оценки (8), полrlаем)

t ,.д-_r l

\с(t,*РшлtVл
с
Lпt-i

Пlс,jч' l

-l<lг
n
h<l

frtrt
пl

+\
0

[,|*|l\, (r,#)f G)Jt|r" - 4kl * х,{с),

n 
r' 

*' 
\ Д, 

t1'''i д 
t t' f, Wt VJ t|ar" е P,ry)йdn-=

l,*'

.f)J,

+

0<т< (l,...,t).

т
l

i?I

,-'*'? \
dt

(l+ltl )2О
2

\
а

П lа,-|J

\
rL

Пlс,-rl

lf, [rn+

l

,,п|-"'' \Д,tj('j (, - 
l bD ,rff,с,|ч

i

=r(ЦQ+tа,lr('*Н- '' -!,1,-,9,1 ' tf,col<

,r,r,,|" Ц, Съl ,

еq. l
й-й )

р/
(учитывая, что f7'r" * ч , n n"ur" r'i (,

iзl
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Оцешса

лемме 5.

Х, to) проводrтся аналогичцо соогветсгвлоце[ оцецке в

4

ý;,

"f,с
Теорема 3.Пустъ U€ - обофдешое рещеше lrpaв.

неrпrя (1 l, lc!^ f ,, Сr|€ ф. l .!^ |.о-,

ý >Ё , Еф + о(/п > l,6-(rr,...,ёr_r,€141,,.,,со), 0<ё.</.
Определхм чtlсло Р* иэ равенсгъа

?, eini + ýcrz - Р^Фr= l ,

i+п

Щ ll^>l+рл- оr,
поrltlном P^td (rпl- l,| - t)

Fл>Qл>0 .тосуц9егвует

такоfi. что

lll pl-p^@)l-.C (/+ lплl)''*"(|п? f,t"l+to!-'f ,idl)*

- r!(l+ l i,i" |ч k+tttГl)t r(Ео)l,

/-t-/-*, ,*-d.t./-i.
Д о к а э а т е л ь с т в о. Иэ условия теоремы вытекает, что

|f,f, l,
0оt, > l

а-с , ,о" !r= ei ( i-le,...,o), i # rп, Эr= / ,

. Тогдд утверхФение теоремы слеryет иэ лемь, 2, 5 u

равЕомерных оценок шцтеграла 1"'(r' , полгlенцых в работе Е 16] .

Теорема доказана.

3 а м е ч а ц и е. Реэультаты даrшой работы сохраЕярг силу, ecJlt{

усJIовие (4) шмеет меqго дJtя достатФIво больlлоrrо фксшровапшо* ,V
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