
ylк 518 + 517.392

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

С ПОГРАН}ННЫМ СЛОЕМ

В.И.П о л о в и н к и н (Красноярск)

Во многих работах С.Л.Соболева иссJrедовапись последовательности

кубатурных форм},л с регуляршм пограничным слоем. Функшlоналы оtдибок

формул иэ rгих посJIедовательностей обрэуют последовательцости функlпtо-

налов с регулярным пограниtlным слоем. Иэложешrе ре3уJIътатов Соболева

и библиографя по данноR тематпке даны в монографп Е1].
Если содерlкание упомяrrутьrr( выше реэультатов отЕосится, главпым

обраэом, к пространсгu. Lf,(Eo),qQ),To в работах авторо aтofi статъх

(в частности, ь С247 ) чентральвое место эанимают исследоЕаЕпя lqlба-

турных форwл в пространс'** L; (t2), t i tC"), пfrп.ре(l,ч),
{2 - обп""r" " z -мерном npo"rp.""r* До Там paccMaтpиBalrxcb

поспедоватеrьности ф нкшrоналов с пограцичцым clloey, ч8qгнцми сл}^rая-

мш которых являются последоЕательносги фувкшrоналов с реrупярнцм по_

грапr.Iным сJIоем. Было покаэано, что последоватеJIьности rýrпкчrовалов

tItal,
t,[ tr"l
с реrтлярным пограни!tным слоем асимптотиtIески оптцмаJIьны в

при rП нечетном, а если lп четно, то при tltfuM 
7z,

наfiдется последовательносIъ функrrлоналов с погранхчным cJtoe}ti, аспмпIъ

тическп оптимаJlьная в этrtх пространегв{lх.

Как флет цtдlо пэ резуJIьтатов настоящеR работы, ддже в одно-

ьrерном спгrае *n Р- P,l) существуtот тахле /ZtП?l , что после-

довательносги функшlоналов с реryлярным поrтанtlчвым слоем це flвлlрг-

ся асимптогцчески оrrгшмаJIьнымч " tf lal .

Эта статъя аналогЕчна цсследов{rЕям Гr_а] цд щ,баrурlшх
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форшrул. В ней, как правило, доказательства утверх(дений либо вообще не

описываются, либо приводятся не полностью. Однако эдесь дается оТ-

дельное изло}кение результатов для одномерного сл)rчая, так как для части

их многомерные аналоги еще не получены. К таким результатам относятся,

например, теоремы из этой статьиr связанные со Фцrчбgци f, - /, еэ ,

с соrryтствующими lшслами и с асимптотичесм наил}'trшими квадратурными

форьryлами.
fп

Череэ m булем обоэначать натуральные tшсла; сереэ / - сово-

купность функчионалов таких, что в мноr(еств€!, на которых ояи определены,

входят все многочлены степени lоDке f7ъ , и функчионалы на 9тих много-

членах равны нулю.

,?Пусть 0,б - деfiствительные числа- 4<0 , 3 - натуральцое

число.

О п р е де л е н и е 1. Последовательность функшлонало"{lh|,

с! { ш* Kll,

гле f;- t|-d/N, N-| , |* /, ... ,

l{h, у):
!l
\ {r,-\{о,лп,
аа

N-z
t

\rr,
а

l

(l.,f)-\rr"-'Ё,сj f q)

(1)
К=0

наэывается последовательностью функчлоналов с пограничным слоем

(сокр. П<DСПС), если наf,ryтся наlтральrrые ,n"n^/,t,K, dat ,

функчrrоналы to', li, [ . L^ такие, что

lr tr,l - lо'@,-Я' 
' 

( )* 
t} el,

ъа
u

h

t r!, t! имеtот вид
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a+dh
t+d

Дr;, f и+1ll,

V!,r)
t

,!, { r/-;t),

'.Д" C_t,...,rrrr, C/,o,Ci,r, i-0, . . ., t+d
ные, удометворяюцше неравенствам

lrlrt ,trlnl. Kt.

ldco2' к=0
,: f h+ l4)

1

4,. пусть lt'! - пФспс,

е:, f):\ /л, -
а

t+d

z
i=o

{d" -
l-M

- ПоСтоян-

Оп ре де л е ние 2. Последовательностьквадратурныхформул

lt

l
а

наэывается последовательностью квадратурных фрмул с пограничным сло-

ем, если функшлоналы ошибок фрмул этой последовательности обраэуют

пФспс.

о п р е д е л е н и е 3. Пусть последовательносrъ функlчlоналов

|rt^! удовлетворяет определеtшю 1, " 
qу"*чпоr"п / вмееге с некото_

рыми числаr" d,t,K , функчионалаr" [: , t; соответствует ей

в этом определении. Тогдд I наэывается соtryтствуючшм функчионалом

It
h

Определение

/
2 - т tm l lr-^ ([t 1d, *^)!,

6-а h*0.
то,.да € наэывается сопутствуюrцим числом {t'J

Теор е м а 1. а) Всякая ПФСПС обладает сопутствуюlцим чис-

лом. б) Если |,Z - сопутствуючrие функчионал и число некоторой
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ПФСПС, то

g : (tlc) , I' ).

о п р е д е л е н и е 5. пФспс наэывается последовательностью

функчrrоналов с реryлярным погрqнrrчным слоем, ес,пи ее соrтутсlъующее

число равно кулю.

Определение 6. Последоват€льносlъ функшлонало, l t 
r 

Il
Clr l- \/а, -r|hlо,f ta+hrhplf rbl,il#*,r,lr!,

а

(2)

Примерами последовательностей типа Грегори моryт сJгркить посло-

довательЕоqги функшrоналов ошибок иэвеqгных квадратурЕых фрьryл Грrэ-

рп.

Т е о р е м а 2. а) Всякая последоватеJIьвосгь тиш Гртюри яь

ляется ПфСПС. б) Если она имеет шд (2), то ее соrryтствуюlш|fi функшо-

где {0 ,...,dt ,Po,,..,Ft - числа, t.N/z, называется

последовательностью типа Грюри, есJIи она принадл"пr, L'*.

un { может бытъ выбран в виде

(, f l =\flr-po{ttl 7 r 1t- i)(p;-Fb)-/rtlu-p i).
0

Череэ L;Га,lJ , реГt,*J , обозначлм нормt{ровавные

пространства, индrш|рованЕые поп}rпормами

n' | 

Ё гg, вз- 
1 f ''' I r rь, а, r +-, ; il f l 

t I й,п YI[://l|t/Tbt,

rц множеqгвах функшrй, имеюцЕ{х на @, l l абсоrчотно непрерыЕные

rФоиэводЕые до порядков m- l . Эгш пространётЕа явпякуtюя одномер-
ttt

ными ан{lло""* Ln (€2)

Полоlоlм / - 9F)-F (p-i', У (|)- оо, 7Р) - /.
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tt'J - пФспс,Теорема 3.Пусть

щее число. Тогла при Р € (l, аа7.

lI h (l-a)
lъ

2 - ее corryTcтBylo-

(3)

(4)

I m! Irrlf в, в)+ elr, (l+oUilt',
Гg,tJ

где B^tc) - полиномы Ьрrтулли стэпешл 2
Докаэательство теоремы 3 по своеfi идее аналогtlqно докаэатвльgгву

теоремы 2 пэ Е2З. Одrако рассул<ления и выкJIадки сиJIьно упроцrаtотся

с помощью метtода, примененноrр в ЕS] дIя вычпсления норм фнкчиой-

лов ошибок квадратурных форr.rул. Эгот метод эак,Iючается в цахождевхх

l;* га, а

дJtя всех |еtf Ъ,tl

-h
фнкшй Ё , такихrчто

t[h,s)-
t

\ 

" 
r'''d,

а

lthll;-b,6J-l FrNL.гo,'J, (5)

3а мечавие. Теорема 1 иэ f2] обобщаетсяtllt пространства

L: Го,tJ , L: Го,/J . Э- обсrэятельство, по с}rщеегву, испоJtьэовалось

в [.5f . Оно помогает установип, теорему 3 прч p=a<l . Есtlпр-/,

то оценки, которые дает одtIомерный аналог леммы 5 ио Е2З . в суглllчце

от слгlая pe(l,.-)
пространства Lr^ kI,6J .

Как пршмер применения теоремы З Molcto покаэать, что главrъй

член норм функчионалов погрещносги услох<яенных фрмул Симпсова в

|- ГО, iJ np" /z* 0 приблизительно на 65% боrшле, чем у фр-

мул Гретэри, при построеЕ{и Koтopblx испоJтю)rются вторые раэносгиrс

такими же количествами уолов.

r и в исполюованци равенства

, не поэволяют распространитъ теореrиу 3 на
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Теорема
ри. Тогла

lt
где

4. Пусть ttoI _ посJIедовательность типа Грегю-

t
L r* гg, BJ

: Kh',

( _ постояrшая.

Т е о р е м а 5. Для rпобых чпсел 2, Д найдется последова-

llh| . соrryтегв]rюптим tшслом 2 , такая,

l

теJIьность типа Грегори

что
|п

Lr* ь,а
>дL

Докаэательства теорем 4. 5, так же как и доказательсгво теоремы

З, используют формулы типов (4), (5).

(6)

t l'1

Опреде ле ние 7. Последовательностьфункчионало" lt''
вида (1) наэывается асимптотически оптимальной 

" tri @rlJ t есJIи olиl

приtlадлежит L[- " для любой последовательности функчlлонало"{рhlСL[-

{рh, {) - Cr,r/ta+ti)
l

i-0

t

\ro,
а

q, Сh,N - постоякные) выполняется
0

ti*F; L;* й,BJ
I

h l еhl
}р >l,ь[* to,tJ

L:i, rg

Т е о р е м а 6. Последовательности функIшоналов с регулярЕым

пограничным слоем не явJlяются асимптотtяески оптt{маJIьными в

tI

Д о к а э а т е л ь с т в о. Прп rп=2, n=3/z булем uсхать Р
такое, чтобы минимиэировать коффишлент np" l,' в правой части (3),

что равносшльно минимизации
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cu-gr|*"|?dn:
tl

J Bl: \ ,r, 1gl+al'o, :\
00

-29-| z

3адача о минимиэации

Там было показано, что мини

j *l,l? dy

\t;-e'f ау
0мум достигается

была рассмотрена в Г6].

, когда f,-p...*.

у

l

\
-|

трансцендентноrэ )р_аЕнешIя

\Гu' G-,)'-'dt - БГ ql/ Г ttr*!) ,
I

где /- гамма{ункция.

Следователь"", J (2)

уравненлю t!_+rГ'

\ Г"' tt -,f-'dt - й Г ryl/r qrll.

ПУсть р: LfZ ,9: 3 . С помоtlью вьrчислений убежддемся, что

€: 0 не явлgется корнем (7) и не может минимизироЕать 1rZl ,

минимальна, когда 2 удовлетворяет

(7)

Кроме топо, каково бы ни было а r наfiдется ПФСПС таt(ая, что Е

- ее соrтутствующее число. Отсtодд и из (3) следует теорема 6.

Теорема 7.Пустъ IIOJ - ПфСПС с соrryтствуюtttим tшс-

лом Р . Она асимптотически оптимальна в L* Ь,
зогда и тоJIько тогла, когда

,п
бJ , Fб (/,-о],

tl

\ tг,l'з. (а) + elLdc :,у:_, \t yt)^B-@)+ъ(dc .

о UFnn,*) 0

(8)

При

прш

m :.nr"ou "* F= 2 уравнению (8) удометворяет Z- 0 ;

щ, /L : * :lц94q p:-i'(i'rt-.Qп) , .о" .8--lп
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ЧШСЛО ЬРЕУЛJIИ номера пt . В последнем слуlае иэ (З) выт€кает что

ll !,а
тт

t 4-' I E.l h^ (/ * 0(t)), l,*0lbi fо,а

( Е - число Эtлера номера пz ).

Доказательство теоремы 7 аналогично доказатеJтьству теореlя 1

rаз f3] .

Существование последовательностей типа Греrэри, аси мптотически

оптимаJтьЕы* " L[*@,t7 , rе (/,no) , с помошrыо методов, отличных

от применяемых в данноfi работе, было доtсазано в Е7] .

Теорема 8..Щпz щ, ;/ - рещенле (8). Тогда

r|)g 2''в.. Ft)tr',< (-t)E 2* (2-r'-|)B^,

До каза те л ь с т во теоремы 8 основанона интегроrъном

представлении полиtюмов Берryлли Е8] :

**t
3* @) - (ч) m. г

0

! rc,lll'-'dt,

где

и оценках

J @,t):
hl. (zлtе)- е

-ZtTt

сl (zrt)- ha(2qп)

2 х (i, t) . 1 (; * n,t)* l (tr-*,t). l (i,t)-l (o,t),

справедливь!х при oa . (о, f, ), t е (O,",r).

Т е о р е м а 9. Пустъ для tr'\ видд (6) существуют члсла

{,lэ> 0 ,щ |'|rC|o,,..,Nl токле, что a)lOr,r- l|>
> Bh при i е lN , ; б) при достатоtIно боrьlцих il

l-п
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hUll
I

не бытъ асимпто-

ттчески оtттимаJтьны в l! Га,lJ IФч Fе (/,оо),

док аэа те ль с тво агоr!ореэуJIьтата использует теорему

Рисса об общем виде линейнотэ фнкшлонала в LпГаrЛ , равномерк}по

Еыrтуlклосгъ пространсгва L 9 V,l] при g е (/, *.) , сущеqгвованпе

п(юпс, асшмптотпчески оптпмаль"п* " /f, Га, t7, Ре (t,*).
Иэ теоремы 9 слещrет, что последовательности функшлоналов оIлибок

усло).шенЕых квадратурных форr,rул, в чаgгЕости формул Ньютона-Котеса,

не моryт, как правило, быtъ асимптсrгrчески оптимаJrьными в 4 W, h
прпре(/, *-),

О п р е д е л е н и е 8. Последовательность функщлонало "-{trlС
С Li- lr- t (N ) *м ( 1 ) наэывается асимптотичесм наилуrшэй ъ /; biJ,
есJIиr какова бы ни была lrnlaL;:

Bll
Vu,r l:\ f /х - Zr*,п { @! ),

а

t! ,.,,,"!, alа,Л ,CO,tl ,,.,,Crn,n -посгоя,,ныеl

выполняется

t le > /.

_ 8СttМпТоТПчески оптим{lльная

Teoper*a 1О явrrлется сJIедстъием теорем 3, б и реэультатов t9] .

Литература

1. С о б о л е в С.Л. Введение в теориrо кубатурьlх формул. М.r'Нау-

ка', 1974, 8О3 с.

!!L || pn I 
l,*гд,6з

|,l +чс olr t"/* г_а,й }

Теорема rО.Пyстъ {/'}
|е'! -li ъ,

эL; Гр,t7 пФспс. тогдд

следовательностr, rрункшrоlцлов в

асимптотrпесшt нацrт}пr,rцая по-

lЗ лрц Fe (/,о.о1,

157



2. Полови нки н В.И. Посrrедовательностпфпкцхоналовс поIтаfiич-

ным слоем. -'Сп6. мат. жlryн.', L974, т. 15, М 2, c.4L3429.

3. Полови н ки н В.И. Асиr"пrтотrдческаяогп{м€lJtьносъ посJIeдова-

тельностеfi формул с регулярным пограничным слоем при нечетшт 17

- 'Сиб. мат. ж5рн.', 1975, т. 16, М 2, c.328J35.

4. П о л о в и н к п н В.И. Ашмптотшческп Barrrт]пrщrre последовательЕос_

ти кубаryрныr фрr,о,л. -'Са6. мат. lкypH.', 1975, т.16, М 6, с. 1255

-t262.
5. Н и кольскиfi С.М. Квядратурншёформr,шl. -'Изв. АНсссР.

Серия мат.', 1952, т.16, с.181-196.

6. Ш а й да е в а Г.А. КвадратурБрфоршrулы с напменьщеfi оцеюсоfi

ocтaтt(a для некоторых шассов функшd. - 'Трудь, Мат. иrr-та дН сссР',

1959, т.53, c.313J41.

7. Кал мы ков В.Д. Асшмптотrrчески оптиllальllаяltэalдратlрнаяфр-

мула с пограничным c'oe' в простравст "" L{'@, l) . - В кн.: Вопрь

сы вычислrlтельноfi и пршклашrой математикц. (Изл. Ин-та кrrбернетиtоl

с ВЦ АН Уэ ССР), 1972, вып.14, с.24-29,

8. Бе й т ме н Г., Эр де fi и А. ВысцлrетрацсrЕцдентныефупхшш.

Гиперrэометрr.rеская фщшоrя. Функшlп ЛеМшлра. М.r_'Наlпса', 1965.

9. }Ке нсы кб ае в Д.А. Онаилlчшей квалратурнойфрмl,ле на KJrac-

се W'L, . - 'доwr. АН ссср', 1976, т.221, М 2, c.277-27g.

158


