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КУССF{НО-АФФИННАЯ СИСТЕМА С СЕПАРАТРИСОЙ,

идуlцЕЙ из сЕдлА в сЕдло

Ю.И.Г и л ь д е р м а н (Новосибирск)

Рассматриваются непрерывные кусочно-афинные динамические сист€-

мы, определенные в Е1]. В f2] было показано, что какоfi бы ни была

локальная топологическая струкlура сложной точкл покоя с коночным чпс-

лом особых траекториfi, суцествует вепрерывная кусочно_аффнrrая система,

обладаюцrая этой структуроfi. Таклм обраэом, существуют непрерывные ку-

сочно-аффнные системы с любоfi негрубой точкоfi покоя.

В настояцей эаметке строится пример кусочно_афинной системы,

все точки покоя которой просты, а структурная неустойчивость

проявляется в налиtши сепаратрисыr идуrдеfi из сед,rrа в седло.

Итак, рассмотрим областъ И: tX € R2 |Р,Х > l, , РrХ U hr!,
lrr0, hз- 0, и смежные с ней обласr" Ц n а, с граниrцми

ц = tI пU,:|х. к' | р,Х : h,, рrХ -- hz} " Q: IIп [/r-

=[Хе R'IP,X>/z|, FrХ - hr! ГраниIшобластеfi Ui . *r-
гими областями мы определим позже. В объединени" U, U U U U, постро_

им кусочно_афивную непрерывЕую систему

i: F(x), (1)

так, чтобы в областях {{ содержалось по одному седлу и чтобы эти

седла соед|нялись сепаратрисоfi, проходящеR череэ [

полоlсlм F (Х) - ДХ , Д : dир (L, Lr ) no, Хе U
Выбор .""*оо l,, гарантирует отсутегвие ,о"*" no*o" " И , так как

0 € U . В областях Ui система (1) имеет своими компонентами

системы (см. Е1] )
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i = (l + ni, рi)Х - nili. (2 ),

Обозначим через r.k, irk-1,2, собственньtе числа матриц

А *оrРr. Потрбуем, чтобы rо"* no*o" Х;' сиегем (2) были седла-

ми. Это ознаъ:ает! что

I I + с; pi,| : L,L, + Ltdiэ Plr* Lroi,Pi,-Fl, /iз - 0. (з)

Кроме того, потребуем; чтобы эти точки принадtежали соответств!гюllим

областям Ui . Для этого необход,tмо, чтобы

Р,
о t Р"

о
хх 'l, (4)|' 2

для точек xi шмеемl

di, да

Bia al Pit Fiz

огсrода и иэ (3) следует, что неравенства (4) аквивалентны неравенствам

forfu, /r,, /ir- 0 , i=|,2l (5)

т.е. в сиrrу (3) неравенству fu|fu2 < 0 . Предполагая 9то неравенсг-

во выполненным, можем положить, не rцрушая фзовой картины, что

Ptt |ia : fut fuz - - /, i:/, 2, (6)

Теперь пострсим граничы Фластей U; , отлrlчные ", П . Чтобы

упростить дело, булем считатъ, что gти граниtщ так же, *^* " Q , яв-

ляютСя л}^tами, выкодяtцими иэ Г a 
'о"*" 

пересечения С n Г,

Полох<ение этих луlей достаточно проиэвольно, но чтобы точкл Xi при-

надrежали соответствуюlшrм областям ai , необходлмо (и достаточно),

чтобы сучrествовал некоторьй лw Г , лежачоrй on*, Ц " Г, и

разделпоlдиfi точкrr Xi , т.е. чтобы сущесгвова ,u /, > 0 п ;Ъ > 0

т9ще, что

Xi - l, (А +.с, p,T'*l - ( )
l;
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l-|,P, */,h, /(.Хi-I),o, t(x2-r),o.
Рассмo'рим теперь траекториюl соединяючryо ,о** Хr9

ектория должна вкJIючать в себя отрезки сепаратрис -""* Хrl

r_, 
(^r - pit)tfu*-Fie)

(7)

. Эта тра-

. Для это_

I n,:, '*ei: \й,+)
(Мы полага"u Х1 #Fr* при всЕх i,i,I -/, О .) Обоэначим

Xi .о"* п"*".чения прямых, проrФдяtци* ""р" ,Y;' параллельно век-

торам Qi ,. прямыми Р;Х- lr . Чтобы 9ти точки лежали ш грани-

* Гi , потребуем выполнения неравенств

рrХ| . t, " р,Х! ,l, , (s)

ю, очевидно, необюдtмо, чтобы собственвые числаt соответствуюцше 9тим

сепаратрисам, например /о n /,, , были бы раэных энаков. Пусть,

" /zt . О . Собственше векторы этихдrrя определеЕности, /r, } 0

чисел имеют вид

(9)

Итак, мы поrrучим требуеr"ryю Фзовую картиЕу, если при условии

rcl ( |||)0, F,, - 0 ) найщrтся r"*.t >0, fl, /, >0,
что выполняются условия (7)-(9).

Польэуясь равенством Е3] ,

Требуемаrr траектория сист€мы (1), идучrая иэ седла в седло, булет по-

строена, ес'и ее краfiше гlаqгки Xi Xi " Х: Х: удаgrcя соеди-

нить траекторией систеп rr, Х - АХ , лежащей в обпасти И , т.е.

если найдется такое t'О , что

dи, (еЦt, e"'t )х|.х: :

i, k: 1,2, ( 1О)
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и полагая дrlя прэстоты fur:- 'N2: ,| , Р, : (l, tr),

0": (./,- !r), 8rr0, /t - ,,, -- Ь , /z-/zt=-; ,

будем иметь

pf-t ltf- t Ё-t&rl- 
ц 

,dt2- 
й 'пrr--2/z

2
/з- /q

наконец,

2f,

Pt /-

, ( j 1)

*

(rz)

(1з)

( 14)

0 tp|- tll,
1l,-li'f, х:

tp!- t) t" r; )*,х (t,

х

2/е

lrl,+ 1,1, l,- l"
6,+ 6,

I

6,* l,

х: _ /-/"

I,

С этими эначениями неоавенства (7) и (8) примут вид:

/-F,
т

Р(,-у:)l 0, /Jl 2 lr/,

! (,rп,х/ :! 0*о,,

(t-ri ) ,

)бz

lr+ t,

|, l+ |-

zl-a\a
l,

)-+

l+ L
6,

t,

т

+

+

))
!е

q

t,

ц

а равенство (9) может быть эаписано в форме:
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t(,-l,)
ь

т

t
|+г

(,-/,),/,о.
t

-е

Исмючая иэ последних равенств , полгlаемt

l" tr,:- 
цr(t-F, '),

t
- | +-ll" '

|t,-Ё)
(15)

(17)

( 18)

Учитывая, что t 'О , будем, кроме топо, иметъ

fi, (t+pr)

l, U+y,)

ТакиМ обраэом. мы долrкнЫ наfiти такие эначениЯ /r>0 , /z< 0t

hrrT , lr.0, /ir0, ll ,0 , при которы:к выполняются равёнст-

во (15) и неравенства (12)-(14) и (16).

Покажем, что при некотором выборе /о, li " l; неравенегва

(rZ1-114) следуют из (15), (16) п неравенств F, '0 , /, .0
Для этогэ обозначим _Ц - h " ! - ! . При атом условия

(15), (ro) npnry, ""j' 
12

ll, 2
+ //zl lz2

MHorKecTBo точек 9ллипса (tZ), лежаrrшх ниже прямой

/r/r:-F,-,-l (19)

в кв€lдранте Ft > 0 , /, - 0 , будет неrryстым, есJIи точка пере-

сеченпя этоfi прямой с осью /,/, будет вычrе нижней точl<rl аллипса,

Lrr. -f,-t-l.

/+i,

lL

т.е. если
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Последнее неравенство равносильно условию

I!. ц+l ' (2о)

Таким обраэом, при выполнении условия (2О) в квадранте Рl>О,

lz. 0 имеется дуга L эллипса (17), .пежацlая ниже прямой (19).

Другими словами, при выполнении 9тою условия окаэываются совм€стны-

ми неравенства |,r>0, /z-0 , (18) и равенство (17).

Найдем теперь точки пересечения эллипса (17) с прямой (19).

Оша из них имеет координаты (-l, -t) , а другая -
zlЪ+t-l -2l-|-t+t

|+l /+6

при выполнении (2О) лежит в ортанте F,>0 ,/z-0 . Отсюдд непь

средственно слеryет, что1 во-п€рвых, точм (F 
,, /, ) , леlкаlпая на ry-

r€ L i удовлетворяет неравенствам (rЗ) и (14), а, во-вторыь для

координат этой точки выполняются Hepaвeнcтu /l a /, /z <, - /.

легко видеть, что при выполневии последних неравенств велшчина, стояttlая

слева в (12), положlлтельная, а справ€l - отриtЕтеJтьная. Поетому если

lпри запанных l; мы укажем /t ,0 так, что

l,h, + lrlz: 0, (21)

то и неравенство (12) будет выполнено.

Итак, выбира"u ht, 0, lr < 0 , t, > 0 так, чтобы выполня-

лось условие (2О). 3атем указываем ./t ' 0 , для которых справедли-

во (21). При 9том в квадранте F, > 0, /z - 0 существует мно-

х(ество - дуга L аллипса (17), для всех точек которого выполняются

равенство (15), неравенства (12)-(14) и (16). С этими значеЕиями

h " |, непрерывная lсусочно_аlфинная система, параметры которой

воссган€lвливаются по формулам (11), имеет конечное число простых
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точек покоя и сепаратрису, идуlцю из седла в седло.

В эаключение эамотим, что поставпенЕуIо заддчу шельзя было бы

рещшть, ограничивltttlсь двухкомпонентноR иJш трехкомпонентноfi системоfi

с равнымИ ВеКТОРаМИ Рr, Ре
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