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оБ оптимАльных по поряlку сходимости

КУССF{ НО-РЕШЁТЧДТЫ Х КУБДТУРНЫХ (ЮРМУЛДХ

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ФУНКЦИЙ С ОСОБЕННОСТЯМИ

Н.и.Б л и н о в (Новосшбирск)

1. Постановка эадачи

Пустъ в евклидовом npoarp""ar* ,?О эадана огранхченная областъ

а с кусочно-гладсоfi граншчеfi аQ и эадано мвожество тоsl€к

Рс0[2 .Полох<им

dRР) - [с: р;с,Р). RлrеD, R rоl ,

Qo: {2 - а, (Р ).

обозначим ,"*. L!,, (t2, Р, А ) шасс фувкrзrt ( 0 < /. о- ,

п7 - целое и поrrожител ьное, Р€ (t, оО7 , Ъ € Р' l, непрерывнш( в

D-Р ,интегрируемьrхв а ит8кцхrчтодrtялюбьрс R>О ,

ц) с Qк " { pl, L!^ = L!^ (а, Р, А) выполrr9нц со.,гно-

rцеrgrя ( 1) и (2 ):

\
|о+п,s

|f eildt < АR , Nо-miп (ъ,о),0<Е<п-/i (1)

dR(P)

рь lb tl, п-57ь,п+ч

)tF'"

l_

4tdrl'|
orjlJ

dп [r,r1 Ll +р l(2)} -./

где С{Р - обобцршдле производrl"r" ftc), n!-n,!..,no!,
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ОС, - (Ч,...,*о) , qi -týлы€rпi>С, lосl:ч+...+q,а
Фуюсшля P(Ol удовпетворяет условиям:

Ф lо r- р(О)> О при dсD ;

бJ Р@)*0 , как только rпе5, t) ,0, ;

BJ лля любоfi конечноfi суммы попарно-непересекаючшrхся множеств
г

й = U tll. выполнено неравенсгвоuK-|n'

?, е(d*) = Д,рfu)'),

константа Д, не эависит от Г и способа раэбuеwtя Ц)о

для функчий f t*l , L! 
^U2, 

Р, А ) и произвольнэfi

!@)eL*(Q) в работе рассматриваются кубатурше фрr,rулы вцда

tl
\lt ,,yt"ldo 

= ,=2,
а

с!'{t, B,N)
) , (з)

где

u2

п (tl)0к - коаффичленты; С
обqэначпм ""ou фil (f )

il

B,t't)
- уэлы, принадtежаrшr" D rР.

правую часть формулы (3), а череэ

/U - функшrонал, определяемый равенством

(!n, {) - l { olyb)do - фr r{l. (4)

Пустъ ф/- ".**oj"'" *о*"а вида (З). Будем считать, что форму-

n ф 
U 

эадана, есJIх при **oorn /Y указан алгоритм для нахожде *" C!N)
(K,lV)

. ВВедем велrrчиЕу:

ю,l (фl, L!,^, ,) : 
;:r;^ttln, 

r ll.

О п р е де л е н п е 1. Вецрствеюлое6)0 наэовем поряд(ом
,l .m

сходlмoeги qорr"{улы Ф u -л"q Lp,rT ,Ф" l,|* чс о еслл

уt'эаньj ковстанты ffrr0 " ХСr> 0 t которые ". *r""", * .rУ

и дJIl ксюрых выполяено сосrгЕошенхе
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l[, N'' = юN (фП, ,!,r,з) = ffrL-u.

rl
О п р е д е л е н и е 2. Пусть форопуп^ Фо иrrе9т пор8док

сходлмости бо . Есrrи дrrя rчобой ф с порrш(ом сходдмостп а вы-

полняется неравенство Оо 2 6 , тo фрлrlrпу фа ltаэовем оптшмаrrьноfi

по поряд(у сход{мости ,n "пл.u 
L!"

В настоящей работе исследуется воIФос о поqгроециш кусочнфщеъ

чатых форr"rул вида (3), оптимальных по поряд(у сход!мостlr rц кJIассах

t !^ ta , Р, А ) . При некоюрых ограничециях на параметры, Екодяtrцде

/пв опре,делеЕи" Орr" , такие ф9рмулы удается построитlr. Конструировавие

искомьD( форпrул провод}lтся на основе формyл с регулярвым поrравrпrным

слоем С.Л.Соболева Er] и их обобщешrfi на весовые кубатурlrые форму-

лы, сделаЕuых В.И.Половиlдсцным в Е2, 3] .

Для фlrвкшrfi одной переменной блиэкие к данной постановке задаtш

рассмогрены на частнъlх примерах Н.С.Бахваловым Е4] . Прп ивтегриро-

Baнtfи по Z-MePHo}.or кубу фнкшrй с особешrоспямх и.м.собоrъ ЕsJ,
ИСПОЛЬЗУЯ PaBHOIVIBPHO РаСПРеДеЛеННЫе ПОСJIеДОЕаТеЛЬЕОСТИ Е КаЧеСrВе.УЭЛОВ,

покаэал, что сходlмость Taкtlx фрпrул уrовlлается при HalJItпrи гпадкостш

подынтвгральноfi фрrкпии вне точек особенностеfi.

Ограrчrчеrrшя "" оrr* /r[^

а.,) Областъ Я , а такл(е rпобое MHolKe.r* Q, предqгавимы

в виде объедлнения конечного ttисла непересэкаюцц{хся мtlожеегв, ttа)lцое

из которых эвеэдяо огноситеJьЕо приrЕдлеr(ацrcrэ eNfy lлара.

б.) Для любогр R >0

lпеL чR(Р) -= Au РО-", 0< 8 < п-/,

в. ) Параметры Ll р, lтL удовпетворяют соотношениям:

/<р -< ф, йр >Е,
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-п.+s<а<rтl-(п-s)/Р.

2. Оценка сверху нормы фрrкшrонала погрешности

кубатурlшх фрьrул типа фрмул с погранпrшым слоем Собоrrева

в просгранстве L; @)
Пусть В

|L

- мноЖ€Сгво ТочеК РО 
" 

целочисленЕыми коордiната-

ми;

н
h,",0

, l,- (l,....,hn), lrr0, i=/,..., п ;

0 ... hп

lcl : Ь|+... + ,:i" i l{2l - mеь{2 ;

Оr, - |о, ti h - "i.lj 
(|j*r) , /-/, .,., пJ ,

Чц- |",|ri - ritil. L, i=I...,oJ, L> 0, уеBol

В0:{/,mеьl7jr+0I.

Для достаточ"о n"n"o lЁl построим интерполяrд{онные операторы

порялrtа /'/l , удовпетворяюЕце }rсловиям (см. Е2] )

rr, rcl

".)
zrrr@)l{a -

Н ryц'le t7ir, ?r,t*l,/r) { (Н ty +y'l),

|td непрерьвша ца а , а фупкlчли q,.,, _(/) равны rrулю вне

QIr, 
rHQ+f')
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. 
62',,'9rrrr,r(лl' Аэ , *о"",""," '{, не эависrт о' Н о

l u/ ;

"" I rHl @ )Xn - Ьо;ч@)ft< дJIя всех l<l - rп ,

.д" Ji*: 
1'_ ':" , бо;rrr)- характ€ристическдя фуrкшя

множестм !Jr, i

гa ) в rо"*"* 17 , удаленных о, "рлпrl Р более чем яа

Qt + t)l il , функtд{ц lr,H,}") удошетворяют вrrутри зР тож-

деству

|11,rn,*r,r(') ?ru,r,*r,)(' - Н r7"'- у'")),

(5)

Чпсло ПL называется поряшом фрмулы (5). Введем функшлонал погреш-

ности

Рассмотрим кфаryрнь:е фрмулы Brrлa

является линеfiным ограничеЕвым функчrrоналом из

\ro,u@)da 
= Д,\/, лrrrtаl{в\fu,

'lr,,f) 
- \_ ?Гf-IrlДl".

-Hl
[':> |,

le0o lU

н
фrнкшлонал t
li- tal пчu рlп > п . пространст"" t! tal
классов функщfi F, с HopMofi

lгl t, rJ2)1-1 I г>lс;-д
^!
*I

состоит из

(a"fl||'bMIi|', f el, г,

и вместо ПF l L; l
,где fel-

а
В дальнейrлем будем предполагать, что РпL > П. ]

" F.L; Iцсаlъ ifttll n frl!
непрерывный представиr.* na F
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Л е м м а 1. Пусть функчионал f, является функчионалом погреш_

ности формулы (5), в которой

а область € представима в виде объединения конечного числа непересе-

каюцшхся множеств, каждое иэ которых звездно относительно принадлежа-

щего ему ша Тогда rtри l/zl * 0 и любых Qtd € /о r{J ){, у
RL,lllo,1Рeнo неравенство

и

{rcl ,Ь! tat

|tt', s)l= ffolyllru2lлl 
|>r"{ } 

Ю*f fuc|

1[0 не зqвисит от !,(с), {tr),l, l?l; /р + h: '.
Д о к а э а т е л ь с т в о. Вначале заметим, что оценки сверху

функчионалов типа l' on" ,rrp"u Н 
""ло 

Н: H,lo (t;-lddHl ,

u "n"r""r", /, не зависят о, 1.o ) получены npr, |о * 0 С.Л.Соболе-

вым для t ! tnl и в.и.половинкиным для t,! rrZ) . Зафикси-

руем некоторое laВо и соответственно множ.",r", l?|rr. Поусло_
л*

вию! Ц. , по.п}чается в виде объединеrия конечного числа непересекаю-
LHl *

tцихся эвеэдных множеств. Прелположим для простоты, ,rо Qrrl само

звездно стносительно шара tJJц С Oir, с центром ",о"*" Гr, е

a Qrru и радиусом 0 l h! , 0. 0. | Тогда ,ювая /1.r) С

etltal представима "^ t);t в виде (см. Е1, бJ ):

{to: |Шrtl j \ Л*f ry)@-y)*dy +

'",

( _*. 4 z(c,y) l
\9 ftylb-!) й" 

dY

ч

,ь

(5)

-|

lo( l< rrl

-|
п т|.1J -l4*m +!

Ну

зо

+ lllJ Htl



:D
пr-1,I {d, l

(t),
lеElп

здесь в правоfi части тождестм введен9r обозначсния для соответствуючих

членов слева; множество V r, состоит иэ точек -^ou Ц/r, , а также

точек, которые лежат на отрезках, соединяющих точку Д с точками rцара;

Z(t,У) - ("Р! - Pi ) / п l гдо 7Эr- отчеэок; который явпяется

общей частью множе( r/,ru 
'rl 

и прямой, проходяшей через точкл Z u

!' Vнl

Yr, \
, ,Р,- r"Ш||rУl ,/Ээl ; /g- общая ,racTb множества

Функшrя Z (g, У) дIя всех a, airt

Шr, и упомя}rутой выше прямой.

летворяет неравенству

lz tц y)l - 2 (L +,f-' t /rl' .

*r:у" {*,, trl , в сl|лу теорем вложения Соболева, непрерывны на

Qдхr:r."uрь, }пlитыва", что gH равно нулю на полинома* Pr_r,l!I) .

" |'Vrl удов_

имеем

Далее,

z
Nеtsо вFtп

ltti l)l: l> Z' 
уе.Во ыrm L,y1lHt )

р_
dcf*,|

'r,|b,,,,to"\'|);|f-,,

\j*,'tr iГП;, k(+=

,h

\<

lr

" 
t ,Z,,а 

t ?lly(a;til ж,r,lf*,,rcllp,,|

#H;,,|L,ttt)|<ltll r, teEir,
Г'ъ

о(

mаЕ
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" tt,Itllr,Г'l*|Qrt! [\,;rfu|" Ju,l ,

где, в сппу рrп->П ,

J*,! - жi{l l,, -oil'liF-,f,rl'oo"]b.T,,

" "",p"*.r,"n J*,, проиэведева замена t_: ch , Y-Y/h ,

пр*lемr.,"о*""."о nir, переrлло"rit ,а Vr, "Ul i

*о""r""r" Щ """"*""r* t u | .Такrrмобраэом,окончательно

имеем оценку

|tti rl" r,?,_(,
\!^o4no Iuц

(ly..(
lю{

'/р

,\
vц

иэ которой cJreryeт (6), еслш воспопъзовсlться дискретшм неравенством

Гёrьдера, а таюке оценкой

Й 
L 

tdr |Pdy * kt, r t)' 
)ldt fu

Лемма доказана.

3. Построение кусочно-рец!етчатых кубатурьlх фрмул вида (3)

и оцевка сверху пх погр€шности на *n "u* L!^
Пусть lV пробегает эначения rчобоfi воэрастающеR поспедоватеЛЬНоС-

ти чшсел наryралъного ряда. Рассм*р"" " ,? 
О 

кубическую р.-.r*у .Btro

с lлаюм l,-lРl - Л'/П по калtдой переменноfi. Выберем

,д,nn No> 0 и число Rо' 0 не эавtfсяtлими от N и такими,

np" N>No содер-

некотороrэ целого

отноеительно f урав-

чтобы ltаждое из множест" u)ro(P) "rQrо
'кало 

достаточно мнопо точек р€шото, Вfr: . Для

Мо' о . не 3ависящеr\о о,г /1/ f рассмотрим

з2



нение

и множесгва:

-l
(g Mo+t) :

при П>lý,
прп п-LS, Е>0,

прu lL<|S,

(7)

I
к'

" ilо посгроим

r удовпетворяющие

выберем такшtлt, чтобь

t
lr*'
lu

"п. 1-4f (so) , 7- (rп|/g) / (tо+ п-s1.

Обqэначим ""р"" 
М цеrт}по часть реtленrrя уравневия (?). Введем пара-

метры:

lo= l,. (llMo + t) , tr-loUlo{/<-t )+t), R*- Rоt

hr-(P*r, - Pr) / Мо (к=/,...,М), Rм*t=Ро, h,rr,=h

8r- dRr*t(P) - d*r(P), к- I.,.,И,

Q 
"*, 

- !2 \ a)Ro(P),

Тамм образом, мы окруrкrrли мнох(еqгво особенностей Р расlлиря-

юtIDfмися концентрическимш оФtаст"* 0 * . Обоэначим череэ Дa сово-

tчпносгь цэлочислеЕных векторов N еВП , дllа которых множества

a,i, --Qa*y О а, иьfекуг полоrкитольIцrю ,""ру " .?О . Испольэуя

y.nn L, ! а 0* , прr достаточно больlлпх 
^/0

интерпопяtцонные операторы rцl@) порядка rп

своfiствам а, )-г. ), прrчсм ,*о*""r"" OrI_,

*
а,

llLк trlQ,
l

п 4к'
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Введем параметры Оо- /(Z-/)пl+ Z(П-S)-/, 6,- бо *

+ 1Z()".- m+ (п-s) tp) , причем (как слелует из ограrrrrчений Bn)

на параметры

дlскретным нерав€нством Гёльлера, полJrчим

/р п
Пt! ,/)l о ХСо Ш:- t+ +)

+ Jt/L: Гр (dr,(pilr'|ft ri"o,r,!Ц* l#1!br,I\

Так как при б >0

м

K-l

то

Осталось подставпть сюда конкретное вьtражеЕие для

дlтся и9 уравнения (7).

Теорема 1 доказана.

докаэана оценка

О,,| @:,,!,^, il - 
r2T;^tV!, 

r)|. ff(r:tlу* ъi* t ^ ),

I

ti lоио* !t\t"лt . 1[5 ,

ho

lo , КОТОРОе НаХО-

3а меч ан ие 1. Вработах Е1,2J дlя простра".r"L!{Q)

и rпобою f 
n 

""* (4) ш такоrэ, "- ( l|ran ):g при Есех lоtl<lп,

lu 
n, 

f )l,- IN-r v ш; (a)l 
,

иэ которой, очевtfдпо. спеryет оценка
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q (ф; , 
'i^, р) -- ItN

Такпм образом, Ро-r^ Ф!

сr(одlмосгш !л кпассах L;^ (а , Р, Д )

а) Пустъ Z = [О l

Рос Z ,Ро С ар
t!^ ta, ро ,д |

4. Оrrтимальные по порядlry сход{мости формулы
,fu

для классов oP,L частнопо вида

прп п,> Z8,

f5+l=0, ,.. ,Iп= 0l, ý - uелое;

. Прелполоlолм, что вместо условия (2),

-!дп

явJtяется оптимаlъноfi по порядt(у

. выполнено усло_

(9)

ис-

гtаегвующего в определении класса

вше

0
н*

{l,Л, 
fu"I%" Alptrl|, 1t*pL-w(4l+'t,s)/p )

для любого R >0 и всех U) С {?в л ý(- (u"',n'"') таклх, что

lotl=lTL,d(')- (*r,..,,{ý ), ý4'"- (9s+l,,..,4п) . В n.3 при

конструхроваrпш формулы Ф/ noor^^ * в каlкдой полосе Qк

поJtюовалась кубическая рещетка с матрипеfi периодов

lLк
(К-/,. .. , М) ,

о ",hк

прr.rем пар"r,rcтр М опроделялся )равнением (7). Построим ан8логич-

нро rубатурllууо фрмулу, ,оrrr*о Д/ опр€делим как цеrтуlо часть реtленля

уравчеЕ',я ({ ilо + t)-t - 1, , а в полосе бупем испоJIюоватъ

пря}.lоутэльltло рещетку с матришеfi периодов

ак
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0

lL

L 0

0

0

00
ý

(п-ý)

нк
0 0 hr," 0

00 0...l к

. Так же, как и в п.3, MorKHo

удовлетворяет сосrгнощению (8).

Теоре ма 2. Пусть !@l- проиэвоltьнаяфункцияиз L*(Q),
Тогда при N* о, справедлива оценка

ПоцУвgнную формулу обоэначrttи ".о." Ф.п,р
проверить, что чt{сло уэлов форму n", Ф!О

'0

u, е; ,L!,^(Q,а,А),ф< rcN'F ,

теорема 2 докаэывается при помоtци таt(их же вышадок, как и тео_

рема 1.
а

б) Рассмотр"л, , .? куб

11n = |О: 0" 
"i-- 

/, /=|, }п

и множеqгва

dr- |с, (ri, Oj I j- |...,п) t, (се КО )l,

-п
KR KordK, R-(R,,...,Рп);

п:чп lj-t

з8

Пi - Ir, (о < cj < | l i+i, i:|,,..,п) л (cr.-o)l .



Пусть i, = (Lrr,,,,Lп ) , причем L,> - /,...rао, - /,
Потребуем, чтобы функlвли класса Li,^ (КО, П, А) удовлетворя-

ли усповиям (1О), (11):

I f Blllo n l(t arl+ K|f' + ...r R:"r' )\
tlR

\
а

'lp. дГ9t,л*f i.\ il{" (,* r,^'nnl*..,**h

тащх. что lc l- rп, и всех аС Ki .

I f {cl2r,l da,

(1о)

( 11)

ПРИ ВСеХ ýС

лов вllда

Перейлем ts построенир кубатурных фрмул для вьцшсJIеЕхя иrrтегра-

ко

,* f ;,l. Li,^ (КО, П, А )

по кол'''Iество уэлов N'No ,

l,":lKol t N;

,(с) е lo. (КО ) . пустъ зала-

фиксированно. Полагаемl0

rV - Г(1+l)/ (hM.l

( К] - целая чостъ l Ио фиксшроваюrо);

lo: //(ммо +t) i tri-homOЧ-t)+t);

Ni : (tп+lfg) / c,ruo (Л.,,,о)+t);

rr,rr: 
''!, 

, hi,*r- ( Rl,rr*, - Ri,rj 1 / tVo ;

l*- (l,,r,,,..,1.o,ro) i Ri,rr, = | i k- (k,,...,ko)i
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O*:lc , Pi,rj < ci <

Hrl

R,
l, *,l j:r.,...,п, /<Ki<lyll ,

к.l

Теорема 3.Пуgгъ

,*rL*(Ko) .ТогдаприrV

ilo . Мо и rцIцоtэ N'lo 1 шспоIlъзJl

0

hо,

, а ее фlrнкшrонал по-

9d - проиэволыrая функцrя, принадrrежа.
.U

+ф цмеет м9сго оц9нrа

для достаточно боrьцдrх

узлы , где

Ю, Р: , Li., (кО, п, А),9)* хtil-Е

Кп

Н*: ('о'*

построим пнтерполяttl Т
Iонные операторы ]ц, (С) поряд(а m , носитвrtи

которых располох(ены " 0 * п которые удовлетворякrт услоыrям а* )-г" ).

TatolM обраэом, поrт}пlим фрмулу

\, 

^1,", 
9,", dc =\ 

"о 

о',[,"-,, ?". м н rP а -r r-, 
о f B|d',

K't к

правую чаqгь которой обозначим череэ

г?€lцности -".*. {"'п

oi t1l

,

д о к а э а т е л ь с т в о. Лемма 1, а ташlсе условпп (1о) rr

(11) дают

+

4о

. . il ,*r/?
Xtn,/)l * ff,hо

,



ц

lQк

,,::l)
|, Kt

(Rn,*o*t

ъ

'/r ult I/+R*\

|-

F\-оr
+t[ vBrl

а

l<Епl
z х

к

отqода спеryет, что главным чл9Еом погрешности О" Ф:, $, ,9)
np" rV 

-, 
.о яЕляется вырах(еЕхе

o_So-zl 8о. 
'lс,-лL

где

ý* -tl Ге to-\Ъ,t| к|;,"ft,,, - r:: ;.

Оценим s4 , испольэ:,я ддскретное неравевство ГёЛьлера, а такясе явныfi

вlдд парам9тров i* R*

l-(,? -RbKfl |,Kt ) х х -ro,*)'

Имеем

J* < [9 
(к " lh 

{, " оZ -,, nl 
Q r l h::,' . . . t,Z r|| : 

* 
:.' о:,':* "у,

. |tо /r: |,*r,,)*o",,t: 
tf! tM,t,fl'' ,

,* бj - ?ki 0; 11- &j * //9)7 ,i-/,..,,E.
Так как 6,7 0r,,,, бп 20i
то l

l
ho

,:ly,хt,
4-

а-

t 
,dt 

... tu" dt
" 
t,ti.
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Теорема З докаэана.

В силу эамечания 1 п.3 фрму nn ф' " ф:Роп
порядку сходлlмостп в соответствуюlцих классах.
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