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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ НОРМАЛЬНО РАЗРЕШИМЫХ СИСТЕМ

ОДНОМЕРНЫХ СИНГУЛЯРНЫХ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ СО СДВИГОМ

М.Е.Б е с с ч ё т н о в (Новосибирск)

ý 1. Постановка эадачи, основной реэультат
пt

Пусть ) - *оrе*ная односвяэная область комплексной плоскости

2 : а + i! , ограни.rенная замкнут",, *о"rуро, Л класса С' ,

т.е. пареметрическое уравнение кривой tBlc t* ,z - leS+ ,

ý-- oonon""*" ý*U Г до полноfi комплексноfi плоскости. на конту_

р Г определим сдвиг ýс , ставяlцt{й в соответствие каждоfi точке

t е Г точку Т=<d)е Г . Опрелелим также оператор t/ , действу-

рtций яа векторфункцпю Ф (/) . ""д""ную 
на *о".ур" Л , W,Pi) -

- ?ktdfl . Преллолоlклм, что ос (l) явJIяется лиффеомофизмом клос-

о t* (Г ), <'ttl}O Vt е Г и выполняется обобщенное условие

Карлемана

6(*оч(tl)={ , -.o(t)=t (V,lo-r), (1)

где, о./ ttt- <(1_, ttl) Всюлу 
"лже 

оператор }V будем

обозначать через W+ , есJIи сдвиг сс сохраняет ориентацию контура

Г , n ""р"" W- , если сдвиг ýс изменяет ее на противоположяую.

Слеryя работе Elf , рассмотрим операторы
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а оператор определяется фрмулоfi

hp 
t)-

к2
tпtl ,,7

К,) ,рr/W{,

где М, |/ - ц€лы€ положr,тельные числа, причом /'/rР , il>9
далее, A['* (to ), Д'f,r ё), Kf' ё,to), i=/,z,J, - заданш.,, Г

квадратные 
'(, 

[l - ,n"Jon*, n. С-(Г), причем матршцы K'i)tt,l),
КУ' tt, to) имеют в точке t : to нуль поряш 

^ 
> М-р, /tl-g сооt-

ветственно. Операторы (2 ) обрэуют алrэбру, т.е. композ"чп, К, ' К,

таких операторов мох(ет быть представJrена в виде (2). Коффицпенты

'плюсовоfi' ('минусовой') части оператора Кr'К, выражаются череЭ

'плlосовые' ('минусовые') части операторов К|, К2 по таким же фрr,rу-

лам, что и коdSичиенты проиэведения двух шlференчиальных операторов.

Композиlия оперsторов раэJIичных энбков явпяется интегральным

оператором с бесконечно диффренщrруемым ядром. Соlозный onap"*p (j
такх(е предсгашм в виде (2). Мы предполагаем, что r{)rtl,,Lr'''ttl#О,

Пара чисел (рr9| называется порядком on p"-p" ,(- . Еслп р,| < 0,

,о Кл является интегральным оператором Фрелгольма 1-го рола. При
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Р= 9 - 0 он явJtяется сингулярным интегральным оператором, а при

,о, ?' 0 - сингулярным интегродиференшlальным.

Рассмотри м систе му инте гролифе ренциальньtх уравнениfi

Kp=Дr.w'-'9-{{to), (Bl

где {{{o)-(f, ,,,,,{с ) - зоддЕнбя ,а Г комшrексноэначная вектор-
лф

функшrя класса С- (Г ) , " ptt)- uскомая векторфункция класса

СО' (Г ) , где по - пLо,fr (p,9l. Теория систем без сдвига известна

(см. [r-O] ). Спстема (8) со сдвигюм иэгrалась в работах E7-11J ,

где приводева обширнаа библпография. Настояtцдя работа сущестЕенпым

образом оtrшрается lи реэультаты работ С 1-3, 7-9] .

Пршмешrм к системе (8) слева операторы Y,l ,W', '..rWO-'
После этого в сиrlу (1) пorrylrrM елre а- / уравнений относительно неиэ_

вестноfi функчии Р . Поrrученные уравнеtrия совместно с (8) обраэуют

систему

Кр F, (9)

ца с элеменr"u" Wi K^Wo-i . Первая строка матришt состоит иэ

операторов К| r. , , , Ко , какдая последуюцшя полгrается иэ предыду-

шеfi умноlкением слева 
"а 

on.paTop }У , справа - на оператор !У ' и

tдlклической переqгановкоfi операторов. В шлу (1), W-i = WO-j ,

Сушrественным моментом работы явJtяется тот фкт, что оператор

-r | составленньй rrэ 'окаfiмленных' оператор о" WJ К^ Wo-1 со сдвп-

r\ом, еегь опоратор беэ сдвпга. Привести on"o".oo Z к такому видýr

можно пою]чf},, что каJкдая из компооициО Wi ?,"u* wo'i вырах(ается лшнеП-

котор}rю наэов€м расшrиренноfi. 3десь р- о|
k-t

ми компонентамч 1)r-W Q, k- 1,2,...,п, а

6

- вектоp.столбец с блочны-

К - (п хп) - матри-

но череэ onepaTopb, Х,+, fu6- фрмулоfi вида (2 ) с коаффишентами,
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зависпrшми от сдвига G . Если все К^ явпяются операторами поряд-

ка (ОrО), то иэ нормальности on"o".oo, / следует нётеровость опера-

тор" ,( . Наша эадача состоит в отыскании услоЕиfi на оператор r ,

при KoTopbD( оператор К уравнения (8' является нётеровым.

Оказывается, что нормальность оператора К су:цеегвенным обра-

эом Зависит от ориентации КонтУра cr. r и порядка P,g) операторов

К 
^ 

. Кртко поясним суть дела. При положительноfi ориентации контура

4, Г компоэиции WiXUr }Vo-/ ("оо.ветственно Wj ;:u- Wo-i l разлага-

ю,гся по оператора}, ?rU* (соответстве""о 2,6_ ) (см. лемму 1 ý 2).

В этом спуrае порядок on"o"ro* Z совпадает с порядком оператора

Кпп

Iр= P-k
+ р+ ( 1о)

При отриtвтепьной ориентаlши контура ч. Г 'плюсовые' компоэиIци

W/l,i W 
n-i 

разлагаются по оператора , )": , 'минусовые' - по

лб
операторам }+ (см. лемму 2 В 2). В этом случае порядки операторов

r " К* могут не совпадятъ. Например, при р>? порядок опера-

lфtl,

k-0
S p_k 

^. ^ЧrЦrЪТОу*Fr,о 
у.

r р*н (р,р) :

Fр = F* 
r, n п|rу - i; е.*l! v r Гп,п р. (11)

тора

Детальное описанио матриЦ 8r-,, Ёo),n -l lto),F"rtto),ar4(to)*"o "
ý 2 (см. теоремы 1,2). Междr предстамениями (1О), (11) оператора

r имеется принципиальное раэJtичие: в (1О) соотношение междI чисJIами

Рr? не впияет на нормальность оператора. Она определяется вевырож_

депностью матрпц Еr,D, , в (11) ато уже не так. При r#r ма-

тч"ь, Frlt;,Lr(d) 
"",,"о, 

нулевые строкиt nono* 7 эаведомо Ее
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является оператором нормаJIьного типа. Если же р= ? , то матрrtцы

Frtt), G, tto) "yn.r",x 
строк, вообще rоворя, не содерх(ат. Если

они невырожле"о, 
""олу 

," Г | то оператор, эаданный формулой (11),

является оператором нормального типа.

Пусть порялок циклическоfi группы, пороlкленноfi сдвигэм сС r ра-

вен двум (п=2) , и коффиtшевты оператора r подчивены ослаблен-

ному условию нормальности (олном1, из условшfi lkrr k2) , k,lr r 0 )

Г1, 2], которое состоит в следующем.

рассмотрим цепочку матриц S}, Si 
'!,Ui,D;,...,r? 

,

каждая иэ Koтopbuк составляется по определенному алгоритму иэ коффишl-

ентов системы (9). Условие .(k,kr) "o"ron., 
во-первых, в требовании

постоянства ранга матри " S; , 

'/ :.l, ,,j . lz , во-вторыхl в н9вы-

рох(денности ""оry "" Л лr"rо"'ч S! , Oi' . При выполнении этого
-

ус,Iовия on"p".op ( яшяется нетеровым в классе с*(r) f r] . в
этом слlчае система (8) также нетерова в классе С-(Г) .

В настоящеfi работе мы предполагаем, что П >2 " on.p"rop ,(
авJrяется (k|,k2) -приводимым к оператору нормального типа. Эго усло-

ьuе Nв п=2 является более обцrлм *n,kr,kr' 2 , так как не

требувт поеюянстваr.*""",маlриц S;,4 , но прдпопаг6€т н€вырож-

n I, nk"
денность матриц Ор , Og- .

Следrя работе E3J , мы скажем, что сисIЕма (9) лопускает F-преоб-

разование, ""n" 
лr"rр"* J, удовлетворяет условиям.; а) ее ранг не

превосход{т чuсла Ъ . Пt ; 6) существует не вырож*rrч" "" Л матри-

- А tt) е С* (Г) такая, что последни. п/-Z столбцов матри-

,- 3rД равны нулю дrrя всех t е Г
Аналогично система (9) доrryскает б -преоОраэование, если

urrc"- D, удовлетворяет условиям а), б) с числом L и матричеfi

ts . Пустъ сист€ма (9) лоrтускает FrG -преобраэования. Рассмmрим
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операторы

\о, ro1-o0

|I, 0

Г,р = А|

\ о L,oro!-"
А''р, Gф=В

),,

rr0

"*fu,oJ= - L'rtt,ll+Ъ!_rl ,Lrl = Ъ'*р* tол,!р - обратимые в

С- (Г) операторы (см. ЕбJ ). Компоэиш.r" (rG on"o.ro* i
с операторами (12) снова имеет порядок Рr?) . Ее оrмволические ма_

,оr*' S} ,л| вырах(аются через матри*, 8, ' 3р-, n !, ,

Dy_, системы (9);

Sf ttl - 6, д,, -l Ep_ttr-p/+i А)А'',

лf tl: (2rв, , t-D-_,зr*р/2у iur)r'. 
(1s)

здесь / - (Д,,А2),_8-(.В,,В) , "о" 
Аrф - hlх(пl-zi - матри-

tц ранга п!-Z класса С* (Г) , и удоЕлетворяет усJtовпю 3rАr= 0 ;

Щdl- (пl, tП| - li _ матриllд того же KJtacca. удовлетворяюltlая усло-

""оОg3r= 0 . МатриIш l,t{l,B, ttl проиэвольны, но таковы, что

матрицы l th, В tll невырожденны для "."* t е Г . Они моryт

быть наfiденыi вапример, рещением алrэбраических уравнени о F! ttl,trd)-0,

В!ЁlВ,d) - 0 , соответсгвенно. ранги матр"" E;d1,2|dl
не зависят от произвола, которыfi имеется в выборе матриц ДфrВtll,

О п р е д е л е н и е (cM.E3f ). Система (9) является 1kr,/<2)

-приводимоR к системе нормальноrrо типа, если она доrryскает цепочку

4 4 -проораэовашrй такую, что оператор компоэищr 
" 

Кa q,,, Fr,' 0r,

принадлежит к нормальному типу.

S. DuОтметим эдесь, что если символlr.rеские матрицы

r и матрицы S) th, Ui , 
'- 

/,...,Цii-t...,,

(12)

опера-

тора

1о

,(r, 
"*о*"оr*"



на каждой итерацllи цепочкJl Е С -преобразованиП оператора ,( шмо-

ют на Г постоянный ранг, то поrтучим условие (krrkz)

Говорят Е5] , что оператор r нётеров " С-(Г) , еслш:
d ryl

1) ядро onepaTop. ( и ядро соlозного оператор К конечномерны

и состоят из бесконечно лиференцир емыr( фнкшfi;2) система (9) разре-

rлима тогда и только тогда, *orou / е С* (Г) удовлетворяет усJIовиям

l r ,r, а, ttldt = 0, j=|,..., r, ( 14)

г
гЛе ln1,,.., llГч - баэис ядра соlозного оператора Kl . Иэ рэуль
татов работы f 3] вытекает, что еслlr сиеIема (9) являетс, (/<rrk )-
приводимой к системе вормальнопо типа, то on"o"-o / нётеров в мас-

"" С'*(Г) .

Основшм содерх<анием настояцрfi работы является следуюttlая

Т е о р е м а. Ecnn on p"rop Z является (k,k.) -дриводимым

к оператору ,орr"*"о"о ,nn.. ,о on p..op К нётеров в С*(Г)

Введем в рассмотрение операторы

п

tttzt f , i=0, l, .. ., п-/, (15)о: кпw
(j) п-l

к р

где Ц)о - корнч /Z -й степени из ед}lницы. Отметим, 
"rо 

(
(о)

- к
Операторы (15) наэываются сопутствуюцшми друг другу. Мы скажем, что

совокупносIъ операторов (15) нетеро* " t- 
(Г) . есJrи каlсдшfi пз оп€-

раторов Ки' 
"a""оо" 

., с-(Г) . В основе доказатеJIьегва основноfi

теоремы, Kpot{e предстамения операторов со сдвиrэм через операторы без

нётерова в С- (Г) тогда и только тогдаl когда оператор к
к

yl
l,rцt..., п-/,

расши_

ренноfi систsмы (9) нетеров " С* (Г) .
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Сначала докажем два вспомогательных утверждения. Пчстъ Х7 -
= ketK|' , i- kel,i оэначаrот ядра операторо" ,('j' " r соотв€тст-

венно; Yi - kеъК|", V-Yer(Il'- ядра оператооо" КУ|, (/)', *."""о

" К{' " r . через ri, Hi', i=0, /,,,.,п-l, обоэначшм оперторы

Hj : (rc ,0i wle , .. , , d!_, wo-'rr) !,

н; - (It , ,| w'r, ,. . , d!_, W'

( 16)

оператора r раэлагается в прямую сум_

подпространств:

п-l )l,re

- ? -, (lrl) - n".pnu", " W'- (*'tt)W)''"-"..""где Jc - ед'iнлчная

"оr*"",, " \{ оператором и удовJrетворяет условию (1). Символ

(I,, trr,.'. 'trоl | означает вектор-столбец с компонентами

Хr, rz. ,.., Ф1.

Лемма 1

ров в

Y уl

Ядро r
р

му подпространств: Х: н0 х0 @ ц х, е ... о нп_t хп_|

союс}ного оператора ( К )' разлагается в пряrчf}.о сумму

Пусть

Ядро Y

V:H|vo @Н, о Hi_, Yо_,.о
Г, !r. , i-o,, |r, . . , П- / , осначают числа базисных векто-

r', q - число базиспых векторов в

у,

соответственно, а

с л е д с т в и е. Имеют место соотнощеrцlя:

п-|

j-o

X,Xj

i- rt.l
I

п-|

z
j=o

t:l , 2к)-5, *(к
1,0

U') 
.

(17)

До к а э а те л ь с т в о этоfi'леммы оtшрается на тотфкт,

что tдlклическая группа, порожденrця сдвпrчм ýс r имеет конечньй поря-

док. Для операторов порядltа (О,О) лемма 1 фктичесцх доl<азана в

ЕZ-Sf . хотя и яе форr"rулироваrи в таком виде. Это доказательство

HocrrT алrэбраическпfi xrtрактэр. В нем шспоrtьзуется лиllь лrrнейносlъ опе-

L2



раторов ,(r? и связь меr(ry рещениями сисlэм *!'9-О ,Ff:0.
Поатому оно переносится на кJIасс пнтегрошrффреншrальных операторов,

рассматриваомых нами.

fuiя докаэательства леммы 1 вам понадобятся операторы

. 1. - 
!^irriWП-'!л*,, j-0,/,...,п-/, (1s)

где J^ - -*п""еская перестановка ( / r., ., п) - 
( rп, п* /,,,,, п r/,,, ., mчI

Эги операторы являются проекцшонныlчдl, так u* Р,!- Р, , 4 П=4Р =
/ /,/ t l,/

:0,есlu i+j
4-|

Е Р. -r,j=o l
Нэтрулно покаэать, что К W 

*^r' 
J^ : Wo-'*'J^ 3 .

(19)

Поэтому

КПr: Р, К . Огсюда вытекает, что есш f€Jl
еUеzГ. В сиrry (19) япро Г on"*-o" Z

КеrI , ,ор, ре
Ра3.ПаГаеТСЯ В ПРЯМУЮ СУМ-

му подпространств Pi Х, /-0,/, ., П-/ I:Роi" 1Хо ...

,..а Pn_| r
обозначим оператор

Bi,*= Fri-,r1,0,_ . .,0N 
*^'r, 

,0,, .. ,0). (2о)

Раэобьем nt -u*ro, Р|' n. Pi i на О векторов Р !' ,

k=4.,..lZ,длиш t Нетрулно убедиться в том, 
"rо 

Bi,*/U'-0,

Отсюдд слеIryет, ,rо у|'- '!_,Wo'р,у' 
tt) . Поскольtсу /!'ai,

то, применяя первую строку on"*.o* Г к вектору /'j' , полгrаем

14'i'o'|' - О ,,.". УrU| е Xi . Вектор rУ'a li перепицtем в

ьuде рV) - Н, ,r|il r гд€ Hi _ операторr onp"o"n."""tfi с помоt*ю

(16). Как мы показали, PjT - НjДj , где /7- полппостранство

" Xj . Доltажем, """ Дi - Х1 . Прллолоlоtм, что lj + Xj . Пусть

|ф - вектор из xi - дi . Тогда, в сиrry построения сrrстемы (9),

13
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lxlкторf -\Р еТ и удовлетворяет соотношению ts7,кр:0.
Поатому Р_' Дi . Противореtше показывает, что Дi = Xi . TaKrrM

обраэом. Х - НоХо О Н, Х,а. . .@ Но_, Хо_,.

Утверrrслеше леммы для ,цра V оператора lF)' оо*л.ывается

по той же схеме, только вместо операторов (, К'{' пспоJIьз}потся coro.-

ные с 
'"ми 

операторы (Kl'rK'j". On p"rop Кlh имеет вид

Kfo! = А,:-, \^/

п,l
Kl !, ( 21)

, т.е.

Далее,

(22|

.* }V'= @'(tlw)o-' и удовпетворяет усJtовию (1). On"p.-p (,7)'
(orl I

строится no on"p"-py ( с помоlдью h/ по аltалогии с к
оператор F .о"плдает с оператором (I)' ,"о*о,". F
вместо операторов (18), (2О) Iспоrtю}rются следующие:

Jrп+t'

Bj,r =Fo|,-,rg, 0,. .., 0,W' 
*r'rr,0,...,

)

j- 0,/,..., п-/ i I=2,,,., п,

Они аналопrчны оператосам Рr., Bjrk , on orr,,Р' Р,r' образуют

семейство проекщlонньск операторов, а оператор 0i,r переводит в rrуль

подпроегран"r- Р,' i , r... для любоr.о вектора tlГП'е 
'; r 

длины

О[ ""onnor""i.r" rLn|', k-/,,,,,п, раэмерности / каr(дая

справедливо соотнощение ?i,n '|' : 0.

0 (23)

Лемма 2.Неолнорошая СИСтэма (8) раэрещиu" " С* (г)
тогда и только тогдаr когдд разрещима в С* (Г) неоднородная расчJи-

ренная систеrиа (9).

L4

Д о к а 3 а те л ь с т во 9юй леммы для операторов порядка

I



(ОrО) приведено в ЕZ-SJ. Наrде докаэат€льство отличается лиtль деталя-

ми. Пусть /-мерьrИ вектор ,Р € С* (Г ) является реrлением hеод-

нородной сиqr€мы (8). Тогдд в сиrrу посtроения расчlиренноfi системы (9)

al -мернып вектор f U) с компонента u" .pk(l) - V,/r' P(t),
k -I, , ., П, есть реrлеЕ|е неошородноfi расширенвоfi системы (9) и при-

IцдrIехшт С* (Г) , так как е(0 е С* (Г) . Обратно, rryсть п/

-мерньй вектор р a С - (Г ) явпяется рещением системы (9) с правой

ч"*о f . Поскольку КРо = Ро К , ,о екrор Ро 1) явпяется реше-

нием системы с правоfi ,rar"о Ро f . Выше мы уже показывали, что

Ро р естъ I | -мерньtп вектор f О ,il с компонента 
"n 

p(!l th =

= Wr-'p'ro) (t), k=1,2. . , ., п , размерности l какдая. lIалее,

Г, = f в сиrry самого построения системы (9). Применив первую строку

on"*-* Z к в€ктору P'o'tt) , поrrгlим KF'i'=f . Так как

fе С-(Г) r то 1li' ttl тарке принадлежит С*(Г)
Лемма 2 докаэана.

Присryпим к доказательству теоремы 1. Предположrrм, что совокуп-

ность опера-ро" [,( 
U'' , 

'=О, 

/,., ,, п - / , нётерова " С- (Г)

Покажем, 
"rо 

on"p"-p / тарке нётеров " С-(Г) . В силу след-

ствия иэ леммы r *ро Г on"purop" / и ядро V союэною опера-

,ор" (f)' конечномерны, а из леммы 1 вытекает, *roi, i СС-(Г),
Далее, пусть

дlя операторов

lЛ - проиэвольныfi вектор иэ Y . В сиrту фрr,rул (19)

D
/

г
По.*о**ч Pj UГ

\ r ,' ) atrldt :Ё } 
idl|'dlartldt.

еqIъ ве'тор с компонента ," r[ trl: u|rw'r-'

t!' d) , "о. 2,V| 
е Y; , то, Jвитывая, что W'o- r 1 С}М-

му интегралов преобраэуем к видI

15



)Ёr:,,
4;

Так как 
А ';-, 

- О , то ус'овия раэрешимости неоднородноfi

расширенной систеlш (9) совпаддrот с условиями разрешимости неоднород-

ной системы (8). Они вырФкаются соотношевием \{ /:'dt - О , где

r
(0,

[,t - пчопзвоrrьный вектор ! Yo . Поатому условие \ittluГёldt=O,
где {1Г - любоfi **rоо n" У , необходrмо " oo"r"rofio дlя разреши-

мосгп в С* (Г) неодноролной системы (9). Следовательно, опера-

,ooi нётеров"t*(Г)
Обратно, пусть операrоо i нётеров " t* (Г) . Покаrкем, что

l€rкдый иэ операторо" КУ), /=0,1r.. ..п-{нетеров " С*(Г) .

Сначала установим нётеровость 
;;;о"r"* 

К'О) . В сиrry леммы 1 и след-

ствия иэ нее, ядро on"p"-p" ('" и ядро соtознотю оператора К'' *n

нечномервы и состоятJlэ функшrй класса С-(Г) Пусть t/Г - rrpo-

иэволькый 
".*rоо 

n" У . Как мы ух(е покаэы".п", \ iфrrгttldt =

: O\f ,Pat , где ! - /-r.рlшй вектор из FY'о'. 
Так t<aK усло-r лФ,

вtlя раэрецшмости системы (9) 
" t,'--(Г) совпаддют u усJtоЕиями раэ-

лф f

рещимосги " С* (Г) системы (8) (лемма 2), то \rarP't'dt-0.
Следовательно, оператоо К'О'нётеров " t-(Г) .f,"р"Ио", к опера-

торам *|', i- /,2, - .., П-/ . Для докаэательства нётеровости в

С- tГ) операторов KV' опrлточно показать нётеровоп" " t*(Г)
каr&цоrý из операторо" К

rу'=FirGi , где

'!,rl,.,.,r!_, 
, а

(i)
' . Но 9то сJrедует из соотноlлепия

Fi - *"rоuльная матрица с алементами

0j - ,"ronlla, обратная * Fj Теорма

"\r dlf|Gldt -F_( 
), 

ttlfi'ttl dt

1 докаэана.

3 а м е ч а н и е. Требован,tе нётеровости операто ро" KU', rr,
,.,rП,|, в тэореме 1 отброситъ нельэя.

rб



Деfiствптельно, rryсть каждыД или одrtн tlэ них имеет ограниченный

лефкт, но ортогоцальцосlъ правоfi 
""*л / lравнеЕfя КУЬ -/ * 

"*,
у i 

on"*.o* ( И" явпяется ToJrbKo необюЕlмым условием раэреrлимос-

; " С* (Г) сиепемы КУЬ - f . Тогдд в c}lrly следствия цз леммы

l и тогэ, что условия раэрещимосlог*" (S), (9) " С- (Г) совпа-

дают, эаключаом: если оператор ( нётеров в С* (Г) , то оператор

r такr(е нётеро" " С- (Г| . Но иэ нётеровости " С*(Г) оп€-

ратора r в сиrту теоремы 1 вытЕкает нётероюсть " С*(Г) каждого

пэ оператор о" К Vl ,1- /,2r. . ., п-/ . поrrlцхлд противоречие. замеча_

Еше докаэаяо.

р
ý 2. Прпвеае"". on p"rop. ,( к вид., не содержащеьry

сдвпга в искомой функшrи

Докаэатеrrьство теорем l, 2 этого параграф основано на том, что

'окаfiмленlше| операторы можно выраэить через операторы, не содеркаtцие

сдвига в искомоfi фнкшли. Сначала доrсаrкем несколько вспомогательных

утверяслешrfi.

1. Ecrrи W- Iy'* Wj ,u=W 
oi 

в - о,Лемма , то операторы

! l, t2,..., выралсаются фрr"rулоfi

xT^p*R",uJ)p,

Rt!'"'D- операторы вида (7 ): RЁ'u'j) - R t!, o,il

wir'rWo-jg -hр.,оGо) (24l

опреде_

(25)

где ф|ф , уо>0
" р 

(*, 6,j| : rG.B,jl
м|, lf ,

ляются так: при @ < @

прч ё<0 .Функщrи P^,u(/o)

а, <1d)- n, tto/rп+ |ol+ l \
P-,u\|ol- (- ) It

lo|*,

at
лll

t -to

L7



есJIи6=.FП:0 ,рР.,а--/ iпрп 6:0 п О<*.М,

функчlли F_ . = 0 ; если же б >0 , то оци являются коффицrrентами
, ,.. ,v

разложения оператора ПпiG^)Г'dhЛ в сучму по убываюtlt,'м степеням

M;L"^:.;;E.,
До к а з а те л ь с т в о. При О-0 поJочаем Wjr', W%=

: XolV т Rt\o'j)9 , "а" Вё;O'j) - интегральньй оператор с бескояеч-

но лиференцируемым ядром

ас,;(t)

к
F, O,j)

(1,1o):
I

(!,0,j)
RЁ,O,j)
фrсо

no*o'y R

где

мов вида

по форлry.пе Тейлора в точке

18

содержит множителем разность логариф-

t-to чj (t)- di Gо)

. В случае 6>0 нетрудно убедиться, что

а п-l

|t*jtt,ll
-t/

Ju 
wj*'*W^-ip.

tорWJх
j

\t/

*j. til,

(26)
d

прч 6< 0 из компоэицио \{'r,1 Y'-ilYi7'_WC) 
"",о"ляются 

оп€-

раторы l,f tri):

Wi лi W^-jp = х1 b(l,to)p) + pЁ''j',l ,

ttl - ocrio
161-|

Гrt,tо) -
(\6,j)

а R - операторы вида (7). Эго следует иэ того, что функчия

r r'*,u," rt,tol(кr",u,j' ,t,lol1

t-t о

,"(,-#l
),

!,
t0,|-

{

которая, как нетрудно проверить, принадлежит классу С-(ГrГ)

Функции Ku'*''j'(t,to) , l=/,2 , имеют в точке t -to }0rли поряд-

*о" > lvf, , поэтому 

't!'o'il 
: RF'6'j) . Разлоlмв функшlлю [(t,t.)

t0 no n"p"r."py f придем к форцчле(24),

,



Wi

Лемма
?u'* yo-i

2. E*n !У - }V_ , то np" 
""т"",х 7 операторы

выраr(аются формулоfi (24), а при нечетных

те же, что

wl r1 w ^-j у - Ё ,л,ч ttrl ir^ r * R'*'''jЬ, Qz,,
llr4

RB'u'j)- операторы вида (7): RF'u'j
nt!. 6,jl

uK _ nt!,6,jl- n 
lrlr, м,

при О<@ . Функции Рл,о(tо)

где

и в лемме 1.

где

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2 распадается на два сrrучая:

") j четно; б) 7 нечетно. В первом случае ориентаrrия контура Г np"

отображеrши Ф; не меняется, поэтоNfу имеем случай леммы 1. При не-

""r"",* 7 ориентация *о"rуро Д меняется на противоположкую. В этом

слгrае иэ "минусовьrх" окаймленных операторов выделяются'плюсовые'

операторы без сдвига, и наоборот. Например" прu @ - Q имеем

Wi^i W*j9:L.TP*R'\o'ji. Из этой формулы, 1пrитывая (26), поrry_

чпм утверждение леммы 2 мя б )0 , Прu б < 0 иэ компоэищай

\{ii Wo-j (Wj)"u-W^-j) выделяются операторы Х'-rъi ):

t{'ri Wuip - х| ( rtt,tolp)* RF'"i'ц,

(!,o,j)
R _ операторы вида (7). Эго слеryет иэ тогоr что функrшя

L 
r'* 

ý'j'{t,t 
о ) 

( L 
rF, 

o,j' (t,lo )) "oo.p*n. разность логарифмов впда

t(,-"#)-b(,-i;),

которая является алементом С- 1Г r Г ) . Далее, функчли L!r'"'il,tol,

t):t,Z, имеют в точке t= to нули порядкоь ) lvl , , по9тому

R'r'u,j':R)|,,,ui,i' . как и выше, разложив [ (t,to) no qор_уле тей_

лора в точке to no t l прид€м к формуле (27).

19



Лемма

}v
i rt*t wn-j

Цtl

жается по форr,rуле (28), а при нечетных

з. Если try' - '/* то

- ltn,j)
КЬр,н,о 9,

wj R@, wn-i ,
Ц.|l l

р (28)

(29)

(3о)

9
n (',j)nn-9," -,

Д о к а э а т е л ь с т в о леммы 3 аналогично преддryще}ry.

Присrуrrлм к докаэательству теорем 1, 2. Рассмотрпм сtrачало опё-

i п-j
раторы W' K^W" 'l j=L2,.,.,п-/ i fп=/"..,п , при W- }У1 п""

каждого иэ них в сиJrу лемм 1, З справелливо представленхе

w'K, w

конlурi
wiK Wп

lёl
р 8:_

d.l Г ор""rr"рован отриtlатorlьно. В этом сrr}цае

Х, 
u 

ru' ;' 
xI- 

r9 

r r'! 
!n' v,

и+м,

k=0

,ml p-lc

*L*9+

где

n lj,пl k

Ьр-* {tol : ?о pr,p-lru (t)Wi 
{o*u ttol,

(31)

_|,пl k

D|-О (to| - 
u-Zo Pu,o-o*,)(t)wjB'['*u ttol,

" r::;' - on"o"-o в,'да (7 ), П = rпtл(lчf,,il-р), F-miп(М,,N-9).

Рассмотршм cп)rчalt, когда W - \У- . Еслч j четно, то конlтр

nt . Г ориентирован поло)lотельно. СледоватеJьно, имеем сrrучаfi W- W*,

no*- операторы W'r^!Vo-/ ,",ооаются фрr,rулоil (3О). При вечетном

2о

п-j

9 :7. r 
rО:;' 

х1' 
О 

r -i_ фr -:-Ь - r!, r' r, (з2 )



где

Теорема

фрмулоfi

- оператор вшда (7).

Первоfi строкой шlтрищ

блок

нечепlо. тогда оператор

гru:i' tо, - 9о Fr,g_k*uttolwjТ^'k*u 
(t;,

0::i' lto) - 
,_*, оr, p_k+llttrlwj i!-'o*u tt;,

л !,п)Кi,;7 - оператор вида (7).

Формулы (3о), (32) показываlqт, чпо каrкдый пэ оператoров

(ззt

wk,wt
шtr,rеет Еид (2 ). Этим своfiством обладает также ш on"**o / . Действи_

TeJtьHo, подстановка форr"rул (3О), (32) в операторЕуtо матри* К при;

водlт к сJIедrюцшм резуJIьтатам.
-1. Если \{: W+ , Е_оreраrcр (

где Sp- * tlol ,-Dy-t d) - 1пt , пl l

9 Rп,rt - оператор вида (7).

*Z'r-о
tl+tlt фI

l|-F*Рй,ilР,

-матрицы кпасса С- ( Г, Г)

1,1+|t, о*
Fр - Z 8, о7"+ f

вырФкается

(34)

Т е о р е м {t 2. Пусть W- ly'_ и, для определенностп м>л/,

pr7+l, п r вырал<ается фрмулой

Щ!, р-| Ц!, 7I
Кr -Е Fр4L: р * F, Gр-k^,'- р * Lй,frр, (з5)

щFр-*Ёо), Gp-t ttоl-hl,пh -матри,ь, и9 С*(r,Г),9Lп,п

Дадrм ошсание матриц . Условимся

под симвопом Х* понимать циклическую перестЕlновку ( /r...,П)*

* (m, mtlr..., П,/,

Еr-* ,Dg-l, Fр-k, Cp-k

,п-l). Вое перчисленные матриtьt блочные.

, Sp-r прпk=Or...rlf является матрrчкыfi

2l



(r) (r)

P-k

(п| \
/.P_k ) ,S Gо) - (А (36)p-k

а ее Д -я строка поJццбglq, перстановкоЙ ха_1+z але}rентов

л (t- t,tп)
Sp_l , R-/r,..,П , вырал(аюrцихся формулой (31). Прп k-1,1+/,.,.

, . .,М + Д, пr"rпп* 8р_1 пол}rчается иэ Maтpиtbt 3р_о при ! =0,. . .

. , ., l{ заrrулением первой строки. Матриша Dr_o попlпl6glq, и3 мот-

on*, ýд,_л эаr.rеной символов lrS,Р ,^ В,?, 7 соответствеЕно.

MaTprrml Fр_k , 0р_о . Первоfi строкоfi матрицы 
'r_о 

non

k=Or,..;P-9-/ ямяется матричныfi блок (36). Строки с четными

номерами J - нулевые, а при нечетных L они полгlаются перестанов-

*ф Хо_д+2 элементоЕ S;:;''^', .-t,..., п, иэ (31). при

k-p-?,.,.,P-7+l/+l'l, ,лrс"* Fr-2 такова: ее первой строкой явля-

ется матричвый блок (36), строки с четными номерами & пол}пrаются

перестановкоО Jr_r*, алементов 

'r!_'о-':^'** 
{.,.,а , выражаrо-

чпrхся формулоfi (3з), а при нечетньD( 4 > / - алементов S;'_-:^r'

rп - lr...rп . HaKoHeu, non /<- р-у + il+ ilr*/,,.,,И*М, первая

строка| а такх(е строки с четными номерами а нулевые. При нечеrных

J они пол}цаlотся перестаповк * !о_r*, алементов S ||;" 
'' 

,

m-1.,.,П.
Матриша ?r_k npn 1-0r, . .r Р-!-/ имеет нулевыми строкл

с нечетными номерамu, при четЕьrх ! они пол}пrаются перестаяовкоfi

1о_о*, алементов 0:::'| - -/,,..,z, из Формулы (33). При

k-Р-9r,,.r19 + l первоЙ ст?окой матрицы е,-* явJtяется

л,"rо"""",о u*- 0;::k - t В|t ,. . ., B!)l, n;" 
,.1о:* 

при четных

L полуrается перестановкоfi хо-оrэ "i",*"ro, c::-;r,,' |n- /r. , ., П ;

прш нечетншх 5, > / - алеNrентов Л)';t'l , i-У,...,fu из (з1).

Пеп I-p-v+N+/r,.., p-v+N+l"l, Maтpиtltl Gr_д поппается иэ

22



матрицы Gр_r , k:p-?r...,p-f +/{, закулением первОй СТРОКИ. НаКЬ

пец, при k-р-r+/{+Ц*/,...,Мr*l'| ,л"рп- |r_t такова; стокц с не-

четными номерами вулевые, а при четных Д они получаются пер€станов-

** !опtэ алементов С;:::' п-/,..., П,,
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