
удк 5l7.94€

О НЁТЕРОВОСТИ КВАЗИЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В R"

П.С. Ф и л а т о в (Новосибшрск)

В рботе рассматрдвается линеfiныfi дЕфФреццrальный равномерЕо кЕа-

эttэллшптпческшfi оператор

[ @,D ) ц rr' - *?r,a.lc) 
D* u (а),

определенЕый на всем евЕлпдовом пространст". RО . Коэффrчпенты 4{ (с)
оператора / стабплиэпр5lфтся на бЕсконечностш, прпчем коэффlщшецты прI

младцшх пропэводЕых (<Q < l) стремятся к Еулю прl lд,l + оо . Опе_

рагор / рассматрпDается на фвкчшя* "пл""" 
С|*Х с Условкем на бес-

конечЕостЕ в видо суммr{рrемоегх старlццх прошзводньrх в ст9пенх р Прв

этt{х условrrях докаэывается коЕечномерность ядра и коядра опертора / .

Вопрос о раэр9швмостЕ уравценвД кваэиэллпптического тшпа (к кmо

рым, очевшlно, относятся Е эллпптпtэсtrпе, парабоппческп9 Е 2l -парМо -
лшческие ураввеншя) дсследомлся многt{ми авторамЕ. В работах обзорного

характера Гl - 0] прсведеца обчrярная ббпшографпя. Отметкм ешrе работы

[Z - tOJ , в которых прц раэлдчных lrсловлях устацавлшвапась нормоIьная

илЕ однозцачная раэрешхмость кваgпэrtлпптических уравценrй во BE9Imo€l+I

огранпчеЕноfi областш п во всем пространстве (см. также.бблlрграфпо в

ц-zо, ztJ).

ý l. Основные реэ)rльтаты

Введем некоторые обоэна.энпяi Qз (c,,azr..., Со)еRе ,с,Р п т.дг
}ryльтrпндексы,d - (0rnOrr...,0o) - покаэатепь одЕородностш оператора /,
o-0i<|, j:|,2,,,,,пi

[* - (!г9 , tr-2, ,,,, tг€О ) , Сф-i .7r.
iqn

an|
а f0-- (r, /t*',,.,, 0о lгq ), n--

ао1 . . an?
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эшrсь G{р оэнаtцlет, что ýс. * F/ , /= |,2, , . ,, /? i

lu,Lc, (R^)l - ,Z) D'u , /р ВОЛ,

где l- ([,,tr,.,.rto), lj-gj',' i-1,1,...,пi

lц, Се** (Ro) l- > sцр l лОr(дl| +
!0Bl а,'хп

п

+2 Z sцр
?bt i-t trr'o

,lDРч (о+ ае) - ]Рц (al,Sцр

xJol- ,
,I:пl

где l, - (fo,,'1L2r,..,?Ь,r), 0<Ъi<l, j-1,2,...,п,
Равномерная кваэцэJrлиптичность оператора rj оэначает, что

lLo[.,;ý)l= l*7,ч@)(iý)- l , К- ý, (, )

для всех с, l е Rа
4

<f> - (р
l=1

Очевкдно, tпо все

, где К >0 - констаЕта ц

{i'! )* , [r-'i' , j-,,r, . ., l п.

li - uanoa положительньiе чшсла.

Предполож:tм, что коэфrrциенты а*td достаточно гладкие и удовле-
творяют условиям: прu <,ý=1

lant,яlll< С, сеRО, (z)

l Л 
Роч(э)|-= 

С (t+ <x>)'d*, р r0, lе RО , du , о; (s)

и .rрш <,0 -/

lDРа*(д)l< C(t+<nr) *, p>On rеRО, d*9a (+)

3десь и далее буквоR d мы обоэначдем раэличные константы.

Из условшfi (Z)-(Ц) при d*>/ сJrедует, что оператор / можно пред-

cTElBиTb в вцде L- L* * Lr, 
"дa

L*-3, a*t -) 2* , L, :*Z, g* {dD*, а* (с-) , 
,!,r!*а<(С)

lЛРl*(лll = C (t+<rrfd*,,р =0, сеRО. (5)

В качестве областш определенхя оператора 2! мы возьмем пространст_

во функчпй ч(rl€gС+Ъ(R') п Ь! tК') так,.х, что

"И 
(д;) 1 "\7о,dt-0, (0)
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Обоэначпм это ipocтpaнcтBo буквол Х . Из теоремы о выходе на полдном

фуЕкцшй класса | tП^l прч /.р< l0l (см. E22J ) слелует, что усло-
ше (В) хсключает пэ пространства Х константы. По тоfi же творе}rе,

lu,Lr(лО)l . о- , где G -t)tgt- t,

Введем в простран"r"" Х норму

la,Xl=lц,C'r'(ro)I+iи,r!tK'l l+ lл, t9 Rа)i,

Определим еще пространство 9 : С" П Lo ВО),
По теореме о выходе Еа попfiноr,r CiZl , D*tl, е L. , где

(;-L)lPl- | -.сO.Отсюда, уч,.тывая vсловIе (С1 J-nor,".^"i*rf -l.,

\ lr*,", П*ч @)l'd" - (\ ,о" t"l|'Y).f" ,о*",,

получаем

фlgl- i=T

р

l* ý

р р

l ГД€ lo - шдtлlеньцэе общее, кратцо9

€ l (7+.сr) d.lП-ц, Lr*|
N*

s d l Dnu,L

d-l?l i
Иптэграл конечен, так как # > ldl . Следовательно, оператор

L z|* g ограншчен. Имеет место

Тэор е м а. Ecrrп выполнены условшя (t-C), /< P.l0l ,

,

d*, !0,l/p , Lj- foolr. , L0< g0- l;|
чвсе ti, j-1,2,,,.,fL , д9

lu,Xl< сllц,rl+ Clu,ClltJ;|, (7)

где U.-[c; |с|s,?}.
Д о х а з а т сlr ьс т в о теоремы буает дацо в ý 2.

С л е д с т в ш е. Ядро оператора / Iовечхом9рЕо.,

ДеfiствrтельЕо, п_ростр"""r"о Х rомпаrтЕо Brol€Ho " 
g- (lJп) (r.*

Eaf, Brtox(e'п.CC*r 
" 
C|lttr) *ол.п"*r"о), а l - огранцtlэнttый и, сл9дова -

тольgо, эамiЕутыfi on"p"rop "" Х ь ! . Тогда пз оченкlr (7) следует

rоЕеtцоriэрцость ядра п эамкнутост" ь ! обпастш эrrаченrп /х оператора

L (см., вапршер, Е28] ).

Конечномершость коядра оператора / следует иэ существоваЕпя право-

го регу{ярf,э{lтора 1lЗL3,-t + Г , где Г вполЕе нвпрерывен (сr.r.Г2tJ).

Оператор ? булет построев в ý 3.

l8l



ý 2. Апрпорная оценка

По пемме 7 работы Е20] , еcrrи ц (2) - регулярная обобщенная Фнк _

цltя t(ласса '3' , ц, LF (RО),р, t , растуrчая на бесконечности не быстрее

lcl'j , п для lI ""rnbn"""o условие (6), то найдется такое целое положи _

,"nr"o" / , что для поtlти ьсех 
'€R.

(с),
L

2l

цl @) - (ес)
-п <f>

Преобразуя этот интеграл и считая Lu- | , полуtrим (локаэательство

лIалогично доказательству леммы l Е2аЭ )

ut (Ф) - u|o rcl * u;'@) + ч|q tc),

где

где

3десь

-lBl-tr llл"'

Л'ч|' -l0l-p0
\ (Ц"J f ft)dtdг,

ilr-i #'ar ц(t)d,tdr,

zl
UilP е-'"{ dý,

L* Gý)

-l
h

\
h

0,

02

h-l

\
ъh

l
h

h

l
t

D (r) : ;tOфе J
lJ ) f ttlаtlч,Рв)u,

п

DPu}"trl - n-l0l-p0 l 
', 

rп t,Ч) utt)dtdг,

(I): lг

0, t l: Qп)

el
-<f>

е

(
t-c

,т

<f>-а

0,tt,d:- 1ег)-"Ё lo"' ".ýr'l(cf) ?tn l ttl e-i'ýdý,

0r(t,t,с) - tеп)-^ Z,2n
le,J

L*Uý) Lo (t,ё€)

1-1*1trl+t оС,!

р! l!

dE,

Ct) г-l0 *

\
еlчF ( %У!,-) сrг)*' i'.r-t \lо 1t, iЕ1/

t е
-< l>

lk
<f>

Ядра 0; бесконечно аиффренчиmlемы по .z , гладкость по t опре,J
деляется гладкостыо коэффичиентов. Учитывая условия (z)-(s), для любого

наперед заданного п7 полберем .^*о. l , чго при .3, te Rа
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W{ Ле"4. tl,c)|-- С ,j_, 
(l+.tr|n' ;tr .,rr) 

l 
, (s)

ae-l

rл { л ! 0, VJ,д)ls С*?_,>r"* n-l' (,*. tr) 
d- (t*.,rft. (9)

Оценкл u}"r.l поrтучены "'J;'.r"-t20]п Ezzli прп f0</,l-p.!0l,

lлРu}0, t^l--д (l f,c"|*|f ,Lpt), (r0)

пса р0=|
lлРч)",Lr| осlf,Lr|

п

ilui",Lrlo с lf ,Lp\, (;-;)til: t.

Там же показаяо, что последовательнос," U|O сходиfся " Се-IПL!
прп l, *0 .

Оценкп U| tO " U|ilrc) получаем с помощъю неравевств (8) п

(9) (выклапкrr практически не отлпчаются от проведенных в леммах 2, б и

7 работы EZ+1 , поэтомJr мы их опустпм). Поп 70 </

l DРч)"(з) l-, С k+ -сr)-О k 1r"а,) l f , CL|,

где о-чfu (Wl,d*) +р0 - l,,
<0-|

lDРч)О, r'tr* сlf ,cLl, (rз)

Есла ре - | , то 6- t?l
р

\l Л'чf'tо|'d" u

- С lf ,,С'tr'\ (r*. ,r)-n' lh (e**cr)l 'd. * С lf , С* 1Р ,

или пл|чf',lr| = clf,c'l.
Аналогично lu[',Lrl* СЛf,С^l,'i

Иэ оцЁнки

tЛ|u'i'@) - U'uiilc)l <

-= С (ll,+ /rr)'t|r.пriu h (rr.r>) l f,C"il,

(tt )

( tэ)

Rо)

, СЛеДОВательЕоr

Q,

(t+)

( tэ)

с

(tB)

,LLр
гае 2>0 , следует сходшмость 4

h
(tl прп f1+ ! с t
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Иэ неравенств (tз) и (t0) следует, tгo предельная фушкчшя тох(е удdвt'ет -
воряет очеже (t3).

Лп" u[) 1g) имеем: прп рg \< /

l l'о)" trrl - С (lt. сrfu tо(е+,f >)Z 
^ 

ln Рu, С l,
где 6-ryi,п'rlеl ,d*)*f0-/, 

P=l

е,?sl
псч78 - / " 7" *rOо

Hopu^ П|u

ц

в

't * , > l.DPa,ll.
рсl

оценt:вается так х(е, *л* *рr^ 2lЦ
i", c
L,

r лРч|П, !r|- С 

RrtrлРu,сl, 70-1,

l DP,
( tz)

(lB)

( ts)

(о (2l

t

Х устаЕавпкваотся подобво докаэа

(r) о)(
h

Iui",Lrl* Сlц,сl,
Схсдимость u'r" i"l в простоа:tстве

т.пrcтв}, с:.одкмост. u'|' о
Итак, мы получrцп оценк]r: для поtггш ьех С€R р0*

li'|ч @i= / lf ,9tr + С 1t+. arf h(z+,rr) V t7Рu,tП, (zo)
'рср

Пусть Р столь велlко, что в неравенсгве (ZO) прlr tеRОt lJ , ,

С (*.*)'о (,п(э+.r). t для всех р .р0 с-| . тогда, так как

lu, Cl<lu,C Ulr)l+ llи, 0 (R^' |J)|, , то

la,C (RО .Uр):: < tlf,gl r Ilu,c шп)l * j Iu, С ( RotUr)l,
Елt

'_а,С (RПtиl)il о С |f,gП + |ц, C(Ur)l,

TaK;lM обраюм,

Nц,Сl*|u,С(RОrt;r)ll + ll u,C(lJп)l< 
' 

lf ,gl+ еlu,СU,JRll,

Отсюдд и rrз оценки (ЭО) прr lp | = / получхм

lala, С l < i lf ,gl + Сlu,С(UR)| + ClDPu,C (uR)l.

Послg конечного числа цrаго" ( Р' - t,3, . ,, ) булем шметц

пл|ц,,Сil- с lf ,gl * 
'r?, 

l DFц, С [tJrll ,

Иэ этого Ееравенства и (r0)_(tS), (tZ)_(l0) вытекает Еухсная Earl оцекка

lц,хr <, l|,gl + Cl ц, ct turll',

а
/,
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ý 3. Построевие правого регуляризатора

Ь используем обычкую схему рассуждений (см., например, Е 25] ).
Выберем столь большое f, , чтобы при |С| -Р

ll*rrll*e(l+.cr)
-d:

вепичиlrу € > 0 уточним нескопько поэже. шлр uk покроем конечной сис-
темой окрестностеи Y7, V2,,,.,Y1 таких, что |а, (Е')-Оdq)l < а,
bcd -. / прп х,уеVh Обоэначltь Vо-RПХЦ, , получltм открытое

покрытие {Vil: noJ".o",i"r"a Rа. Пусть "9r,h-i,t,,..,N, - раэбпе_

ние единиЦы, подчиненное этомУ покрытпю' ,,., ЩhC С-, SufPQ2CVlt

в вдде

(zt )

sZl
1,0

Ро@)=|.

l1ycTb Фlс С*, suрр фl- Vk , 9ъ{о- fu.
Буаем искать правый регуляриэатор П

n

Е
h-0

fbfltп -

Пусть 4е Х рассмотрим

L 9{ -A,o*tolD*(9o @)u 0))-*2*, а*(а)92@)2*ц (с)*

а& (1) # r'цrtr) Dl u 1rl.

Пусть l.= Р

L%u - yr}_on(*)2-u + 9оЭ*l l*@t-Onu *

-l

l|<t рул F!t! '
р>0

Иэ работ [20] и f22J слелует, что оператор с постояньrми коэффициен-

тамп /r* имеет ограничеilный обратньrt LJ : 9 * Х Иэ неравенст-
ва (2l) слелует, что lфоL,Хх*, " i il L*nx*g, если толькос>6l

достаточно мало. Отсюда вытекает существование ограниченного оператора

flo:(L-*!oL,)-|:9*X . Положим tl-Пo,| , тогда l%tof :
- %(L** !oL,)Пof *L"'ftof - Пf * Гоf . Покажем, что опе -

ратор \- L"'tо вполне непрерывен. Рассмотри м aJ@)лPYo@)lu'*l
ор"ле Х Поскольку 9ор) - l прп lrl> R+с , (r0 ,rо D\Icl=0

40st p+x.&
Fr0

, тогда
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пщ lrl> Р+ ? . Проволя дл" Dlц(с) оценки,

(l7). мы полуtшм, эаметив, что 70 -l , _Dlu е С
j-|,2,,,,rп пЪ|оrЪо . Таким оЬр"-*r,

а* ta).DP go@lTl ц @) € CL U/R+t)

попобные (l0), (tЗ) и
* (КО) , гrc x"j-)"it ,

Пространст 
"о С'' (U rrr) коrпактно вложен о 

" t'((Jrrr) (так как

?r| -Х; , j=1,2,,;,,п ). Слеаовательно, o,iepaтop LI') z Y,*g вполне не_

п$р"r.J". Так как йо ограничен, то операто о f, : ! + 9 ыrолне не_

п ре рывен.

Пусть теперь l+ о . В окрестностп V1

оператор / представим в виде

зафиксирр*, ,оо, ,'/'

L 9 i ц = рl @)*i, au tл 
d' 

) -D-u + ? t @) Z, (ц @l - а& (с' 
l' 

)) -Dnu *

+ у t@й l 
а* lc) ЛПu( с) +*) 

Р,*о* 
О fuЛ 

е 

р 1@) 
!| u [ с) =

: {ftLo (r'!'r)u *,/АР:"* L"L * L'o'u .

Повторяя рассужден

оператор /, ot*'t', П)

ия, проведевньtе пра t= g , мы устанавливаем, что

и}леет ограниченныfi обратныйr прш достаточно малом

0 > 0 .r;,i-":аi 
нерав€нство

раторы l пL вполне непре

l у lL"' l x*g - {llol r*, , а опе-

рывны. Следовательно, положив а
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Тогда для оператор^ fr-Яrrr, имеем:

ill{

Lпf - ZorrrТt{ - |*rrrf 
+ Гtf )- / + Гf ,

ltгде Г- 2Г, - вполне непрерывный оператор.
ft-o Е

ТакЙ'образом, оператор П является искомым правым регуляризЕlто_

por.t для оператора ,z1

В эаключенше автор выражает пскреннюю благодарность своему на}чно-

Nfy руководптелю С. В. Успенокому.
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