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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ lИРИХЛЕ В ПРОСТРАНСТВЕ

соБолЕвА с вЕсом оБlllЕго типА

А. К у ф н е р, Б.О п и ч (Прага)

о. Введение

Теория пространств С.Л.Соболе* WjrДlимеет тесЕую свяэь с решением кра-lJ
евых эадач для эJtлиптических уравнений в частных производных. Весовые прост-

paHcTB€l С.Л.Соболева WfoOl, т.е. банаховы пространства тех функшrfi ц- u@)l
для которых конечна норма

Р 
,n ц"ldа

tlr

lчl \
(z
tl[lcK

i
Dч ) (o.r)|,р,о а

рдg/-Л(с)- расстояние точкис€0 до некотороfi частп{ границы l!) обпл.rпQ , -
важны при решении краевых э€lдач для вырождаюlltихся элJшптическлх уравнеrшй,

но имеется ряд реэультатов, касающ}lхся существования и единственности (слабо-

го) реr.lrеrшя краевой задачи для невырождающегося элJшптического уравнения в

пространстве С.Л.Соболева с весом степенного типа (см. Е1-5] ). Моlсяо ска_

эать, что эадача Дирихrrе для эллиптического уравнения 2к-го порядка

,LI.Ljl.k
{arrclЫu)-ftal (o.z1

с.коффишrенталмаrrеLо,(91имеет единственное слабое решение в пространстве

WitОlоп".r"r""п'йG, из некоторого отрез*"l . содерх(аrцего начало коорд{нат.

В настоящей статье исследrются вопросы существованиЕ и ед|нственности

рещения задачи Ддрихле для уравнения (О.2) в пространствах С.Л.Соболева с бо-

лее обчшм весом типа

|@1- бQ@D t

где/ъл(+ опять расстояние точкfiлеQ до некотороfi части ( rранuм/d), но функ-

rл|яб мох(ет быть более общей, чем функlчлябd)-r. Положительный ответ на

етот вопрос расширяет класс краевых эадllч, раэрещимых в терминах классов

С.Л.Соболева.
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ý 1. Основные обозначения и некоторые вспомогательные сведения

СимволомR/ бrо"" обоэначать Д-мерное евкJIидово пространство точ€к.sr

-@,3 r..,fJ. СимволомО обоэначим область 
" 
Fl ,0Q- тр^r-ца областиЛ. i3

больlлинстве случаев булем предполагать, что0{2 локально удовлетворяет условик

Лип.Irича, и тогда булем писать

Q е С0'' (1.1:

(подробнее см., например, Elr2-J ).

1.i. О п р е д е л е н и е. ПустьрфункlЕ{я, определенная п.в. (почти

всюry) вЛ. Скажем, чтоr9 -вёссвоя функrшrя (или вес), если она иамерима и п.

". "Q положительпа. Семейство всех в€совых фнкшлй обшначим чер"э l/ .

1.2. О п р е д е л е н и е. Символ." Cita)K l - натуральное) обоэначим

множество всех (комплексноэначных) функшай с компактпым носителем в4, име

rоцшх в4 непрерывные проиэводные до порядка,( вмючительно. СимволомО62)

обоsначим семейство всех финитЕых бесконечно лrrференцируемых функчиfi:

a(a):flc! tal, (r.z1

1.З. О п р е д е л е н и е. týсть7еY,рzi . Символом

Lp,p U2) (1.з)

обозначr:м множество всех фнкшлhч-u(оl определенных п.в. на4 , дпя которых

кон9чна норма

lul,. - (!r"BlPpcrldo)
-р,р а

Еслпр= | , тс пlflлем LrlQl ъместо Lp,p(Q).

СимволомД, ц(Q) обоэначим множество всех фнкrп.rй lz такиц чтоUеL,(М)

дtя какдог-о компактноrý мrоlкествадс4 .

1lycTb i-(i,,i,r,..,i)- Nfультииндекс, т.е. вектор "Rl , компоненты Koтopor\o

t/p

цеrше неотрицдтельные 
T.n"' 

и обоэначим. 
!.ri'u

l1,1-Atr:rJJ'j-| о u |a,i,,,.la;,
гьстъ/€ Y, p-te L,,ц(Q) Gлесьftэ)обозначает Фнкщ,оЙ ). Тогла

,дед'(Qъпространств . ""!:IJ',';flj:}o значит, что Фнкtд|я u

иrr{еет обобщенrrые производные Diч " atлоrе Соболева.

( 1.5)

еlr,r(Q)

( 1.4)

1.4. О п р е д е л е н и е. ПустьrОеY,р'еL,дr(l2),рz|, t- натуральное.

обоэначим

Ч!,rtаl - |ueLr,, (Q)l ?iucLr,, {Ql для li| =д}. (1.6)

В прострнсr* t{nel введем Hopl"ry по фрt"lуле

wlrtлl - \fulaia|r,, f,
30
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Еслпуэl, то пишем SбЭ)rr*.rо W!., ttЭ),
1.5. 3 а м е ч а н и е. Есtлпq-Ецh(а) "peLl,b(Q), то

wi., Kal э а(а). х
При этих предположениях можно показать, 

"rо 
W)na)- банаюво простраЕство.

1.6. О п р е д е л е,Е и е. ПустьреU,р,рПеLr6(Q)
,fl i, cat 

"

обозначим эамыкание множестваZР)в топоrrогии пространства

urЙlSa введем поJгунорNfу по фрr"rуле

i^ 
rr r- 

(,,?л 

-lл'"f,,rlil',

. Символом

к
Wrn(Q). Ма

(1.8)

1.7. О б о з н а ч е н л я. ПустьРСOQ ч пуеrъПа)обовначает расстоrlше

точкrrСеЯдо мвожества4 . Гtу"rr5 G SuЁг@).

Мы булем эдесь расссматриваlъ весовые фшкшrи7 типа

р-бо r , т.е. р(с)-о(rеl) л.ь. ь f,2, ( 1.9)

причем оr?аЕиrшмся фнкшляшr б , которые удовпетворяtог некоторым из сл€д}tоr

rцих условиfi:

л. L. 6 - бd)- неотрицательная фнкIия, определенная для п.ь.t е (о,0.

А.2. Функшrяб имеет непрерывrrую проиэвод}r}по на отрзке(46).
А.3. Для всякого отреэка ГОr,Ь)С(O,Ь) существует числос>' такое, что

{sоtilsС мg n.". le b,,b,J,
А.4. Если С,,Се- такие положительные постоянные, чтоС,s} S С, r то с}-

ЩествУют постолпrыеС, >0 rСzJОтакие, что для этих ý,f,

С, s,ff, s Сr' t
А.5. Пустьр rt ,|ttboLi tj) дr]lя п.в. te(o,b)" \Sttldt = - мstе(о,Ъ),

Тогда определим функщrю ý*(d)-iSrrИ'r n обо.r"*п?,

мяtеh,ъ). еd):zбdi:3ttlР*tt|-Р (1,1о)

Предполагается, что функшtя Z тоже удовлетворяет условию А.4.

А.6. Функtчlя о удовлетворяет по крайней мере одноNry из сJIедrюtш х дD}"х

условий:

А.6.1. С шествуетсr>отакое, чтоo(f)<4 a(t) _длstе(0.Ь).
А.6.2. существуетсr>0 такое, что|о-Р6)(о|ttllР| <Cz еG) мstе(о,Ъ'),

1.8. О б о э н а ч е н и е. Пустъ,( - патуральное,р>l . Еслио иэ (1.9)

удовлетворяет условию А.5, то формулоfi (1.1О) определяетс" оп.р".ор.Я ,

Попоrwrм FОЦо1- 6

FGl- 2а еа)

ot 0-1

у ь)-g(,F"'tоl), l:0,|,.,.,k, (r.rr)
для всех б , мя которых правая часть в (r.rr) имеет смысл, и налох<llм наб

дальнейшее условие:
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k

Тогда

Имеет место следrюtпаl

1.9. Те оре ма вложения. Wстъt2еСО''rO-аQ,рrl,L2 lrи rryстъфунк-

шlяб удовrrетворяет условиям А.1, А.3, А.4 и A.St. Гtустьý щ, Oсs<k.

A.5.1 Функшlи Fl@) q-."rвуют и удовлетворяют условию А.4 для |-0,/,...

fr !,о. " 
G! с fl ij},,o,,, tal ( 1.12 )

и существуетс>0 такое, что для всех uafl!"."

Eu.n

(9) имеет место оценк.l

удовлетворяет усповиям А.1, А.3, А.4, Д.5 и Д.6. Тогда существуетс>а дсД99,

lul;r-s. 5 сlчl;,r (1.1s)
Р,,ls<сr,r 'Рý,"

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.9, котораа ваrкяа дrlя иссJIедованllя

эадачи Дltрихrrе (см. ý 2,3), можно ttаfiти в Е617] . BE7f тарlсе MolKHo наfiти

докаэательства слеryющих двух теорем, касающдхся аt(швалентности норм lr|wie
и !.! бi..о на простран."* 'iti,, tal,

i]ro. Теоре ма. Пустъ€еСЦ',Q-Р,рr|,kzl и rrустъФккtцяб

что дJtя всех (l€ (Р) имеет место . нерqЕецqlЕq

Iu|w|,u.n s С l u|,i,t!,o,r,

1.11. Т е о р е м а. Пусть€- область вЛ
lsjsN,

о -"yb]ai - li |= "о.

ПустъQ - обласъ в

|i lsfr . Пустъ

,,о_(Q), и IrycTb вес р не зависит от переrчrенноfiа. . тоrьс-
имеет место неравенство

lиlо sDKId,a;,r,

lt

( r.14)

( 1.15)

( 1.16)

( 1.17 )

(2,2|

таххм, чm ljlS I ,

Есллб удовлетворrет услошlо Д. j , тs Фцsм пиqq!ч

6€А.L.

ý 2. llяtiЁереншlаJышfi оператор

Rl, i- (i,,..,, ir), j- (j r.,., i i - lФIJrьтпиндексы, lci| s,t,

aiie L*(Q).
Булем рассматрхватъ лхнеfiflыfi шrффрешчrальlшй оператор 2l -го порядl(а

Дц - (-ilЕ] 2L Poil u) (z.r)
и соответсгвуюцtуtо билинеltrryю фршrу

В(u,ttl - 
lUч@)-DОц

iTa.
(в (2.1) и в (2.2) суммированце проводrтся по всем j ,7
38
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lils( ).

2.1. О п реде л е fiи е. Операторr{ 
""з",""ется 

аллиптичесlgtм, есrIи cfr-

цествуетс>О такое, что

для всех 9, е! в), 
lB tg'Р'l z а lP| ,il: (2,з)

Пусть тепер"ll,;ilr- дЕа гильбертовых пространства и rтустъf (ч,цУ бишнеfi_

ная фрма, определенная Hatrx?l, ,

2.2. О п р е д е л е н и е. (i ) Оорr.J(tt,,ttr)назьluется вепрерывной, ео-

ли существуетс>0 такое, что

lB tu,,c, )l< с tt+|ц 
'urlrz 

(2.4)

дла всех u,e t, , цз€I, ,

(jj) форма B(u,,ur) ,аэ"п*еr"яZ;-аплипти.lескоfi ( j =1r2), есJIх сущесгвует

f,.>f такое, что

.|ур_,lВш,,u)lz сilцil 2. (2.5)
lajl/sl

дJrя всех цiеli, (злесъ7 =2' мя i=7 п j =t мя i=Zl.
(llj ) ФормаД(u,,tlэ) наэывается (,2r,7),-эrrrпптrческо[ есJtи otл оцlоЕреl*'eнно

ff, +tltлпптlмеская и N, -еллпптпческаf.
Пусть2-2rД- обласr, "Rп 

и rryсть выполнены усJrовия теоремы 1.1о пли

условия теоремы 1.11 (лля7-6оr l. Оlевидrrоr что пространства

u,-i!!,u," {tD,

ll2-i,l!,r-,,"(d2) (2'6)

явJtяются гильбертовыми проqгранствами со скалярflыми проиэЕедениями

" 
, u,n)r,- 

,?rrb}'u(ot.OiiГ@)o 
(rtcl)dc

(u,г),-.> \ Diц@lriТ(.l ft;ac.tа irK fi
Как увилим в ý 3, вопрос о суrцеqгвовалии и едrнсt'эенности рецrенхя эадЁ

чи Длрихлrе для оператора А иэ (2.1) сводrrтся к вопросу(tr,ll")еrrлиптичности

фрr,rы (2.2|, при.tем Q лл"о в (2.6).

2.3. О п р е д е л е н и е. ГРсть*лэ/. Еч,дем писаъ

., (d),Q,6,7) е В^ , e.ll
еслпQ - областъ "Rп ,0-1Qr б удовпетворяет условцю А.3 и выполнено oEIo иэ

следrюццtх условиfi:

B.1.1. Функшrя ttaPdЫb,Q) имеет непрерывшые проиэводвые до порядка *
вкJIючитеrьно sQ .

B.2.k. Функшrяб удовлетворяет Jrсловию А.4, х стществует функшrя ц(Е),
имеющая непрерывные производные до порrдt€ t включительво и такая, что

(2.8)
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дrrя п.в. 
'а!2 

(С|>0,еr>0).

2.4.3р меч а HIle. (i ) t',r,"ui2eC0'|"e-lQ, тофункшrял(о)изусло-

вия В.2.,( всегда существует (t,:rr. f1] ). llапо:,rниNt, tllg в случае В. 1.1 tle 
эt

предполагaется выпо.tfiенttе условия ,\.4 - эт() важtlо, lrапримерt для функtцЙ6=е'.
(Jl) Если Bb,tloflIleнo усJIоFие В. 1.к , ,г(l \rсJжно оr.ределить функшию /, (€)

фоэr,4,лой q(с)=r@)д.lя п.в. с€В. ЭгФ эll:tч!lт, что л..,l€е Сq'r8=ааилч для(Р,Q,

В,r)еВ* Есегда суцествует функlчtя | l удсlв,-rетворяющая неравенствам (2.8).

2.5. с б о э н а !I е н 1.1 е. Бувсl:r; пIIсать

(Q,а,6.г\е €., пl 
(2.9)

если или выполнены у(],"lовLtя те(,l)емы 1.1О (т.е.€ €С"',Q-lQrаеД.i для i = L,

3, 4, 5, 6), или выло.:Iнень! уr],,]l)вrrя теоJ)еNrы 1.11 (дляl-6оr| и(l2rQ,6,r)9!..
Гlрежле всег() :,rLI булем ра(,сл.,tатривать с.тучай i=/ (т.е. оператор второго

порядка ).

ПустьР-2 .62rQ,а,r)еЕr,, о< _ вецествеtlное чисjlо,GЁ4 . Опрелелим функшrю

ц)-ц)е по,{,optvryJie Ф(t'!:б*'(!) алсirс . llля функш.лпа-ц)п найдем теперь условIlя,

при которых бopr,ra3ia, и) будет tЙ,!,u-"n,f|,r.. n\ -"плиптической.

Пустьце2Д),оеА,€,и положим iг:ц.ldфо{) . Потом геСоltQ) , и имеем

В (r,u,: В fu.Q)*о t,,),ц): i", Di (u ,(on"r,l),Ditdo:

: [а, Ji (u.rut 
" ц'i.пi (ir.(,r*" ц))с/о+J,lгде AV

J: lu- 
!u, LD' iu,(,l"" цl)Di а -

-li''.u,(ot 
" цl).лj (a.(dtor,,lar. (2.io)

Налож;rм на функчlлю aj е,.це олно yc,,loыrc:

2-6.Обоэll .tченlrе

Д.7. Существует llепустсе множесruо,UaR|ч чllс,lоС(М,\>0такое, что для i].B.

к!2, для каждого<е.,Vи д.,lяlrl=1 выпсr.,ltiеltо по крайней мере одно из двух ус-
л.овий:

А.7.1. a.Co'',0:dQ, (5ci'.j , j=/,з,i.5,0,

" I d"с; irlu-' Пч'о",l1с),Dir,rrtr'* C{,M),(roo r,)(с);

А.7.2. Па " с ){rг-' ]о'о ",l ic-l.Ji c;f,)]'< с (t/), (о, r|,)(Е ,\

(cd' обозначает производкую фуrlкцлtи ч - цliil \.

2.7. Л е м м а. Пустьр= 2,i,Q,е,о,*Е,ьоеД,е,ПА,Z. l]о"*_д"".*е/V и для

4€@)имеет место неравенство

|ts tц. (Фаоц),ц,l| t-0;ol_Er*z

40
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"

dj+;о(l E,i+*'ts
lцtr

frr|,,ц-, ,
(2.1 1)



( М - MHolKecTBo иэ условия А.7)

д о к а з а т е л ь с т в о. Пустьсrем . В сиrrу эrutиптичности оперчrора/,

имеем

(2. rz l

Далее,

l В (u . kli " ц ), ч . (,,tt, ц))l, с l u, (,rlt" r, rti ;,

lч ,(,,l* 
" r,l'i,r,-а) | лi tч.(ф*, r,l)|'d*

.- l(r|',o,/ ."d_ _ - lc l , J, -{
W2,U оЦ

J
2

', 

: \ |Z. n, 
t л' u|. (о, ц)1. l u I. (а 

" ц)|-' lФ' " r,|, l li r,! d 
",,

lr-\Га,, u |'. (ч)о r,f'. \аL цf , Фi ц)\а,
В сиrry неравенства Гёльдера, имеем

l4l -. Е (\ rzl, |'. (а"цidrf'. 

'Ьlцf.{,,,лоr,f'',Вr,r).liцf'аr)Ь.

где

Иэ условия Д.7 следует, что

2
It

fr/,"'оr, fr!,чr"r,

1е.rз )

(2.14)

l4 | -= Е (м\"' . Iu|,frr|,,r."r, |u'rr,ror,
(*)

lJ"l-.,V.с(м),хцl',е. L,

(если выполнеtlо условие А.7.1) или

lJ, l-= [с (Ml'|' .|u|,i:,""r.tru|rr,r.", ' (**)

lX2l< 1,1 ,с (Ш , ru(
-3,6 o ?t

(если выполнено условие Д.7.2).
Пользуясь теоремой 1.9 (условия которой выпоilн€ны), можно неравенства

(х) привести к Видv] 
._ _tlz

l{lo |cW)J

l J, l = 
N, c(lD . с, l цr|;,;,r""о

и в сиrry эквимлентности норм (теоремы 1.1о или 1.11 лля 4 вместол ) из

(*х) слелlrет, что

l{l< lc w)(l'.c. ru|',;,l,r"r,, l,-el < il.с W), c, rur',il;,".r, .

Таким обраэом, имеем в обоих слгlаях

,2о\

t
' с'l цl 

'fr!,,rfо", '

е
чС,lJ,l" c,lul

4l



Огсюдд и иэ (2.13) слелует

lц.@t " r,)l;:,- rurh;,*,,,. (,-,.t4 - *' ?).
Теперь пIш r=\ , uлu о е А.4, и поегоlW

lц,(оt, Oti; -- (Сэ-lпlсц-<2сg),|чl',а,,пr"" , (2,15)

OrerцM интеграл/ иэ (2.1О). В этом интеграле остаются только члены, ко-

торые содержат в качестве множителя производ}гло фнкlиаutt)dоr, uлчtltоГ,. Обоз-

наlшм

Mi - *!!Ё lartcll,
Подобшм пупэм, как и при оценке интеr?алов t, 

" 
Х,, можно покаэатъ, что

lXl< l u'fr.r_,r. ( lcl.cr+ n'rr).
Иэ всех оценок поrцгqбgil,

lB tч.tч',ц),4)l> rur'fr!,*"r,,(q-l<lсr-п'rr). (2.16)

Таr как@,4qr)еЕ, , To!l 1111В.r,)еС;@FW;'D7r, и авалогllчно, как выше, пф

,r}паем оценку

lц, (Ф*,п )l1.,, -Wе,,lГаоr,

l D 
О (u.kl'o r,|)l' . Qtl, ц1-- do <

l|i u1' (of, ц,l dc +

lлtu|.1с1.1< l. @оц)-П |о'оr,1.|Diцldо +

l цl'п' (о o r,f-' . (ч'. ц l' , lrЛir,l"l" ,

-.> lll!,l g*zl
ltЧt h

+ s,>, \ti|l о*;,l
Правую часть в {2.L1|

lч

(2.L7|

можяо оценить сверrсу череэ
2

rt/.o-,"
. (r+ |*l .с,о+ <,'с,,),

ш поgгоlvry

|ч.Ф1 )lЁ; r_о"" 
cnlu, k)n. rrliJr_.,n *

*rur'i,,,*,_, (Со+ l<lcn+<2c,r). (2.18)

Иэ неравенств (2.16) и (2.18) сраэу следует утверждение леммы.

Обоэначим с(ос) - 
d-lBld, -"с,Вd"

" ,[Err l^Lffi,
7* - 1-ос*, ос*), (2.19)

"д"о(*rr r-ф*- корни уравнеrпrяd-HЕ-o'q-0. Имеет место

2.8. Т е о р е м а. Щр- 2,(t),Q,о,r)еЕr,оеl.апll"7 . Пусть / - 9ц-
ltl пIt+g (У/ - мноlкеqгво иэ усло-

впя А.7
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д о ка э а т е л ь с т в о. rtустъuео(дlrг-u(лоq,lП'rглеаLцп7Т тогда име-

ет место неравенство (2.11) псВ')r0. ПолоIg|м
tг

11|-

Потом

lBfu, ч)l:
l

In| fr!,r-*: n

, lВ (t,all> c*'rrurl,:,r-""= ,@l)aur 
fr!.r,"

f, !,,rг.'""

и так как 
'rr;r:'_,rr- 

/ , то выполняется неравенство

ýцр |В(fr,чl|>- lВ@,цll>с(о,')iсl,.., (2.2ol

так.как i{}Уk:ВЙ(Q)плотно 
" 

|i!,",,(Q), то,r.r"]'']"rно и для функшrй се

,fr!,u*ta), и теорема докаэана. . /
Теперь будем исследовать Wir-,."@)*иптичность фрмы ВQ,о. Будем

предполагать, что(d2,Q,В|'"ЬЧ, n нало)l<им еще одlо усJIовие на фнкшrю 6-l.
2.9.обоэначение.
А.71 Существует Helrycтoe MHorKecT"olN'cfn чuспосUr|l)rf такое, что для п.

b.xe?r дrя каждо"о<сf!',п лля|it-l выполнено по краfiнеft мере одно t{з двух

условиfi;

д.zlr. g2cC0'| Q- 0Q,о'|е A.i ,l,-|,з,l,€,8 | а

[о, 1 l crtr-*', |' 
"', 

r,) @), n 
i 
r, rcl' - о ( М' ), (2r_, о r, ) (с) ;

ьз|.z |о,Фв[--е ftФ'о r,)tс), Dtr,rril'. с Wl), @,ц) (с) .

2.1о. л е м м а. Пустьр-2 ,(QrQ,6-1,r|еЕ,цО-|еl,еп1,7' . Щдrrя
<еll'щ ч еОР)ццеет место неравенство

l В fu,ц,(ч)--, r))l К - l( l К,- n' Ku
lцl .,

Wr,r-n, n

>- (2.21)
lu. @<, ц)l ijr..n Ki+ЦlKr+ < кý

До каэ а те л ь ст в о аllалогичподоказатеJIьству леммы 2.7, топъ_

ко B}recтo фнкшп С(ос) поrrучается фнкшrя

( (ос) : К- l<lK|- na ка

Пололgrм
Кз+ l(|K1+ gа(,

мнох(еегво иэ

2.L2. 3а ме ч а н и е. Функrияо принадлежит A.i ( i= L,31 4) тоь
43

lrl

I** - (-***, оa*' ), ( 2,22)

"д"Ф">0 r-ccE_ rорнц уравненца K-l<lK;B|Kr-0. Тогда Кlа1>0мяпеr*', и он8-

логшчЕо Toмlr, t(aк иэ леммш 2.7 следовала теорема 2.8, rrз леммы 2.1О слелует

2.11. Т е о р е м а. Ща-3, (!2,0,О-|,r)еЕ,,о'LА.Z П А,l'. Пустъ,{-



д.l с ToJщo тогда, когда 6-l€r{. t ( l = 1, 3, 4).
2.13. Л е м м а.,tUстър-Z,(О,0,6,r)еЕ, ч(Q,O,а-|r)еЕ,

ВU,r) непр9рывна rra й!,о-,,r{Q) , ilr',u,, (Q).
д о к а з а т е л ь с т в о. Пустъсеfr!,пьr@,Сli!о."

ства Гёrьдера и утЕер1кдения об эt(вивалецтности норм на Ylri,r{a)

ffihфчОt, oiar. 
'ytr| 

Diul. ь. ,iЪ. l inl16o,,)r'd.o -

*С,Е Е |Diuil, lDiul, €с,lu|,9,1 lг:r,о,, ,'ti,lcl titзt Lао-L" L2,6o' О 
"i,u-r, W2,6,,

п лемма докаэанд.

Иэ теорем 2.8 п 2. ll п пэ леммы 2. l3 непосредственво следует

2. 14. Т е о р е м а. Пусть р-2, (Q,Q,а,r)с Еr, G2,Q,6!rlсЕr, бе Р..2r1 Д.7 ,

о'Ъд.Zп А.7.Пусть r{ -"пп"пr"r""**й on"p"rop 
"rоро.о 

nop"o*" , М о Ц'-
lrй А.7 ш A.7,!'"I'*- отрезкr шэ (2. l0) r (2.22) r гryсть

Мпrпl||пr**+р.
Тота фоеч ВШ,гt, сщr{ , ""np"p",."r,rr'fllrnlfrlo,,
"(W !,r-L ", 

\{аr." ) - эллиптическая.

Теперь будем предпоJIагать, что(>l ( k - HaтypaJlьнoe число), и будем рао-

сly|атрпватъ операторi 2l -го порядка. Надо обобшrть условия А.7 ч А.1| и усло-

вие А.2:

2.15. О б о з н а ч е н и я. Пусть (Q,O,о,r)еЕk, р=2,

А. 7. i . Сушествует непустое множество Л/. f, '" *"rr" с, Uil >О, C"0l)>0 такле,

что для п.ь.с€Q, дrrя каждогосеЛl п мglсlilв l вьiполнено по Kpa*Heii мере оь
но иэ условий:

А.7 l .1. а. СО'', 8- 0Q , о е A,j , Fl.J,4,rk ,6 , а

lуi (а* 
" r,)l< l".tq (ll) (о"цl'Ъ, V"'tоr,4'l' ,

|Di U,lt, r,) t о l*| сr(М) Гg|i| счl, фЪ .

3 а ме ч а н и е. Еслиlil=l , то 9ги два неравенства эквивалентны;то же

самое верно и в с{т}rчаrr,;к неравенств из следrющtrх ус{rовиfi Д.1 .k.2, Д.1|.k.t
ц л.1| . k. 2.

л.7.1(.2, lDot,rr*o",)l< l*| c,(ll) (о,r,),

lЛi (а*,rr} l< l{l с, (lt) 16 о r,)'l' ,

Пустъ(Q,Q,6'l,r)еЕr, и ншо<rlм условие Ha6-t z

Л.1l .k. Сушествует пеrrустое мноD(ество il'-R'" члслаgrtlМ'1>o,Сrfuf )r0 такие,

что ддt л.ъ.tеQ, дrrя какдою<еlУl|" дtlclclilс,k выполнено по краfiнеfi мере ошо

иэ ;rсловий;

A.lt .k . L. Q. СО'' , 0еOО , 6-'е A.j , i-r,r,ц,st,6 ч

lи

. Jогла фрма

(Р) . Из нерав€н-

(р<.r, р=о-Lr)



lD' (,n ,4 )l -= 1<1с, (|r|') (о.r,;'/а Рr"'1чп ). f'/' ,

lЛ; tuit, r, )l< 1<lcrut|').gl"'{6ul, ф'h;

l Di url*o г, ) l -- lчl с, tM'| V"' (r-' ), r)'Ь,

lлi@t. 4 ) | -< |*l сr{М') |,F'L'ta-').rJ'|'.
Л.2.k. Функшляо имеет производные до поряд(а * включительно, и

але i-l,...,k,
Рассуlклая так же, как прll доt(азатеJтьстве теоремы 2.14, поrrу.шм

щее ее обобщение:

2.16. Т е о р е м а. Щр=2,k>|,(а.а,6,r)е Ek,(a,0"o-|,r)eE*.
гlусть ое l.a.k п Д,z.k,о'LА,е,kпА,7',t . Пусть / _ эллrrиптический оператор

2 l -"о пор"д*; Л/. л//- мноЖества соответственно и3 л.1 .k, д.У.к .

д.7'.k.2.

ftеЬz
слеryю -

3. 3адача Длрихлrе

Доказательство существоваЕшя п ед{нсгвеЕности решения задачи Длрихrrе лля

оператора (2.1), которую формулируем шиже, основано Еа сJIедrющем обобщении

теоремы Лакса-Мильrрама (см. Е 1] ):

3.1. Т е о р е " ". Щ,Ur,/r- rиrъбертовы пространства, .81ц,u)_ б"r"_
нейная форма на ilr*Tr, которая непрерывна и(4,аЩ / -
функlплонал rrад пространегвом . Тогдд суцесгвует оддн и только одrrн элемент

цд{, такоfr, что
a р_

!(u,,ur) -{tч,t ( 3.1)
такое, что имеет меф

(з,z)
непрерывных фнкшлона-

(3.3)

то оценка

la|lщ--Clflri ,

3.2. О б о э н а ч е н и е. Простравстэо линеfirшх

лов над просгрансгв ou fr!.",rQ) будем обоэначать

мl f е w,I_r, (El п ч е ф!о. 
",};' 

:; ;"#j'"
{tul - (u,f) ,

З.Э. Л е м r$ а. [tустъ вцпоJIнены условrя тесрtФl !.1О или теорrqыJ.ll
(ща-' вмесгоб ), ( _*rурgщ / -. rиуlътшиндексш,lrjlсt , yie/,"".n(Ql Пустъ

r (,|" Dili _L (З.4)
(с проrrэводшrл в сt"щсле Соболева). Тогдд f aWr|оr"(Д) и существуетс>О

такое, что
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'f 
u 

";,!,, 

* ',i* ohorr,r,"'

то теорема об эквивалентности норм в пространств.rt!,r-,""

( 3.5)

Д о к а з а т е л ь с т во. В сиrry предположений о функшлиd-'имеет мео-

. отсюда и из не_

равенства Гёльлера имеем мя t"_,О(Q)ч

f@l-(r,fl -\Лirvrаа
ОЦеНКУ 

l(л/)l :l! -Diotr r;t./,'t","ltdаl

" (i lп;чt k.";')gl'h,(\tl,f ,'ъ
G.r)dо) <

6 [ Иl wj.-,. n,,Zrn, l ?l l rr,r. n =

* 
'ilОПйr:о -rr, ,i.r|\i|lr,u., 

,

В сиrrу плотности мllожестваО6?)эта оценка верна таюке для Геfriч-,." r и леNь

ма докаэана.

3.4. О п р е д е л е н и е. Пусть i4- оператор zt -го порядt(а иэ (2.1)

чВ(ц,г) - соотв€тствующая форма uз (2.2). Пусть f eWr!." Са l п Цое

eU!",rt?). Скажем, что функш.rя.чеW!,ч,rtД^)_ является слабым рещением эа!ао

чи Дшрихrrе !ц-f Hal! lDL-duo 
"^ 

ig, lil < k-l, еслп
(il Вtсц)- (ц|) дrrя всех геQ({2);

е

Ui) ч-uоеЙ!,".п(Q).
З.5.Теорема.

cel-n МпN', 6-d<,
Тогда суrцествует одно и

риме и стrцествуетСrО щ_щ

'u|"!,o,,*cflu,n"jr,n* 
lf|u,;2,^7,, (з,6)

д о к а з а т е л ь с т в о. ooo."."n"i''ii:rt;,r_rrr), tr-'i,lfn.rca),
g -f - Pt)'i'-Di 1arr7iuo) . Из леммы 3.3 слещ,ет, что

!еW;,;."(Q)- ?t;,

Иэ теореtrы 2.16 слелует, что форма Д@,с) непрерывна " @r,Щ)-еrrлиптическая.

Поэтолrу, в сиrrу теоремы 3.1, существует одна и только опна функшляtГ€ Xl,

такая, что дtя всех д еОG2) имеет место

в U,a) - (ц!)
u

'ц'l 
t" < с,,l"9| ш| , (з,7)

Если положитъц-цо| цг' , то ц-цо€W;,6,. (Q) п лля ГеО(Q) имеем

В (u,чl - .В tцчо) + -В ( [, uD -
: 1г, 1-t)|L| Di ta, ilu oD +

+ (г, f - t-ll|i'Di цау duo))- (цf ) .
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Но это эндчит, что функшrя 4 яЕляется слаfuм рещенrем эадачи .Длрнхrrе и что

она определяется одноэначно. Оценка (3.6) слеryет иэ (3.5) и (3.7), и теорема

доказан€l.

4. Приьzеры

(4.1)

фдем рассматривать плоские области€,и оператор А булет оператором ЛаrьЛаСа: Дч--дц--а:",-+,0tа 0!' '
Результаты приЕедем беэ докаэательстЕа; заметим, что, lлспоJьз)rя спещ{альrýrю

форr"rу областеfi .0 и оператора А, в 9тцх примерах поIцrчqеу оценки и ре,,gульта-

ты, обобlлаюцЕrе результаты, которые'выЬкают из общей теоршt ý. 2.

Пустъ gZ-|V,y7eRei 0<tr<l, O<y<*J,
а -|k,O]; 0,z<ll ,

6(t):0Pt, реR.
Тогда r@,Р-t

Р (С,у) : (оо t")(a,p: , Рt 
,

3адача Длрихrrе для оператора-Д имеет одво и ToJtbKo одно слабое рещеЕие

в пространст* W!,, tal с весовоfi фrнкrоtей/ из (+.t) для Bcexfl такиц что

lрl-еп. (4.2l
ПУСТЬ р -||э,у)еR2, 0<tr</, 0=y=tl,

а -I[ao], 0=Ф</J,

бft):tО ф'r (t,leR|),
(R>/ биксировано). Тогда n@y)-y п

р(r,у)- (ооr,|(z,!) - уО 
q';. (4.з)

Задача Дириме для оператора -Д имеет одно и тоJIько одно слабое реtllение

в пространст*W|,r (Q) с весовоfi фr,rкIиеfiJ, из (4.3) дпя всех мрР ,l ,

удошетворяюrцих одноNry из сJIелrющих условrrfi:

lt0-1.4; -lCo-P=T,

О * х . #о , rпао(о,-!+хс)- р. ,'*(+ , lc) , мп f-0,

\ -Ь,, 1-o, 0,p-t*1,o,

-Lo.1*о, mоo. (lco,-*)= р. *iл(о,trpо) , хш р-0 ,

-hо, 1-0; -t=p-lco,

(е.е1

(а.s)

(+.о)

(+.z)

(а.в)

q7

m



(4.9)
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