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АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫЕ КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ

С УЗЛАМИ В КРИВОЛИНЕЙНОЙ РЕШЕТКЕ

Ц.Б.Ш о й н ж у р о в (Улан_Улэ)

В работе С. Л. Соболева [ l] исследовались кубатурные формулы с узлами

в точках правильных решеток. В данноЙ статье исследуются асимItтотически

оптимальные кубатурные форNfулы с уэлами в криволинейной ре]летке в прост-

p^r"r".W|"t|;, 
^ 

также асимптотически оптимальные фрмулы " W[) С Сr) .

о б о э н а ч е "" ", Л- огроничёнrця область 
" En . кусочно-гладкой

"р^"пц.пГ(Q) 
,Jat- объем области Q ,6а@- характерпстшческая функчия об-

ласти J2 ,, Н - *"лоратная матрнца порядка ПХП ; Qо-фунламентальная область

для матрицыН i Р - чепочясленные векторы ьЕо; д={а,(9,аr,..,trп),g<Ч<У,
i=/,2,...,П} _ едиЕичный кубid,=(ф,оr,...!)- мультииндекс;|6g|: dtd2t...+dп ,

о(!= Ч!9!...uп|; #r7ф ф,'fl+', 7{hНу,Г@) _ р""""ояние между точ-

""п 
hНу и границей Г(l2)i аhгf",". En, z-hHxt *hH/, !, Д},

Q^=Q/rrП [2;

а)4 _ trlalДу:ffif(С.,,4z, ао)

п цtt+1)СЬ ' - кJIосс функшй PtL), непрерывных на4 вместе со своими частныN|и

проиэвод}rыми до порядкаQпIt) вкJrючительноi 
'-t(t)=|С;=tУt,,t,,..,tо),Ь1,2,...,пl 

п

t4еfltr-t;(!,,q-.,Спlr[н,2,,,,,п|- взаимнфдНозначное и взаимно-гладкое лреобра-

эование областейД ч12,аруг на друга;

а(эl _ 3(tr,,r.',..,,Ха) 
" а(+\-аG"lz,""tл)* \l / д (tt,tz, ..,,to) \*l 0 (с,,tr,...,,tо)

Булем рассматривать кубаryрные формулы вида:

\а

il

kl*l]:
tr(x,, 421,.-,4п

0"j (п)
- кваД_

( 1)f (Фdо о7,С*9@к)
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с функtt lоналом погреluности

. "rl([л (о,9@),bt
о l,t

)=\яtcldt-ZC^p@*)' А' K-t

в пространстве С.Л.Собоп""ч Wr('l Ео) Qrп>п) с нормой

lytrtv;,t.,,: [).а," ; \u-,pf d4I (з)

Введем крlrволинейные координаты соотноlлениями:

d-trcl-[4- t;(4,rz,..,,Ia) , i:t,2,...,пl. (4)
При этом точка.rоеОотображается " ,or*vtoeQ. 3афксируемt-tо. Л4еняя пара-

,"rр /, r поrryчиNt семейство координатных линlлй: to=tta" Ео ,

Пустъ уз.rы ЗоеЕ кчВатур:rой форьrулы (1) определяютс.ч форr,ryлами:

- Io- t (lp), (5)
гпеР*- iр,,рr,...,Fо),, S-- 2^ 

n" 
/tpe12.

""*""r*rО(!"

(2)

t6)

\
иТеорема 1

"^Е
" IO'tlcll<(r, lеl<п*l,К>0 п К,>0

Приh*0

о l(*
(7)

.Лф

- коффициенты кубатурllой форьrу.пы с регулярным пог,раничным

tf,rcl- ao@-Zaeel

,o.xr=c(hp)y Со

слоем в сNъlсле Соболева Е 1] д,rя обrtастrt

iltf,.,,ilr.,u,- 
[}

Q,'
сс

2п l^ (t+ 
"(ll). (8)

|,o|gt*)jrp|

Л е м м а 1. Пусть fil,)- .покальный функционал погреш:.lости:

supp[ttlcleEol |tl. zt1 , ýJ,.M9_Tщlltltlrr=l " 
(t til,сП)-g, l*l< J

уЬrтr/,rп. пусть G^Gl-F-'[;+ lzttYf У?1 , toesupp {сil,аtаr.мРlrtаi ь

U;i@):,#ixlT Ёtt,TeQ, l
Тогла сltедующие выражения:

Д,о ка эа те л ь ст R с эт()й тео|)емы основаноча aледуюtцей леьlме.

I
R
Lп

lý8

L, tr,l) : d,(h dl -а (a)l) Ь t+)- 0 (Чt ti) l,



ц

Iщо*0.
'-. u"n"l1i.2Lh llпI-п>0, ToIL; (п,ill= Ki,^ аrо)
з. Ес.чи lt 1. lll},,тпr о Бпri,,._ ! l Z, и,tilа dt. К /t 

tdО 
а (ф.-Z

Лемма док€|зывается llo следую*"U }йr.. Сначала выIшсываем явное выра-

жение Ci.(Wttrcttll). 3ur", подынтегра.qьную функшию в окрестности Ilуля представ_

ляем в виде ряда Теlпора и к полу,IенноNry выражению приt",tеняем функшr o"^"l€).

Тогда лропадут },iчогочл9ны степенп k|=S относительчо f , а дальнейщие оценки

проводим так же, как в кнtлге С.Л. Соболева Г1] дока3ывались основные оценки

при доказате.,rьстве .]еммы о сверткех.

По определеЕию нормы функш-rонала tlrnr"W{'tCr) имеем

n[orlw.,,,ic"l:! |ё,Bl- tf, е,ll'lr*J. |;, @r* l' pl|'d", (9)

"п"!2LЕох !2,, d,@) : г-|Гtj 
l иýfф)-tJ .

Применяя .,IeMMy 1 и учитывая представления Функш.rонала погрещности с

реryлярltым погранI:чныN, с-qоем в, 
""о" [},ft)-/ot{l-r!r(t), гrc 1ф- перио-

дический функшионал " п.рrооrом lp , поJrJrчим

Ь' 
r 

^@) 
- t: Q)|' d*- 

l' l 
c,tt" ttl-a tT,ll) tf,,cl а |r) d,!ЪffУt-

- ctrll)- ё,(l "' tto)t*.ll} t (I) "-ltiг}s е

рт ttГ(о) , щi=|.2 иttI(о)*0

(to)

нствам:

1. Если ltlr2LlL, то ,; trп,tl|,Kh

"* Q,:i!Q1', ле!,@! п Qr' )=0, i+j, ti, Лi ч creQr.

Из .lеммы 1 и условlrя Klt-tl.|cfi-c@|< K,lt-T|, гдеk>о " k,rO,имеем

\ ic. @)*lh 1rll'da,-|"oцt,1. (11)

fi+
Иэ (1о) и (1t) слелует теорема i.
теорема 2. пусть c=cft)eC[."',t=tlrlrl!*",, О(?) уОG)

положитеJlьны lla Е, уD ,lЮ*xttlF|O,W.|=l'|o*cU)i-O(i-{"r'Y}) ,0.y.t ц2*klвп+l,
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какова бы ни была последовательность функtолошалов погреrлностеfi кУбатур-

гдеr;rilр)

ных формул

С.Л.Соболева Е1] , и

!

[о {d = {,о о' ;?u% 
е @ -сr),

lРеýr, wul-g справедливо неравенство

1,Iо.lrrпr^,,$r*ft,r,uffit{1'*оЦl1.

(rz1

( 1з)

(ra1

( rs1

Чтобы доказат1 Teopeмlr, для любогrо Ь>о обпастьt2 разбиваем на

:одобластш а,,z а - r! l2,; п Пеs (l2i П 8)= О прп if j так, чтобы на каждоR

Qj, j=|,2,...,kl вЙполнялось ttГ(o)a Ь,- Л е м :vt а 2. Суtлествует последовательность Фнкциfi Q,ar."j'':
кая. что

")/rt.l, о "9!@=о,пепа€Q| пппr=rрl уеоr:z(hр) уl7эеQ.' ,

В)Поч l*o
2la

\ ,,i t"ldr,-f'Г2Ё,,h, Wl |,чР(ЧР)]Ъl 9f ,,rр:tлО
l

2п lu(

Построим функчlлю фrrr, удовлетворяюuý/ю условиям а) и б). Для этого бе_

рем функlо.ю riеЬЦ@)t.(Р) , гле /о(r)- функц,.,я, построенная в работе

ectp'l''t

,t, (i)
/-е

-ýэ
р*0 (t +f lег|о 1!9,Щ* l-'p|"

Непосредственно проверя"."Гr.о функш.rя P|ta)oBnroaeт Еужным нам своfiством.

Составим теперь функшлю 4. _

p^td-J ri о. (ro1

}lз леммы 2 и неравенства

\prt"lt,, -\п @l lo @)dс<llо|rrчr.}9| w{,tr,1 ( rz 1

следует теорема.

С л е д с т в и е. Если выполняются условия теоремы 1, то функш.rонал по_

является асимптотически оптимальным в

Теперь несколько уточним определение функlчtонала с реryлярным погр€lЕичо

ным слоем для пространства
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Полоlоам/(f)=( /+137gl')# . То.о" норма оптимального периодлческого функ_

ш{оrила

в пространс,ufr d, @u, ! "Y]": 

t - z с! l" t (о- t нр)

, nr, 
[, r,: l j, lг-' 

Гр trl i tglli"Jb
равнао^""r,rо 

ff)| i;'iu,- b,l 
ь е ! l-- с! д #Г,', о4',

,о. toh опо.о"пi"r"я из уравнемя

il*: фй # Р, 7",: 
q },#r;" t,Hй ffi1 ^.,,,,

( 18)

( rs)

(2о)

О п р е д е л е н и е. ttусть функшлоналы погрешности кубаryрной фрr,ryлы

моryт быть представпены в виде:

, Ё, 
7з,, o"{(f) 

-р,е/ (;) й9 (t), l . R,

"о.""!у(;) - bot, k) -Еr,Г r|, t G-rH (х+1')),

ГДе, в свою очередьr Jа _ ограниченное подмножест"о R , удовлетворяют условиям

У l[,,tz,| л* - ,4 ;

,. siррфЬ. [ае Ео , le-Hl|. et J ;

,. (h{о),z')-0, lсt=rп Yl.B,:|x, р(tН7,r@D* zt tl l

е. tre):!w-Hfl fueBr-IlrR,p (tНs,Г@D,lllп t|yeaJ;
,о. l@) - Ьооо, -rZrr1r, l ta- tl'), (lpl,cn)-o, 0< locl< п i

5. (l tо- Н|, п -)!о -,V*oCr, : 1l - е!) Yle Б, ,

"о" 
С! удоЕлетворяет уравнеrпrю (2 1).

Такrrе фrнкrионалы, сле.ryя С.Л.Соболеву, будем называть фнкшлоналами с

регулярным пограничным cJroeм.

Л е м м а 3. Какова бы ни была последовательность функIЕrоналов погреш_

ностей кубатуоных формул а уэлами в точках пешеток собтвртствчlпlпи x ма,

lбl



Н " det H-t,

в нстве

имеет место оценка

lo о - Ьо о -Zrat" tt l (с- tH|, (22|

1zз)

(24)

lg.h*0

-р

(н \ill

е
zripal, 'нL

D-lт
|[,(f)|

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремь1. Положим Ц(f)-4(i)-ЧrО, "*

tr|!)- периодическая 9кстремальная функшrя оптимальною функшло"^"" 1 ff)

" W'i'tq, Она имеет вид |

tr(f) -7'rпегi.-''lн'lt, (25)

lto аlrл\Е,)--lаl tr{'r,

с:},где
с/ lIlа,,

tо

ettЁl"fl! |

,с!-с!frffiт,(Ъ"Р-,;
)'Ъl,нlu dc. (z0)

1zl l

Введем слеryючryю функшлю: рlr@)-фrtаffо(#). *r..им, что ЦВКШЯ!rF)

равна едrнице, когдаС€ а'il!лt{;\<t, когда iФ4, в остаJьных точках сеЕо она

равна }rулrо "ТоtцЪо YуеR . иэ условия (27| ч свойства фнкwпфrlс) имеем

\ р, t,ld, - lи оJ,(f)l. -\,,

Учитывая своfiство фнкшlи ЦG), поJrytшм

tQ+ц(
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)а(;)
de -2

tНрQц \j t;)d" _

ПУСть /7? _ четно9 число. Тогда

l(t-дl
4
r Фrt лц

(29)

(зо)

(зz1

U- д)rцt /l

т) , если аеl?jtr,д
U-Д)" рr(с) - 0 , еслп с€Qц,

0-А)+фh@Цф , если хег,rtr, Qэl,

В п олосе9о\ 92збпроиэвол ны е фу нкч пп 
/,l7, F) удовл е т во ряют н ерав енству

'U*Фt 

(с)l = КГВ| , к r0 .

в,луr(л) " W!' trо)

р
wtr'Е,)

( з1)

В сиrry равенства (21) И условиЙ (27), (3о) и (3t) находrм норьrу функ-

|Рп| Е \,к,-лrrr@lr" -\ol'-of F,til( ь *

НЬ-rЦl rс! с! д # ( l" р * 0u l .
-I
Qц'Qrп

Ио (17), (28) и (З1) при четном/z следует лемма 3. Аналогично докаэы_
вается лемма 3 при любом rz .

Т е о р е м а 3. ПоследоватеJIьностъ кубаryрньrх формул с реryлярным

l63



теорема вытекаот иэ леммы 3 и иэ оценки сверху вырах(еtIия вида:

[}'4 @-l!o,:'',1fr,

при этом условие 5 новых трудностей не соэдает, так как

ловир (21).

nl
02 удовлетворяет уо-
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