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О ТОПОЛОГИЧЕСКОМ СМЫСJIЕ УСЛОВИЙ КВАНТОВАНИЯ

В КОМПЛЕКСНОЙ ТЕОРИИ МАСЛОВА

Б.Ю. С т е р н и (Москва )н

Введение

lo. /чътод JЬслова построения асимптотических решен"о '/п -псевдо _

лифференчшшьных уравненшй состоит в построениш канонического оператора

Еа спецшаJIьOrо полобранном квантованном лагранжевом многообразии с мерой.

Квантованность м ногооб раэшя яшяется его важнеfi шеfi характе ристикой,

ш поэтому представляет интерес эадача о нахождении достаточно простых

крнтериев квантованности.

В вешественноf, ситуации, как следует иэ работ El ] , E3J, условия
квантованпя носят, пс существу, топологическиfi характер и не зависят от

меры Еа многообраэиш. Деfiствительно, В. И. АрЕопьд Е l ] , [7 ] вычислrur ха_

рактеристиtвскиfi класс универссlльной модели (лагранжева грассманиана) и,

таким обраэом, полностью решил вопрос о топологической пнвариантности

условий квантования и указал универсальный источншк прэпятствия к постро-

еЕию инвариантной теории канонического оператора.

Метод получения асимптотическшх решений уравненшfi с комплексным га_

мильтонианом был предложен первоначально В.П.Масловым Г4, 5J. Идеи

Маслова в комплексноfi теории получlrrtи свое дальнеfiше€ раэвктие в работах

E2:l ,tбJ,ЕS]. В частностиt в книг€ f8] была пр9дложена констрD/кция ком_

плексного канонического оператора Маслова, опирающаяся на аппарат так

наэываемых комплексЕых ý -аналитических лагранжевых многообразай (см.

ниже). Детальное исследование топологии комплексных лагранжевых много -
образий, проведенное в этой книге, поэволило не только наfiти соответству_

ющий характеристический кJIасс, но и обнаружить, что в комплексноfi ситуа_

цши условпя квантованшя эависят как от самого мtююоб|)дэltя, так и от м9_

ры, определенноfi на нgr"L отсюда следует, что в комплексном сrryчае сле -
дует говорить о квантованности пары (ll, r ) - многообразие, мераr- ,А,
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таким обраэом, в комплексной кваэиклассической теории условия квантова_

ния rlвляются характеристикой не только классического ofbekтa _ многооб _

раэия Лагранжа, но также и квазнклассиtlеского - инв. l 
,ентного объема

(якобиана ).

Как ух<е было замечено, вычисление характеристического класса пары

(N ,Р ) в книге Е8] опиралось на использование универсаJrьной моделЕ ll,

следовательно, потребоваJIо привлеченпя таких довольно тонких понятиfi в

ý -анолитик)скоfi теорип, как касательное расслоение, щассифичируюrцее

отображенше и т. п. Отметим в связи с этим, что детальное исследование

топологиш комплексного лагранжева грасс}tаниана было проведено А. С. Ivtr _

щенко Г8J .

В действителыlости, однако, имеется прямой способ вычисJIения клас-

са когомологr:йl тривиальность которого гарантирует выполнение условий

кЕантования, и цель данной статьи состоит в выtrислении такого класса. Кро-

ме того, эдесь же мы выясняем свяэь (комплексного) пнлекса Мслова с

индексом некоторого эллшптического оператора, определеЕного на эамкнутых

кривых лагранжева многообраэия, а также выясняем, почему в вещественной

ситуации условия квантования не эависят от меры.

2О. СРрмулируем основные положенпя комплексной теории каноническо-

го оператора Маслова Е8] .

О п р е д е л е н п е l. Наэовем S-аналитическим гладкое много-
образrrе М, diпR вместе с таким атласом lUi,nj},1 , Uj*C',
чтов U;ПUi

dч/-/ila, = g (поd'r Ш,р")).
3десь /" (весовая qункшrя) - неотрицательная функчия на zV ,pi aC"(pl),
'I ( l,|,f") _ множество функшлtй, для которых t Лrf |< cps-l1t', 11 все

рассмотрения проводятся в некотороfi окрестности множества

а- {*. М |pt<t-oJ.
вводятся понятия s -аналитических функций, вложений, форм и вектор-

н",х попей наl (сr,l ЕS] ).

Пусть ф- СОе tп - И-мервое ý _аналитическое гамильтоново (сим_
плектичесКое) простРанствО с координатамп (Zl,,..'Bn , Гr,.. ,€)=(z, l), весо -
вой Фнкци"fr р+- |llпz12+|i^Cl'!'/' и стiJуктурной формой

dz лdq-q|z'a Lfl+ ,.,+dB'lndfп.
Оп ре де л

i:h4,рr)*(ф,рф)
е ние 2.

лагранжевым. если

на ý*/ -аналитичоском лагранr(eвом многообразии существует атлас

СчИтаем ýt / -аналитическое вложение

i* (d, лdq)= g (mоd'r (il, рн)).

lUr}-*""о""ческих карт с координатами

l42



(sI, 1 r) : вЧ,,..t8 ", € i*, r,.., 1in),lir,..-,irler,

|irr,,,..,in}.f , .Т nr=pr, -[ u7 - l|,z,...,л}.
О п р е д е л е н и е 3 . Наэовем ý+/ -аналити(:еское лагранже-

во многообраэие с ý*/ -анапптиtЕской невырокденной мероfi /g правtдь -
Еым квантованным, еслш

А. Сучrествует такая ý*/ _анмитическая коцепь |Sr} n вещественная

коцепь Iоч^rl канонического покрытия {Ur} , что

r) dý. = i* (1tdz:-urds)(mod"t (,N,f"1) в U1,

Jл- l, = i' (zIз4rr- rhlr")(rпоd't (И,y"ll " UrПYr;

Z)OtY п, _ одно иэ эначений арryмента функцt{й п,,-L
Д 

-Т9---- 0(zI,1,1

ач /r- ауrf 2очХ"к+|I2|r. (z)

3десь fr- Ix|t п tl, rз-7.|/ПJJ, Lr- собственные значения матри_

Не++ (-J, r*l) , <€!2,

3z 1l < аtу 7L

Б. В каждой каноничес*оfi *"рrе U- имеют место .неравенства:

с, f" ("', Pz) о !п 3, (r', рr) - сrр' (.', рr) ; с, ,Cz, 0 .

Можно покаэать, что условия А, Б не зависят от выбора каноничес_

кого атласа карт.

ý l. Стандартная мера Еа комплексном многообраэии Лагранжа

io. Нев

цы

р ы. Пусть /:

qE

к< Т

ы р о ж д е н н о с т ь с т а н д а р т н о й м о-
(tl ,Р, )в(ф, f *) - лагранжево Stl _аналитическое вло-

жение. Рассмотрим на шожениri 0 меру

в - d (i*s'-i*€,) n. .. лd (i*zО -i*qo), (r.t )

Для сокращения эаписи в (t.t) значкrr с*, Л мы булем опускать и писать

просто о- d B-i€).
Л е м м а 1.1. 6 - S_аналитпческая невы жденЕая

Д о к а з а т е л ь с т в о. 3аметпм, прежде вс€го, что утвержде_

ние леммы l. l достаточlIо проверить в ,(аждой кановиtЕской карте.

Пусть Ur- проп."ольная карта с координата,l'" (ZI,1r) . Плотность

бI меры d в карте U, "сr" функчия
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o7det
l(G-iф 

=dst
0(zI,4r)

- ,01,Е-ь 
--0sz

0zE
0zr

0r,

.lrz
-L 

-lgz

lzt
- 

-l,LlIt

(t.z)

( t. з)

( l., )

и, следовательно, 9 _аналитична.

Докажем невырождеЕность меры б . Ф)rнкция (t.Z) является дет€рми_

нантом матрицы

'о 

",) 

(:,';,
-i С, \

)

(

\ ц

\

/
/

,

ц CL

E-ic
l€t

сэ с4

lzI
ltI

lrr
lz

0zI |sE

В сшrу правильности многообраэия ( il, f ,)
tпНе*у BI,€Z S @', >0, <е {2,

и, следовательно, на множестве О для любого собственного эначения /и
,{атрицы

где

I

Е -it|
.п

-Ь 0э

-LLz

Е- it+

справедлиЕо неравенстьо РеР > | . ПоследЕее неравенство влечет невырож_

денность метрицы (t. З). Лемма l. l. докаэана.

2О. Основная теореме 1.1. Правильное лагранжево

ýt/ -аналитическое вло б квантовано.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Используя представление (t.3), опре -
делим ОТr, в канонической карте /- . полагая

t\ ac,l Fi) --L ,.,l 21

2)-2t.ат lrr* Э, к-|,..., Е,

гае ft,,..,/Jn - собственные эначения матрицы (t.+)

з) асу о, - l7l #) + 
#,onu ,_ , (r.s)
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о?", - ачо, : 2ау L*+ |Izlli,

_ собственные значеllия матрицы,

а rr , zI,)

выполЕено соотношеЕие

{ t.}где

, l€i,
-L 

-:lz 1,

- .l€,L-l, ",
0zi"

lzI'

. lf,
-t/ 

-l1,',
l€,
й,1э

lzi,
^ -iFll=

l,

lzlt

-ib
ll,
d1,lll

dzl,

(t.0)

(t.s)

и
01zir,qzr)

(.с), { еQ ,

-** = azy L*-= !
(t.z)

Излох<им основную идею доказателI>ства.

t ) Иэ соотноlчения

бr - 6,det 
а kJ'1) (l.B)L !-- 0(z!,€z\

следует, что равенство (t.6) имеет место no rпоd 2t . Таким обраэом, для

доказате.пьства теоремы доста.лf)чll() показать, что аргументы левой и правой

частей равенства лежат, как комплексньlе числа, в одном и том же интерва_

ле и принадлежат одной и той же ветвш. Это утверждение может быть про_

верено прямым поjlсчетом для скалярвого случая п для случая, когда соот _

ветствуюшие матрицы диагональны. EcTecTBe,tHo, поэтому используя гомо_
топичсскую техникуl постаратюя п[}ивести эти матрицы к диагональному ви_

ду (с сохраненкем эначений аргументов). Приступим к выполнению иэложен_

нэй прогреммы.

Еслп rr,I,Ir r 14 _ множества, о которых lчла речь во введении,
лто матрича fr, имеет вид:

,-,#, -"Р*
aq.tI

л6!-
d zI'
-:
lzt,

drI'

d+
'ц

lz\
04,

,ч

0zIz

0z II

илar

1zi, lz1, |qiэ
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бI-

где элементы в (t. t0) опрелеляются из

d (zI, q

-i t,, -i с,с

-i сr, -iCro

E-ic$ -iCu
-it+3 E-itro l

равенства матриц (t.S) и (t. t0).

0

01 12

ffi
ltIэ

7€tэ лЕI,
Е

( t. t0)

nY, ) слеrует, что

Е 000
0 Е00
0 |-iE 0

0 0 0-iE

Матрича

Е -i сн -i с,,
-i с2| E-i czz

-i tr, -iCil
-itr, -iCп

)

Е

0 1zt, 1, )

0

шмеет вид

0

ц-
0zIэ

0zi,

0

0 (zI, q1)

0 1zi, €1)

€

):
, J 6т,v

Е000
Сц Сr, С ,, Cz,,

-с у - сэz -0 зs -са|

!rr-
0 zIt

l z1'тf,
0

илиl в обоэначенuях Сr.

!€r^
0rzl

0rIэ
й

0

,

000Е
Иэ (1.8) и обратпмости матрицы

имеет место равенство

0(" J
бI

GUt

х

Е

0

0

0

Е

0

0

000
Е00
0 -iE 0

0 0-iE
000

-Е 0 0

0 Е0
0 0Е

0 (z', €i )

-i Со

-iC,

-i C,

Е

-Czt

- Сr,

Е -i с22

-i t,
-i сr,

0

-L Llз

-i Сr,

Е -i саз

-ito,

_it tl
.п

- 0',2q

-iCu

E-icи

E-ic,| -i t,,

00
-пu22

"32

0

-п92з

vз?

0

-е zч

-Сзq

0
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Е000
0 -iE 0 0

00Е0
0 0 0 -iE

Е 0 00
0 Е 00
0 0-LE 0

0 0 0-iE

Е 00 0

0 -Е 0 0

0 0Е0
0 00Е

-iCi, ,nt
-'0 ц

r)
Е -ic;|

-iс;
-i ci
-i с;,

E-i с;

-iC!,

- Сrэ

0

-L L 2l,

-i Гiч

E-ic;

-il с2+

-it сц

Е -ieq4

(t. t t )

-i съ

-0 Lzl

E-i сэ:э

Построшм гомотопшю l.- t > 0 левой частц последнего равенсгва

-itc2 -itcB -it сft

-ici, -i ci,

-it с2,

E-itr3

-tlcr3

Е-iсfl

-it сц

-it сr|

-it cq|

-ttn

E-ic22

-itca2

- it с42

-tСr,
0

-t Czl

-tСrс

Е

(t. tэ)

так же,
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-1Е00

l _7Clt

-0
22

-t Сr,

00

Огметшм, что гомотопия (l. 12) проволится в цужном классе. Действп-
тельно, матрица

ц

с,, t Crz

t Cu Crz

00
-l tr, -tсzl

сл -tссч
0Е

tC,
t Сzэ

Сr,

tCn

t С,,

tCn
tCn

Соr,

tC"
t сr,

t Сr,

tCqz

доrrускает прэдставпенпе

С, - t С + ( t - t ) di,ay (с,,, со,Сgз, Сцq).

Поскольку

|rоСr0, 1t,тз)

'О а !пdiаУ (Сrr,Сlz,СэзrСrrt)> О . Отсюда, в силу выгrуклосп{ условия

tпС>О , получаем, что tп% r0 . Аналогично доказывается, что

Jlп >0,

l)

с..
ч

как
Злес, 4j, опр9деляются в спстем9 координа, 1Z', lJ)

. 
"""rUn " *оЬро*", (at, Чi).

lE 0

|- r rr, сz

\-rrr, -tcrz\0 0



гомотоппю правоfi tцсти мы постропм, перемнохая матрицы (l. 12)
вынося левым множит€лем матрпцу

Ео00
0 -iE 0 0

00Е0
0 0 0-iE

при этом гомотопия правой частш булет иметь вид:

Е000 г-t (со+ёq,,)

ш

a

00
Е0

0 -iE
00
0 0 |-iE

C-i(C!r+Mo) -itц,,
- ttaq, Ei(c;Ш}

-ita2|
-it аы

-itац

-itan
Е-iцуаа)

-ita32

-it ач2

-ita0
-ita2,

- itац
- iteш

"ае Qц , bj = 1,2,314,_ н€которые матрпцы.

Используя лемьrу 2.25 пэ книги Е8, ч. lJ , получаем, что мнимая

часть матрицы '.

неотрпцательЕе. Полагая теперь t=0 , получаем равенство

Е Е -iсп

с||+ t 0ц

-it 0 
2|

-itOil
- ita+|

-itQп
с!r+tЦо

- dta э2

-itвц|

Е -i cпz

-пUз3

Е

-itaB
- it82э

cb*l0u

-it Q+э

-cte п
-il82q
_ttеч

с|r+ t8r,

0

0
Е
-сЁ

-0 L,

0

Е-iсэ
Е -icц

-|

l
Е -ic22

х

0 0

Е 0 Е0
-Е -с,z

0
Е

0
Е

Е 0 Е -ic;
-l! L

0
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малым кэмененшем r)матрtц 'Сф , o-1rl3rl , Mo)lclo добптюя того,
чтобы ш( собственные эначендя былlt некратЕы. Прш этом существуют пре -
обраФванХ' lii , i=1,2,3rq , прtlводяЩие матрrпrы ф к диагоЕаJtьно-
му вltду. Тогда матрица

0

2
l,

lr+

приводит к дпагональЕомУ впду одновременно все матрпцы, входяlлиg в ра-
веЕство (S. S). В итог-е получаем следующее равецство:

lr]

0

д

dia2 (l,.",l., -Щ, -0 ,,,,-i, l,

|-t
lfuB'

)х

tr,,., ||:

р;),

-L

fur' , i-'ur,.,,

.dk! (|,,,,,|,-i,,,,,-i, l,,.,, l,-i1,.,,,-i ), diч (р|,,,,,

3апишем получеЕные соотцочrеЕкя в виде:

а) Ьлох /, , Lr- (-t)F, Q)''cyir)-l , Kero ,

б) Блоr fu"-- ty, Lр! f'.

Докаlкэм теперь, чтоаNt 7-* , определецныi соотЕоцЕнЕ9м

а|у fuK --G * oTl, - at|(il - o?F'* ,

J:ежЕт в Еуя<вых прэделах. Имеем:

л .с-TlOЧ|r-<tJr

-€ "-ovlri,"* ! ,

9 --ozyti'1-*t ,

,с--|z--с,

Сшадывая тепорь поtиеЕЕо ЕераЕэнства (t. t0), пол]rtlаеrd

-*".аt!fu*з

(t. ts)

(t. т0)

Еz,

мндмые
--;Г пр*r. l.r"rо"rr, Сr, " Ccl Еадо иэменить так, чтобы
частд кк собствешных эначений остались ноотрицателыrыми.
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что совпадает с соотноцЕЕЕем (l.Z). Аналогпчдо проверяется бпок{,
верка лля блоков 7] , 11 тривиальна.

Суммируя теперь соотноцrецкя:

аЧ |, - аЧ Р'*= О , ке-[, i

аЧ |r , "Ч F! - ат (il , асу L"+ G, ке Iri

оЧр^ - оЧrtr * оЧFi) - o?L, Kerli

а9 р. - аТ С i) - "Т rI - ar! (-i),0 , Ker4 t

. Про-

(2.*очr.+ lЛl аус-i)) - (;гл] ау |! + |7tч Нl,_?оi'iЦ+lIzlЕ.

Согласно (lr5) последнее равенство оэначает

a.roz - ач nr-,J,rrrro? Lr* l\lГ,
Теорема полностью докаэаЕа.

ПОrТУ lием

lo. Условпе
вольной меры.

Теорема 2.1.

f

денцоfi ý -ацалитической мероfi д
бражение

N_-'
6

кваштовацо, еслп ш топько еслш ото _

ý 2. Обобщенпя, замечанпя, следствttя

ква Етования для проl{э

Правrаrьное пагра нх(ево многобпаэп9 с н9выDож_

м ,c'-d\[0} (э.t)

гомотоп но постоянному.

Дока эател ьс тво. Условие (Э)ллямерr l выполЕеЕо

в том tl только в том случае, когла фнкuая f распадается на одноэЕач -
ные фнкчишr т.€. когда отображешве (Z. t) гомотопно постоянному. Тэор_
ма 2 l докаэана.

с л е д с т в п е 2.2. Условпе квантованностп пары ше эавпспт от
выбора каноншческого атласа.

2О,Формулrровкt{ условкя квантова
ния в когомологt{ч9скшх термпнах. Функ_

пция f , определенвая форrиулоП (Z. t ), опр"пеп"ет одцомерныR класс ко_

гомологпf, де Рама
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Теорема 2. l
Теорема

квантовано тогда и только тогда, когда класс (z.z\ когомологичен нулю

t!
гп,, 

d lп 
п е Н' (м, Z), (z.z)

моr(ет быть переформулирована следующим обраюм.

2. {. Правtтtьное пагранжево многообразие с мерой

Это

гий Чеха.

полагая

условие может быть сформулировано такr(е в терминах когомоло-

Опрелелим для этого / _коцепь канонического покрь]т"" lUlj ,

ьUrп

F-uIJ

vr

l
й Ьоl rr- ar!/t-,Znчfu,J, -Vrlа . (z.з)

3десь ат р, _ некоторо€ значение (многозначноя) бункч"" ,|Е / 1 .

Т е о р е м а 2. l.' Справепливы следуюlлие утверждения: l) кочепь

[сr, J 2) коцепь [Crrl _ коцикл; 3) условия (2) в",пол_целочисленна;

нены если и только если коцикл

Докаэательство.
С,_ | когомо.lогичен нулю.

t) Иэ определсния функцчп pr следует,

что в пересеченши Urn Ul справедливо равенство

It - yrdet ЖF,)"" - Fr"!,o'r,,rrt-,)|"| ,

из которого следует, что аргументы левой и правой частей совпадают с точ_

ностьк) до 2Е l т.е.

0ч r, - Отrr-2 цl! Ък,ll- lrrlc,o (поd 2с),

Последtrее сравненЕе и доказывает утвержденпе l ).

2) Достаточно доказать, что коцепь LCrr} является коциклом в прост_

ранстве С'(МrR'l.il)- f -коцепеfi с коффичиентами в пучке ростков вещест _

веннозначных функчийr т.е. что [crrJe H'(M,R(ll)) . Последнее утвержде-

ние очевидно, посколькч Тtj/z--Офr, есть когранпца в С|(М,Л (Пt)

И > 0!Lх,ч + l rеlr- 0с9 oI- ач бJ

есть TaKrKe кограi{ица. Отсюда вытекает, 
"то 

*ouen, [CrrJ есть кограница в

С' (tt,R (ttl) , а следовательно, есть коцик.п: [Crri е H'(llrR (li)), п

поскопьку {С:лi - целочисl,t€нная коцепь, то {Сrr} - челоtисленЕый коцикл.

3) ДеRствительно, доках(ем вна.{але необходимость. Пусть коцикл

[crrleH|W,Z) 
когомолог}rчен нулю. В этом случае существуют такие целые

числа{zr} ,пrеZ , что

CItr - Ot- П] (z.+)

аргумент а? /, ,

I5l

Для доказательства условия (Э) мы выберем " *"рr" U,



полагая оаурf ач 1/I- пI2Е . Прямая проверка убежшает нас, что при

таком выбор аргументов условие (2) выполнево:

ач lr, - ач h - 2оч fu,,rr- lrrlt :
= ac!lz+ п, Zlт -ач r, - nr2t-ZaE fuK,zl lt"!п :

- (в сипу (z.з)) Zo Grr+пr- пr) : (в силу, (z,.+)) - 0^

Обратно, пусть выполнено условие (2). Это означает, что сушествуют та_

кие фнкчl.t" aCt |z , что в пересеченuп UrO U, выполнено равенство

аr! llz- аrf Pl - Z оч L*,r" - lr"lc=o, (э,s)

Покажем, что существуют такие целые *,сп^fпrJе Z , что выполнено ра-
веЕство (Z.+) Опрелел", 

""cn" [лrJ , полагая

оr- *Ь,r rr- оч|Л. (z.о)

Очевидно, пrеZ . ![алее,

CtJ - (в силу(2.s)) - *Vуп- аоsV7-2аТL*,ч -

- lrrlc] - (. силу (2.6))-*" fanx /t- пIzi-аТF] +

l п, 2t-2асх fuK,z.- |trlrTf - (в силу (z. s))- п,r - nz .

Теореrиа докаэана.

Опрепелим теперь инлекс iпd /Часлова чикла /е H|Ul) , полагая

iпd,(у)-fi ll
Лtlгко видеть, что операция [Пd

ItdtпL-Var,aцL,llt d lfl
определяет от<rбражение

(э.z)

iпd, l Е, (1,4) 
- z, (z.в)

и теорема 2. l мож...rт быть теперь перефорr"rу.п;r1),Jваllа следующtIм образом.

Правильное S _аналитическое пагранх(ево многообразие квантованоrес_

ли п только если llндекс Мслова для любой образующей фунааментальноfi
группы Ц (М) многообраэия равен нулю пли, что то же, отображение

(Z.8) тривишьно.

3о. Ве чr ес тве нны й слу ч а й. Вещественныелагран_

жевы вложеная E3J , Е7З являются частным случаем комплексных. Дейст -
вительно, если задано вещественное лагранжево вложение Мraфt с в€_

щественной -ероп f R , то соответствующее комплексное вложенше

(м,рr)
t)
z)
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' S _6нАлитп!эскоо продолженпе} мноrюобраэпя/|R . Именно, пусть

|U*,a, ) _ 
"rn"" 

на мвОrэобеаэш ltlrоЦ|-такое_открытое покрытие, что

0, a U* . Рассмотрим многообраэия V*- U* х Ра . Коорлrrнаты в

многообраэшr I/( бупем йоэначать (акr6кУ@!,,,,,а!, 6:,..,,l! ).
Пусть U*i-U*nUj, U;-tJr'a-lJ| , {! -функчип перехода от коордпнат

ак к координа'"-,r/"|';,!хr!!'-' 
"^ ц,i , Пусть V^j= U*j, ffc

'V*, Vq-Uri"" 
' ,, ,,! 0 \|,оai+ tlr-'pri P^+i!r)= oZr17 |оо, лак / r*i Ь)

определяет отобра>*енп" 
*) 

\ri: Yri* Y1^ , которое обладает слеryющи-

мп свойствами:

r) lril
z) iri

Мы можем счштать прк этом i>C+|
' Pgrt,! -P^,i ОПРеДеПЯеТ фУнкчпю

фрмулой

8,-g - PKi l

ý _ аналитшчны относителыlо весовоfi Фнкчлиf_ @,

,lпбL . Тогда равевство Р.,r*, '

s) Fu-rdrл,,, 7*i./jt - i*c @od't (Vrjt ,f,)) ,

"ое Vr/-Lt/rп lJj п l,/r),R"
Пока*ем, что су,шествуют функчи "T*i I V'-, * Yi- , отличаюrцдеся

о, Irj на элемент иэ lцеаrrа sr Wxj, Р;) |, ,оо.пlr"оряющио ус,rовням

l)-3), приtЕм условпе З) апя |r. выполнеЕо Totlнo. Доказательствобу-
дет проведено аЕалогично доказательству леммы 1.4.4. книги Е8] . Прове _

дем индукцt{ю по t=пiп(к,j) ОпрелелиМ сначаJIа Tr,J- |rj ; F;,,-9i|1.
Условця l ) - 3) прп этом выполнены тршвиоIьно. Пусть теперь опред9лены

Фli для вс9х пiп (K,j<4) .. Рассмотршм множество Vg*7,7 для некото-

го.Ъ 7 п обоэна,цм чореэ Vrrr,' ,* подмЕожество

Vz,\i.*-(Ur*, п Uj п Ur), Ro с Vzц.i.

Trt,i на множест"'Vr*
|,j, п

Фbt,j - P-,l,"r,o T,,j ' ?u,., ' /л,i ,

3амэткм, что последнее определение согласовано относtlт€лыlо выбора oz

так как --l

Ф'),.r, ' -Р 

^,j 
- (Тr,п, n Р л,, r,) о P,i -

*) Сrро"о говоря, обраэ отображени" Ir; мох(ет быть шlирэ мно_
жества V.._ . Поэтому Еужtlо расслматрrватЁ dтобраlкенпя Qr; Еа некогороfi
областц '^ V;, G Vi^ . При этом Vriс'|(r,yl: relJlr,lyl . t1' ,'n Для того
чтобы н9 ёагромождать иэложенЕя, мы всюду нI{же оудем счштать

?oi - Vл
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- Ф^'!L+l' Рr,,^ОТл; : 9-^',,"*, 
О Т r', j

в силу предположения индукции. Таким обраэом, фнкчлiя P"+t, j определе_

на на объедпненпи вс€х Vz+t,l,п . Согласно лемме ].2.7 '*"n." ГS]
можю продолжшть эту функчпю на все vr*rri ,_сохраняв ее эначендя на

U'o*r,i ,^ , Эту фнкчию мы и обозвачим ' рз Po+Lj
'Аналогшчнэ определяются функчии {;,t+t для j >tr+/ . Требуемое

утверждение докаэано.

Рассмотрим теперь (несвяэное) объелинение множеств У( и введем на

нем отноlценне d , полагая {-р, *a У" ,Р'Yi , еслш и только

".n" Prl ("С)- Р . В силу сьойсть Рr. определенное отношение есть отно-

ности. Фактор по этому отношtнию " есть /|l . Все тре-шение эквивалент

буемые утверждения проверяются теперь тривиоtьно. Весовая фнкчия Р
вводится на М равенством

р'- ? l, ta,) (l*f ,

"л" {C.i - раэбиенпе единицы, подчиненное пок

Пусть теперь i z ll*Оф, - RО а Rо

рlтию U*

_ лагРонж€Dо BпO)l€Hиe.

Тогда существует лагранжево ý _аналитическое вложевие Т: ll -ф= ООб Cn

совпадающее с d ва /ulr .

Действительно, 'пусть (U., a*l' определены,

Ь . lОГДа ll

как и рщ€эr фнкчич

эадается фрtиуламшС(аr), РИк) реалпэуют вложение

g=Z SOr. .оС 
,

где €^ - раэбuение единпцы,

санные формулы опредепяют

npocrp"""r"o Ф
S) Мера д

f 8] меры /п , F-'r",

1 - 7,'rr.'Р ,

подчиненно" Ur . Нетрулно впдеть что Еапп-

J -аналитическое вложенпе многюбразия ,rУ в
в частностп, i* р_ < СРн

!ф,

определяется с помоцlью s _аналитического продолжеЕпя

До к а эа те л ьс тво. Пустьдлянекоторойвещественноfiме-
pbl |R на вложенич ltloC Фr отображенше

f- '/r" , il* С*

Теорема 2.2. Условия кЕантованt{я Dещественного пагранжева

вложения не эависят от меры.

гомотоп но постоя нному.

0

тогда еслп lp - ДРУГаЯ вёЩественная мера, то

ri, - 3lr и, следовательно,
s

где
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Fп,,
Р - "" обращаюшrаяся в нуль (лля опрелеленяости положитеrrьная)6унк_



цпя вd МR В этом случае отображение

'Р'" _rlrr . sq : il*C*
66п

гомотопно постоянному в силу стягиваемости открытоо nonyo"". *)

4о. Индекс Маслова как индекс эллип_
ти че ског о оп е р а то ра. Рассмотрим направильномý_ана-
литическом лагранжевом мвогобраэпп (hl ,Р) с мероr 7z пропзволыrый

эамкнутый чшltл / и определим следующпй сиЕгулярный интегральный опе-

ратор

3rvttl- k+F)p(t)+#\
l

действующий иэ пространства L, Q, а) в п

где llo (Р - расслоение объемов на кршвой

символ Ь+у)+ U-/l)s8п{, ý е Г*q)

ространств о !, (f, Aolyl)
l , Этот оператор имеет

ц. в сиrlу Еевырожденностп

Prc)
T-t dT, (z.g)

M€Pl

("r.,
эллиптичен. Поэтому опQратор (Z.О) имеет конечныfi индекс iпd3,
например, E9J ) и справедлива следующая

в сплу гомотопической устойчt{востп индекса эллиптического

(z. to1

(Z. tФ совпадают. От-

Теоре ма 2.3. iпd 37- iпd|,
Д о к а э а т е л ь с т в о. В сплу формулы Нетера_Мусхелшцвшли

t9] iпd 8l - Vаr,осп { что по (2.7) совпадает с индексом Мас-
лова чикла 

;/

Далее,

оператора iПd SX определяет отображенпе

iпd s ,l П, (М)* Z,
и мы получаем следующее утвержденше.

Теорема 2.4. Отображения (Z.B)

сюда, в частности, следует, что правиrlьное ý _аналптическое многооб _

кваЕтов еслп п только если шндекс эллиптического опе

на пlбоfi обраэующеfi фундаментально группы равен нчлю ltлt{. что то же.

отображение (Z. tO) тривиально.

Пользуюсь спучаем выраэпть свою глубокую приэнателы{ость А. С. Ми-

щенко и В. Е. IIlаталову за ценное обсужпение настоящей работы.

*) В 
"rол, 

случае отображения
МR , посt(ольку Мп- Q (il, р")том многооораэшя л/.

| достаточно рассматривать на
ногобраэие ч lVl , ямяется ретрак_

f,9
_Ml
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