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о рАзрЕllммости нЕлинЕиных опЕрАторных урАвнЕний

В.Р. П о'р т н о в (Новосшбирск)

Введение

В настояrrеR работе иэучаются вопросы, связанные с суцествованием

рэщеш{fi у нелпнейных оператоl)ных уравненrtfi, п рассматриваются приложе_

нхя полученных реэультатов к некOторым эадачам теориш лшференчпмьных

уравненшfi.

ý l посвЯщен пэученшю операторвог,о уравненпя

|tчl -, (0. l )

с операто},олл 4 , отображаюцlим шекоторое ttодмножестrо ф б.*"*ова прост-

ранства ,{ " сопряженное банахово пространство Х' . В HacToBltэв время

иэвестеЕ довольно обшrtрный класс уравнендf, вшда (О. t), раэречtшмостъ ко_

торых мо}кет быть доказана по схеме Галёркина. Суть ее состоllт в том,

чтс, во-пэрвых, дtя уравн9нrrя (0. l) устанамивается существованше ог_

ранпч9вЕоЁ послэдовательшостrr Галеркшва (опрелслэrшtе l. l ) п, во-вторых,

докаэывается, что тот элемент, к которому в ltoц,отором смысле (обычно

слабо) сходlrтся ега последовате,пьвость (или какая-то 9ё подпоследова

тельность), явrrявтся искомым рошением урбвненхя (0. l ). Применяя cx€tvly

Гапёркинв, 
.мы 

постулirру€м воэможность предельного перехода в галёркин_

скшх уравнениях (опрелеление r. Zlt) ш основно9 внпмаrц9 сосрэдотоlц{ва_

эм на условйях существоваЕlя дпя уравнешя (О. t) ограluч9нЕой послЕдо-

вательности Галёркшна. Класс оператороа. удовлетворяюцшх этим условш _

') Р"""*r"rр!ваемые в 00 815 эадачш Tэopllll лиффревчшальных fpaв_
неlосЁ прllводяг tr опереторем, псевдоlчонотонным ша рэфэксrlвном бацахо_
вом простраЕствэ Х шлп Еа нэхоторых его слабо эамrнутыI подмножест_
вах, по9тоi,rу для Etx прэдеrrьвыf, пэр€ход в галёркtrнскtrх уравнендяx' осу _
щэстЕпм.
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ям (овл приведевы в теоремах 
'.r-r_.f), 

эначятельно ]лире, чем класс так

Еаэываемых коэрцитивных операторов /, интенсшвно llзучавшихся, наlцная

с Ф.Браудерs, в работах мЕогих математиков (см. ElJ и имеющуюсятам

бшблшографию). Это расчлrрение достигЕуто за счет следуюlлпх двух основ-

ных моментов. Во_первых, если при выполнgниtl условия коэрцитивности
,, rrx )векторное non. Grr F*/ --l галёркинского уравнения arta) = О на лп _

неfiЕом конечномерном подпростраЕстве/с,N с гпльбертовоfi структуроR

сраввивается с тождественным в€кторным полем 
"^ 

aрл""u" lФ, векотороfi

областп Рla | , то в условиях. приведенных в теоремах ý l ланной рабо-

ТЫ, ТОЖДеСТВеННОе ВеКТОРаОО ПОЛе ЭаМеНеСО На ПРОllЭВОЛЬЕО9 Е€ВЫРОЖД€Н r

но9 на lф., 
"е*тор"о" 

non" ,{ , пм€ющее ва 0Ф., нецулевое врачrеrше. Во_rF
вторых, если максt{мшьныfi угол, на которыfi условпе коэрцптивностt{ по _

эволяет векторноrФ' non.o 0о отшонятюя 
"л 0Фч от тождественЕого век -

торного поля, равен I , |r мбкспмбr.,ьЕып угj, на которыfi разрешается

отклоняться 
"л 

lФ, векторному полю оператоел 0, от векторсого поля

/ np" выполЕеЕши условпп Dеорем ý l, Ьколь угодЕо блшэок

* (t , Идея сравнэния "а 0 Ф, в9кторЕог0 поля 0, , пороr(д€нЕого

псследуэмым операторцым уравнением (0. t), с эаданным вектоF
вым полgм А , о котором эаранее иэвестно, что невырожденцо на

lФ, п пмеет 
"" 

lФ, ненулевое вращенпо, является цеЕтральноR шдееR

докаэательства теор€м ý l о сушествованlrш огранцченЕоfi последователь _

ности Галёркина для уравненшя (0. 
' 
). При выполнендп условшR 'гпх 

теорем
n n r{ *.^" ,n lф,, н9 направлены противоположно, ttвекторные rrоая trp F

следоватепьно, в сttлу пэвестноfi тооремы Гfчанкаре_Боля в слуtце, когда
,rnn. 0, Еевыроrttденвона lФ, , шмбют 

"" 0Фr одlrнаковы9 враIл9н!{я, так

что гаJIёркпЕское уравнвшв ý,.LФ - 0 облад,}т по краf,ней мер9 однцм

рещеш{эм Ц|е фр. Это o"r"rfi", эавllсящее от / , в случае, когда р
пробегаот некоторое направленЕое семеRство l линеRных конэчномерных

подпространств в [ , частдчно упорядоченное по включению п такое, что

мноlкэствоr!.0 l -от"о " Х , образуэт цcкor',Iylo послодовательность Га_

r) Другrrе классы н9лпн9пных операторЕых уравнециfi с некоэрцитив_
ными оп€раторами исследовалrсь в работах С.И. Похожаева El3, l4f (см.
также работу автора Clý] ).

**) Сr.оо*аэатеrrютво теореtuщ l. 2.

rff) Успо"пя, дающхэ увелшrэвпе юэможяоrэ }rгла отмоц€нllя

"9 
0Р" вэкторного попа 0, от в€кторвого поля ,| в случа_еr когда поло

,{ &меэт нэкоторыfi спеdиальныl впд и его вращенше наOФр равно по
модулю / , пршвэаэны в работе автора E2J. Этш условия анаJrогичны
услоцtям теоремы 1.2.

78



лёркина. Иногда той или иной эадаче, воэникающеfi в теории лпферешrиаль-
х)ных уравнеlФlЙ--/, может быть естественЕым обраэом сопоставлено некото_

рое раэложение пространства ,{ в конечную прямую сумму линейных эамь
кутых подпространств

LХ=2Х,. (o.z)
K-l к

Прп отом мноr(ество ф СХ, в котором отыскшвается решение соответству_

ющего операторного уравнения (0; t ), имеет смысл выбирать в виде алгеб-

раическоfi суммы ,*о*"сrr,ф -Z, 9"'. |n'aXr, а векторное полеДtф*
*х'- в виде прямоfi суммЫ векторныХ non"o )n', р"'*Х^, K=/,.,.,d,
Условия суцrествования ограниченЕой последоватепьности Гмёркина для

ураввеrо{я (O.t) в этоп сптуации, которая в дальнеfiшем является осЕовным

объектом рассмотрения, приведены в теореме 1.4.

В ý 2 вопрос о раэречимости уравнения (0. l ) мы свяэываем с более

уаобным для исследоваЕпя вопросом о коэрцитивностп некоторою с*емейст_

ва вещественЕых ФЕкциfi, построенных no on.p"ropy 4 (опрелеленпе 2.2,

теоремы 2. l rr 2.3). В ряпе случаев (приморы 2.|-2.0) коэрчитивность

этого семеfiства мох(ет быть установлена сравЕитsльtlо просто на освове

теоремы 2.2 (см. также примеры 3. t-3.6).
В ý 3 рассматривается операторное уравненше впда

J(лl + Btul - 0, (о.з)
где ý - оператор, отображаюrrrий банахово пространствол ь банgхово про_

cTpallcтBo /, вообrле говоря, необратимыа, а Е _ операторl отображающиfi

Еекоторо€ ,,,о*""r"офСl в пространство Н . Иэучается вопрос о разре-
]лпмостш этого урsввеншя в ,"о*."r""ф. При выполненпп некоторых ус_
ловиfi (условпя 1_1y и тождество (З. tЗ)) операторное уравнение (0.3)ока-
€ывается следствием операторного уравненшя вшаа (0. l ) с операторо, 4 ,

отобрах<ающим множествоф в пространство Х*. 
"де 

Х - некоторое ливей _

ное замкlтутое подпростравство в./ , содержащее ,"о*."".оФ , 
""* 

что

условшя раэрешпмости уравненшя (О. t), сформулrrрованные в ý l.являются

такя(е условиями разрёtцимостп уравненпя (О. З). В теоремах 3.5 и 3.6 о

раэрешимости уравненхя (0. З) эти условtlя выпшсываются в термлнах опе_

раторов ý , В и бплинеfiной формы lh,tl,которая определен8 нд множестве

НrШkеЪ ý " эадает область эначенлfi оператора .f *"дуоr", обра-

эош ý(l)- |teH l|h,4-g YгеСОkеZSl. Прпволятся примеры эадач теории

лшфференчиальных ураввеlцй, раэрешимость которых можgг быть докаэана

прп помочrп общеfi теоремы 3.0 с'учетом утверкqеlцfi о коэрцптпвности

некоторых конкретных семеfiств Фнкциfi. рассмотренвых в ý 2. При этом
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выявляются новыеr ранее неиэвестные факты и в случае обратимого опера_

тора ý (пример 3. l ).

В ý 4 выделяются два класса операторных уравнений вида

Jtлl + .Вщ):h, (0.4)

"де J иJ _операторы, введенные в ý 3. Первому классу принадлежат урав _

некия, в которых J_ хаусдорфов (в частностиrнётеров) оператор*) 1r"*n"
операторы встречаются во многих раэделах теорпи лннейных пифференчиаль _

ных п интегральных уравненнй) , а.В - оператор, в некотором смыспе подчинен-
f1

ныf, оператору ё . Исходя иэ хаусдорфова оператора, порожденного какой_ни _

буль лпнеfiной эадачей. можно, путем добавления к нему различных нелиней _

ных слагаемых, с помошью результатов, полученных в ýý 1_3, исследовать

разрешимость полученного нелинейного операторного уравнения. Мы рас

сматриваем ряд примеров хаусдорфовых операторов ;l билинейных форм, за-

даючlих область их значещfi. В частностtл, полробно иэучается линейный

оператор эадачи на отыскание перподических решений лиференчиальных

уравнеЕий с частными производнымlr. Операторвые уравЕенпя второго клас_

са характериэуются тем,что . 
"n* 

J_ нулевой оператоgr{= f*, ^ " ка-
честве билинеfiной формы, эадаюшей область значеlцй оператора J , в"Iбра-

на каноническая биллнейная форма, прпводяlцая в двойственность простран-

.ru^Л* n Л .Такие операторные уравненrrя воэникают llpи исследовании

кр8евых эадач для квазплинейных аиффренчиаJtьных уравнений и систем

уравнениЙ дивергентного вида, которые естествешным обраэом порождают

некоторую полу.{ор[{у, и свяэанllое с неп специальное раэложение простр.:lн-

ства Х в пряму:о сумьry линеf,ных замк}rутых подпространств, поэвол*о

щее при определенных условиях доказать раэреiлll\l()сть указаннь]х краевых

задач методами данной работы (в го же вре.чя в ра.vках теории коэрци _

тивЕых операторов она, как правпло, докаэана быть не может).

в эаключенrrе ý 4 исследован один частнь]fi случай ситуации, описан _

ной в ýý 1,3, а именно случай, когда в разrrожении (0.Z) сопержатсятоль_

ко два нетривкальшх подпространства, пршчем для одного из этих под _

пространств векторное поrrе / выбирается тождественным. Сформулирова _

ны соответствующие следствия теорем 3.5 и 3.8 о раэреч.rrмости оператор_

ного уравнения (О. 4)**).
В ý5 приводятся примеры примененшятеорем ý4 квопросу о разре_

к)л"/ См. опреаеление 4. l.
**) П"р"r,fi ||latr в ,{сслеловаlниlt такого рола задач был слелан А.Ла -

эером Е3] , докаэавц!им с помоlцыiJ :р1 нцflltа lЬаулера существовацпе пери_
одпческого ре]ления у одного обыкновенного лl:фферёнцlt.1.1?rltо."о уравнения
втi)рого поря]ка, возникающего в нелинеЙЕой MexaHj|Ke.
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tlимости различны:t задач теории диффренциалььtх уравнений, приводящях

к нелинейным операторным уравненияN{ вила (0.С).

ýl Об операторах, отображаюших банахово пр.jстранство

в сопряженное

Пусть )( _ банахово пространство над полем( вешественных лlлн ком_

плексllых чисел. Пол сопряжеЕьtм к Х пространством Х* ,", буаем понt{_

мать банахово простравство над( всех функчионалов вида {Ti ,ЦС,Y , l.л"

/ _ линеИный непрерывный функч"о"ал ilа ,{ . Пустьф _ непустое подмно_

*""""о,Х Рассмотрим уравненле

.о"а:ф *Х*- оператор,

0ш):0, (t. l)

вообше говоря, нелil неRныR , б Ц _ искомы й

элемент в множест"еФ, и изучим вопрос о раэрешямостн этого уравне_
Hl| я.

О п р е д е л е н п е 1.1. Обобщенная последовательностьlUrlСФ
называется последовательностью Гапёркина дJIя уравЕения (l. l), если

t)<0fur),Ur>'0 Vp n Z) множество техin€Х ,для Koтopыx существует пн_

дексF0,зависящий от !Г , такой, ,rо<Otur)rГУ0 YFr/о, пл_отно вХ
Класс операторов, отображаюlлих множе"riоф в простран"""о f ,для ко -
торых соответствуюшее иэменение (t. t) оОлааает ограниченной последова-

тельностью Галёркина Lцr!aф ,обозначим череэ Г(Х,ф) *).

Г(ю: г(х,х).
полоlким ещё

В настоящей работе мы буаем интересоваться л,lшь пршнадлежностью

on"u..op" f классу Г(Х,ф) илп классу rU) , прп этом возможность

предельного перехода в галеркинских уравнениях буает априори предпола _

гаться. В связи с этим улобно дать такое

О п р е д е л е н и е 1.2, Скажем, что оператор4 прп""длежит

клоссу/Z (Х,ф) , место и|\.tп;lикация 0 € Г U,ф) - оеЕ ф.Череэ
П0$,ф) обоэначим совокупность всех таких операторов 0е0l(Х,ф), которые

обладают следуюlцпм свойством: для любогс "rивеfiного конечномерного

подitространства УсХ и любогод6/ 4ункчпонал !!, + <0(tЛ,Г) непрерьвен

на У. (Наrrример, если zY._ рефлексивное пространств.о, аф - слабо замк-

нутое подмножество в Х . то всякий оператор, псевдомонотонный 
"" 

ф**)

*)On.p"rop класса Г(Х,ф) может быть опрсдаtен, конечно, на болсе
цrирокомl чем ф, подмнох(естве в Х . Это же эамечанЕе относится п к
операторам классов а(Х,ф) пilо(Х,Ф), введенных в опрсделеняи 1.2.

**) П"""оомонотонносr" *"ф определяется по аналогнн с "обычноfi'
,tсевдомонотонностью (на Х ) ("r. Гl, стр. l90, l9l]).
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и Еепрерывный иэ Х (с сиrrrной топологией) в Х* 1.о слабой топоJlогией), npn-
надлеr<ит классуйоU,ф) (см. El, стр. 19l, теорема 2.7]). Положим

а,0 (Х) : ПO(Х,Х).
Слеауючrее утверждение есть очевидное следствие определений 1.1 и 1.2.

Т е о р е м а l. l. Еслп оператор 4€ Г(х,+)пй(х,+) ,то уравнение
(t. t ) имеет по край ней мере од но решеЕие аеф,

3 а м е ч а н и е (об оценке сниэу числа решений операторных уравне_

шfi). Следующее утверIцение уаобно применять в тех случаях. когда тре _

буется шметь информачию о моlлности множества всех реш.lений операторного

уравнения. Это утвержаеЕше легко получается с помошью теореNiы l. l. Пусть

эаданы: множества Э 
" ! прошзвольноft природы, отобрах<."п" !, t*9 Е

элемент у€Ц . Рассмотрим уравненле |rcl=!, Пусть, о^п..,.И -{Р}- "" _

мейство попарно непересекающихся между с,обоfi подм"о*еств в.2 (эавшся _

,лее от r/ ). Преаполох<лм, что каждоNry множеству Р€3 сопостамены: ба_

нахово пространствс Х, эамкЕутое подмножествоф ь Х, атакr(е отображе-

нпязf :ф - Р n q, (9./)(+) * Х*, обладаюшие такнми свойствами:

l ) {re (9,лt)(Ф),пF)-оl+r-у п 2)Е, !.7.Г(Х,ф)Па,U,ф) VРе3.
Тогда мошность множества всех рецJенпй уравнения !(О-/ не меньше мош_

ностп семеПстьа.6.
Для формулl|ровкtt сrrедующей теоремы и для дальнейшего нам поЕбдо_

бится такое

О пр ед ел е ни е l.З. Пустьэадана четверкаобъектов(ф2,Д,l|)
.д"ф_ подмножество B,Y ; )-{X,},_z _ совокупность линейных подпрост-

ранств в Х тбкаяr ",J; ^' i--,}i"rl;!r,, j]",-; "'."",;;Н:";|iЙ"
ruотно в Х */; АrХIО'пф-iР|- оператор (не обяэательно линеR"rrп)iП-Ji/"-
частично упорядоченное по включёнлю направпенное семейство линейнь]х ко_

нечномерных подпространств F "Х ""алzу-Z.|i , ,ae|j _ линейное под -
пространство вХ. , при этом еслпd|tтlХ."J l тоЛа(Х} Ск.*ем, что

(ф2,А,Л)еаU)i ..n, множествоФ ограничено и замкнуто в Х иi кроме то_

го, каково бы tlи было полпространство r€Л, мlDжество iпl|ПФ) * / .

причем у него существует свяэная компонента фр ,обладаюшая таким свой-

"r.О* ,'l (а| ) a | , векторное поле r{ непрерывно

"л0 Ф,l 0Ф,

Тео
функчионалы

Ч;\tul

"аФч , н€

п. . kр)дx.!2r,, 'ifi 0

и пмеет на неЕулевое вращение. Череэ

лшнейныil проекцшонный оператор, у которого ket, п.
/

выроIаq9но

обозначи м

д,Л)е 0(Х) ц_ду9rь сучrествуют такш9

не обяэательно непрерывные),

ПУсть, далее, [:СlЭ*|* _ такой

совокупность всевоз _

у.tr77

рема 1.2. Пусть(*Z,
?уlХQ'пlф*О,п), jeX
ir.l tul}o Yue lФr, V рел .

(

*) C",*ono",+ )(j обоэначается, как обычно,

моr(ных конечных /&r' Элементов иэ подпространств



оператор, "- Yче 0

не лех т на отрицательной вещественной полуоси (-еr,0 п VccY, YУСЛ

tl"-""."a" ц * €41а2,л>""пр"р'""" 
"" F, . щ с=Г(х,ф). При этом

е (t. t ) пмеет по

краfiней мере одно решеrо{е Цеф,
Д о к а э а т ел ьс тв о. Нам нужно установить, что операrор4

обладаот последовательностью Галёркина, расположенноfi в множaar"aф,

Пусть r- лпнейное подпространство пз"lll . Оно, по определениюrконечно-

мерно и представимо в ьп7е| |,-jaЕl Fj , где /, - линейное подпространст-

"о в Х,.. Булем рассматривать его как евклидово пространство с токшм сКо-l
лярным произведеня.. (а, [), относительно которого подпростэавстоа /J;
попарно ортогональны. Введем оператор eu: lt _ р о определяемыfi с по _

моlцью тоr(дества: <01ul,ц2=1аrШl,г) Vrrefl. Если нам удастся докаэать,что

уравнение С, {u) - о (r. z)

имеет решение ur, фн YреЛ, то последовательно"r" |Uprl и будет иско -
мой последовательностью Галёркпна для оператора 4 . Будем докаэывать

суцествование ре]ления urеФ, у уравнения (r.Z). Возможны два случая:

t) существует элемент urеафrl такоfi, "то аrШr) - 0 , в 2)0rtdlо
YUеOФr. В первом случае элемент Ц, - пЬкомьlп.

Пусть имеет место второй случаfi. Тогда мы покажем, что уравне _

ние (1.2) облапает решением Цн€ФL. Деfiстштельно, по условшю теоремы,

Beкr,opHoo nona 0, непрерывно 
"л Ф, i .r(роме того, по предположенпю,оно

невырожден"о ,л?Фч. Сравним_ его с непрерывным 
"л Ф, и н€вырожден_

rьrM на flФ, ".*rooi",, non", t| В" этш поля ""гrc "а lФо не направ -
лены противоположно, иначе наццись бы такой элемент U*е?Ф, и такое

положительное чисJlо/ l что 0otU*)--Xt|tU') и, следовательЕо,

< а ш* ),rsъ, ful) П, l tu*,1>- (а, @*),.Z хrtч*) | l ш*))-

- 1 U ш* ), 
]z€ х 

ъ, {u* ) П, l cu- l) - - у }, 
2,i @) ( п, l tu' 1, п. l шr l),

иrтаким образомrиз двух равных друг другу комплексных чиaел

<hч'фХrtu')П, ltч\> 
" - l й л, 1,u*1 (П, Асча),П, l цч'l первое, по условию

теоремы, окаэмось бы не .1ежащим на отрицательноfi вещественноR полу-

осп (-оо,Р) , а второе _ лежацlпм Еа этоfi полуосп.

Невырожленные на lФr 
".*rорные 

поля 0, " l l н,,гд9 
"" lФ, не

направленные противоположно, в силу иэвестноfi теоремы Пуанкаре-Боля,

имеют 
"л l Фr одинаковые враiцения. Поскольку вращение векторного

nor," i 
"л lФr отлично от нуля, то этпм же своfiством обладает вра _
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шение векторного поляар, и, следовате.пьно, уравнение (t.Z) имеет в об_

ластч ф,, по крайней мере одно решение. Теорема доказана.г
Часто оказывается полезЕой с.'rедующая эквиваJIентная формулировка

теоремы 1.2.

Теорема l.
покрытие множества Х'О'П 0ф следуюшего 

""оцХР'П lф - tJ { ie -мно-

3. Пусть (ф,2,1,Л)еt9(Х) и rrycTb задано некоторое
(Kt

(

жество пнлексов). Пусть, далееr каждому

Р(') * х(0', действуюlцfii по фрмуле: / (ц)
Bl

кс2
Кеа сопоставпен оператср l lп

l в котэ_

рой
^j", 

ф
Bt

Га.-) Viet,VKeZ, np"*"r,{

=,Jx|to П, l ul
u[uryr 

VцефF'п 0
VKe а Пус ть, наконец, f,rФ*Х+- lpaтop такой, ,rо. 0(0,опе

то в силу

Фr, VуеЛ,
7'Оц1, €

€ (-*,0) Vч. ф"',

"." "" Б_F
€аlu,ф),

Vrеу,YреЛ. Щ. 0е Г ()(,ф) . При этом. если еще 4€
теоремы l. l у равне Hile (t. t) имеет по крайней мере

одно решение ц€ф .

В заключен,.!е параграф мы приведем сlл,шо у.tобпое в прпложенцях

следствие теоремы 1.3, в котором ,"о*""оо ф и оператор ,{ имеют

специальный вил.

Т ео ре ма 1.4. Пусть простра,rство{ разложеновконечную
прямую cyмNry линейных эамкнутых подпространств

т

'-лЭ', 
, (t.з)

так что каждый элемент/€х од"оэ*"чно записывается в впде суммы
L
Яц к' чх (t.a)
,(.'

то уравненпе (l. l ) имеет по крайнеfi мере одно решение

ý 2. Коэрчштивные семеfiства функциfi

В приложениях часто окаэывается улобным множествоФ, солеро _

щее последовательЕость Галёркина оператора С , отыскивать средш ce;raefi_

*)По no"ooy оценки сниэу чшслалрешениfi уравненшя (1.1) в прост -
ранстве Х в случао, когда оператор б эадан на вс9м Х , см. эамечание
к теореме l. I. 

7g

еХ*ц
!.

Пусть, далее, задано множествоф с,Х ""*ф-2 9'*' , щР"LYrYк-l,,..,l,
Сопоставим каждоtW к= l,.,,,L gдsдезэд7ГР"{Х, n """Iп"r"о.r/i"' ди-
нейных конечномерных подпространств в Х" ,.*о", ".о ,"Б*о r'!,Y,r"'

rшотно в Х, . предположим, что te"l ПУl, Д"'rОО"\ri2(U Y*-,,.5:

чеф х)



ства Множе.r" Lфl]1trr ' эависяlцих от некоторого napareTpa / .

введем соответствующие обоэначения. Пусть фиксt11lовано некоторое

натуральное число , и пусть при каждом K-l, ..,, L з4,,-rНО НеПУСТОе мно-

жество параметров Г. . элементы которого булем обозtlачать через 4
Положим Г=1, ...r Tl , t-(lr,...,t"). Сопоставим каждощr leZ четверку

(*,2r,lr,ir) е 0(ю и некоторые непустые подмвожеств 
" 

y;i ..,{j,, ."о_

*"Jr""i;dn iФ, ,"*n., ,rоХf'П афt,-Ч.{{',W.." еще заданы операто-

on А[', if*rY, K-l,...,\ аействующи" l':Ъ;* ".фFЭ,t|rtul|.,1lrtu),

"*L;,;, !i'\l0,*), ,ViBlr,VtеГ, V,e/,...,1,1 причем ,l!'' ЙНо Vчефi'',

YtеТ, Vк-l,...,д 
*l

Опре дел е нш е 2. l. ФункчиюРе\е+Rназовемобобшенвой
вещественной частью, .cnn |ze0 п Rеz -а} + Rе*в - 0,

Рассмотрим следуюшее семеfiство иэ 4 функцпй

|,!!fr,,,Re!,u = 0(ч),/j-'tиl>] , tег, K=/,.,,,L, (z,r)

"о. 
Rе|,ч non fr*"поованных K-I..,,1 n ue!}') _ обобщенная веществен-

"а" "асть "а 8
О п р е д е л е н и е 2.2. Семейство функчиfi |d*ttll,1сГ, к =

= l,,..,L со эЕачеluями иэ р8сшнренной области вещественных чисел наэы-

вается коэрц}tтивным на множестве Г , еспп для некоторого f Q'a Г anp^-

ведл}lвы неравенств^ l)" (t'o') ro YK-l,.,.,d.
слелуючrее утвержденио есть следствио теоремы 1.3.

:9

Т е о р е м а 2. l. Пусть оператор еrr!rфr*Х*еЦо(Х,
причем семейство функций (Z. t) коэрчитивно на множестве Г.

ф) V|ET,

Тогда

уравневие (1.1) имеет по крайней мере одно речJение оarlrфr,
В слелуюшей теореме содержатся достаточные условия коэрцптивнос-

ти семейства функчий.

,..* Гr-, , t'r- (tr,..., t"-,),
Теоре м а 2.2. Пустьзадаrtосемеfiствофункций |d^ftll,tеr,

K-l,,,.,L,'d.>/, со эначениями из расчrиренной области вешественных чисел.

,7|* Г,я . что имеет место не_

равенство a)+Ut,f Kt'nl)>O VtkГ:
о f,,.., L-| , *o"pu"."""o *" ZJ.
K-l,....L _ коэрцитивно на Т

, прпчем семейство| l)Ku|{, I tti|l,t|.Ti, к =

l,ч)r(t},tеТ,

Доказательство этоfi теоремы очевидно. 3аметим, что в некоторых

случаях ее последовательное применение сводит исследование коэрцитив _

*) иr""r"" в виду, *")1-[|;1 ,Х'r'SХд,

даJI щес такая

линейный проекционный оператор, у
80

тогда семейство нкцлt

nj.,

'l:::',"!:'iР|_'ц q xl,t,



ности некоторого семейства, содержаlл9го больше одной функчии, к rссл€_

дованию коэрцитивности семейства, состояцего шэ одноfi функчrtш. Коэрчи-

тивность же семейства, оостоrlшего из одноfi функчии u)r{t;,treT, ,прове-
ряется обычно довольно просто, поскольку требуется установить лишь су_

цествование элемента t!ОrЦ такого, no Ц(tjq)--О,
Сформулируем теперь олно уаобное в приложендях следствие шэ тео _

ремы 2. l, в rотором множесr"аФr,lеГ, имеют специальный вид. Прел_

варительно введем некоторые обозначекпя. Пусть пространст"о Х разJIо_

жено в конечкую прямую сумму (t. З) линелных эамкЕутьц подпространств,

так что каIчыfi элемент (/€Х однозtlЕlчно представим в вдде суммы (1.4).
Пусть, далее; каждоN,fу traT, r=l,...,L, сопоставлеш: огранпченная эамкну_

тая област*)r# 
" 
r. ; непрерывный оператоо Ё' ,Ё'*Х^; частичЕо

;fi;,: " ; J::, "- :"j:::LK",i:ii;--;-ЖT:::
иt (9i'пу)/о Vr,Оi!:Ёi, ,фr*t .IKt
поненты фr_ о ."о*."r"" iПt(фПД) 

""*rорное 
поле ,{j-' 

"..",рожденно на

0Ф".ч" 7#.", 
"^ 

0Фц,r*"rr?a.о. вращение. В случае, *o.o^diпX"=.,o,
будеii' счлтать, чтоЛФ='|Х^} Vl.ef. Яс"о,, что четвер *" (Фtr,Z7,Дl,ill) ,

"л"Фr=ф,..*р;u iZ7 Ui;"}**::} \,.фr 
*Х - ""пр"р","*"tй 

оп€ _

pa'opr деfiствующиfi по фрму"" lrtu)-рrд{:ш^| ,Лt - чбстпчно упорядо-

ченное по включенr{ю семейство линейных конечномерных подпространств в
L

Х ьпааР-5 р, , /reЛ[*l, принадлежпт множеству 0(Ю. Введем сле-

дующее обоэначени 
", i;*Йi*7*riur' VleT , VK-f,,,.,, 

*:*) 
Теперь мо_

жет быть сфрмупироваtlа инторесующая нас

Т е о р е м а 2.3. Пусть on"p"ropf:
,!rФr*Х*еШоW,+r) 

ytеr
и пJrсть семейство фуЕкцлtfi

L

коэрцитивно Еа множестве Г . Тщдс урецнение (l.l ) имеет по крайнеfi

е одно решение С/€
xr*x )

*/ 3"r*"уrой областью в банаховом пространствеХ мы булем наэы -вать здесь и в дальнейшем заt,Фlкание негryстого открытого связЕого мно_
жества в Х .

t;!|yRe < 0L0, А[^'uл)>} , dег, K_l,...,

*') В данном случае Х1- |r l,,.,,&J Vlc r.
***] non Д= / имеетс" "u"nor, что Pjt)= lф, Vtеr,

rХХаr) 

" 
теореме 2.3rкак и во всех дальнейцrих аналогичных утверх(де -

нияхrдля простоты формулировок вместо обобщенноfi вещественной части
,,ь, булем брать обычную вешественнуо часть Р9 .
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в заключение этого пsраграф приведем несколько примеров коэрци -
тивных семейств qу"*чr*. *)

П р и м е р 2. l. Рассмотрим семейство функчiIiLц)кфl , teT,
Ц-lr..., &. Предполох<лм, что прп каждом фксированном ,( ýlножество

Тк есть либо натуральный ряд, либо интерьал(O,ч), rrрпчом qункuпяu)rЁ)

удовлетвор яет неравекств},

u),tt)> ý- (t)
t^

€*t^

l+
L

пj't

l

в котором "уrr" Е' распространяется на всевоэможЕые наборы, состоя

щие пз J разлпчных натуральных чисел iгir,...,iy, не превосходяlлих 
',-|lа сумма ) _ на всевоэможные перестановкп j,,.,,1', набора i 1,,.., Lu.

П р и м е р 2.2. Пусть семейство функций lttlrrtll , teT, 1z/,..., !,

эадано "" ,*о*""r"" / иэ примера 2. l и гтусть каждая функчия ц)к (l)
этого семейства удовлетворяет Ееравенству

L
акД

lц
,)6rj

t.l
t;
l

"п" f, z Т*[а,.-1 ,е^)0, Оr>-0, Cx>-0,6xj>-0, l-rrO, /*-lrr+ 6"*.

Положим хr- l*- l*^-6r*ti6*jrlrl.C помоtцью теоремы 2.2легко проверя_

ется, что достаточным условием коэрцитивности на Г семейства функций

|dr(tt! , прп !-2 является неравенство 9- 1 , а при j=J - неравен_

ство 
?ttэ

t"t" , l!!, * /ir{r, 
* t,rlrr{:, 

*l",/,r/r, = r.4 - |r/э Nl?з тrtr.tз ' z,f27J

По-видимому, в общем случае достаточным условием коэрцитивЕостg "аГ
этого семейства фнкций является неравенство

,э t,'( 'r,'r"", 
zil 2" li,i"lirlr,..t*,j, rr,r,))' 

',

t

d,('l) -- ý* (t)Q^r':'- ),
lrt

-п
' 

UKojra"t

"a"d, Т*Lо,*),ё*)0, l**r0,0rрO,Сr>- 0 . Положпм il|!,-l* VK,p/,...,!.

Далее, еслп эадан набор чпсепУ!"ч',к,t=l,.,,,Оl k5-.Ц , то набор n..nXluorr,

1-1,,.,,6-| , определим следуюlцпм образом:

16'0 : mасlK] l::t
,G)
хоG)

l

к),

.rc)lrll

так что, исходя иэ набора ,"""r/;; ,K,)=l,.,,,L, мы построим вс-о наборы
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|'!], K,rl=l,..,,6iO=!,а-l,...,l . Предположitм, "r" Х|r' x'j] , Y|ri't'i VK=l,,..

...,6-1, Yo=!,,.,,e. Тогда семейство функций [Orttll ,teTrkl,,..,L, коэрцитив -
но на множестве Г Чтобы в 9гом убедиться, достаточно последовате.'tьно

t- / раз применить теорему 2.2.

3 а м е ч а н и е. С помощью теоремы 2.2 может быть ttзучена

также коэрцитивность на множестве Г иэ примероь 2.1 ч 2.2 семейства

функциfi trl. tgЦ , к- l,., ,, L , удовлетв_оряюших неравенствам

dхлt) >r{ rr. tdl (с,. r!'^ - 
2" 

',,r 
!, L,*t..l'u" ) ,

"о" fr" 
; | -> l0,*), €u^.0, **, lu' _ натурмЬные числа' trr*r-L' l"rr*r 0,

|u^r 0 , при определенных соотношениях между lrrr*" our, .

П р и м е р 2.3. Рассмотрим семейство, состояшее из двух фукк _

uчп |u)rtill , K=1,2 r определенных на множестве Т- (0,-)х (0,пэ) и удовлет_

воряюших неравеЕствам:

ttKd)> {*(t] (r_t'i- ort|-' t7"- ,,),

гае ý : Т * l0, *), ё*, 0, l ^, 
0, б*, е Rrа*> 0,С*> 0 . Положи мsrr, l* - 6r. . Коэр-

цитивность семейства функций lb/цtll ,K-1,2 . на lvlнoжe"""" / ,tMeeT ме_

сто в каждоfi иэ следуюtцих ситуаций: l)*rr 0,цr{z16116r, i 2)в,>0,622>lZ'

ба>O,С2 лежит в достаточно малой окрествости нуля, эависяшей от{ ;

3)tvr>O,ao>Nr,Orr-0, С, лех<ит в достаточно маlT ой окрестности нуля; 4V, r0,

бa>|jr62r.0; 5)Ч >0,ocýf]r<0116rr rCt и С, достат()чно малые; 6)*, > 0,*у"-
=6rf2r, аэ достаточно мало, Q и 4, лежат в достаточно малой окрестнос-

ти нуля, эавшсящеfi от ori 7)ос,>0, 
!r= бц,62l>0, а, достаточно мало,!,

иСa лежат в достаточно малой окрестности tтуля, эависяшей oTOri8)ocr>0,

lа-бе,бrr-0, Q, достаточно мало, С, лежит в достаточно малой окрестнос_

ти нуля, зависядей oTaei 9)чr 0, le=6a,6rr.0 ; l0)9</,оrц>611621 l

q лежит в достаточно мелой окрестности куля, зависящей от tri
ll)ас,r<O,вуr<612б2| , Се достаточно малс,С, лежит а достаточно малой

оЕрестности }tуля, эависflдей от Cu ; l2)ч= o,<rоtr=6rабэ, , оа достаточ-

но мало, С, пежuт в достаточно малой окрестности нуля, зависящей отоr,

с, лежит в достаточно малой окрестности нуля, зависяшей от 0о п С" i

l3)оrr- 0,бt2-0,|r>бо z l4)er=0,6rz-0, lz=ое2,азпct достаточно ма-

лы; l5)orr-0, 612-0r lr.6rr, С, лежит в достаточно малой окрестности

llуля, эависящей от 4 ; t6)or- 0,6е.0,.|r=6u, С, и d, лостаточно l|алы,

Се лежит в достаточно малой окрестности tfуля, зависячrей от 4, u а, ъ

l7)Br-0, 6,z.0, le=6o , С, лежит в достаточно малой окрестности ну_

ля, зависячrеИ от { ; t8)orr- 0,6e.0,1r-62r,C, и С, достаточно ;!lалы;

19).ar- 0,6rt 0,1z-6r" i 2О) 6rz>0,6u>;г 2, 
Се Jlеж]tт в достаточно i\,ra_
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лоЙ окрестности Еуля, эависяшей orCt . Аншогично изучается случайrког_

аа|*>0 ,

П р и м е р 2.4, Рассмотрим семейство, состчr-деё из трех функ -
чии {rrJttd)} ,K-1,2,3 . заданных на множестье Т-(4,*) х (0,*) , (о,в) п

удовпетворяюцlих неравенствам:

dк(l)> ýл tll k^rti- d'l,6пl:'t:"-с*),

гле ýл : Т *l0,*),ек>0,1к>0,6ri>O,ак>0, С^r0 .

функчлtю

Пусть оr>0 цОjх>Щ.
l

lP- lЕs- Ез

Р(ц,t2' - \ о,

Введем

м,
iбu ,-6цЕ| t, ,

гпе0<€r<аr, ч рассмотрпм еще семейство, состояцее пз двух фуЕкций

б^ tё,,tr) - rt* tt,,lr, (р U,,tzl), к-/, 3,

Предполоя<им, что это семейство коэрцитивно на множе"r""(4"о)' (0,оr)

("r. пример 2.3). Это оэначает, что сушествуют Taкlre положительные

"""nr t',o' 
^ 

t;o', "roQa'!,t!l>0 ^ 
ilzЁ:?Ц")>0. Таким обраэом, есrrи

ёr-Е, ',rчlotti бзt l5lz

t2Сr-Е,
оэ )

t

то семейсll)о функций |Orttll , K-1,2,3, коэрцитивно на Г .

Во всех привеценных примерах исследуемые на коэрцитивность семей_

ства функчий содержат некоторые параметры. Разумеется, сам факт коэр-

цитивноста зависt{т от значений этих параметров. ПоэтоNу представляет

интерес отысканпе таких множеств эначений параметров, которые просто

описываются (например, с помоlцью алгебраических неравенств) и лля всех

элементов которых данное семейство функций коэрllитивно. В слелуюшшх

примерах указывается одно пз таких множеств.

П р и м е р 2.5. Пусто на мЕожест,ье Г=.0,ао)х.,l(0,еэ), задано се_

мейство функций |a*ttll , K=l,,
д

удовлетворяюших неравенс тва м:

ц)Rlt) , у-ttl(елt!^- a^t,",u,t:*"'...t|:|'-'toi - ,),

"л" fл 2 Т ф Г_0,*), ёк>O,Ок>с, С*>0r l*rO,Lк>0,6к>0,1*rr.r x"r=l/r=Дr. з"_

фrrксируем векоторое а ,0-ё< l , пс.,!ожим 

'r(.*")" 
и рассмотрим мно_

жество U, таких наборов положительн"rх чисел tr,...,trr, которые удовлет-
воряют неравенств у a!t:'... t2''= (t-e) е, . Ясно, что при выбранном зна_

".""^ t, и при \ lr,,..,tn_)cU, буле, иметь: (l)r(t,t > 0 . далее, еслш поло_

жить
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(;( (.а
(/-€)с1\\

-l

оу)

; (с-*а^0""\
о,\ €к /

l

),
ск

т

L
lb

+lr

и по-прежнему считать,

drttl>o YK-/,.,., L-t
что (d ,...,t!,_,)u Ue , то булем иметь, очевидно,

Таким образом, если

aL ^i(3(
u4)eu!, \; \

то семейство функций tartlll

t-.цJ^"1
€Е"

cL
tr\

)ъ-*)

I

п4l,

, K-!,,..,L , коэрцитивно Ha,Z

Этот результат можно усплить следующпм обрqэом. Выбеlrем в каче_

стве ё такоQ tшсло, при котором функчня от € , стояlдая в левой части

неDавенства (Z.Z), достигает минимума на интервале t0,1), и которое, ко_

нечно, эависит от ёr,О*,С^, |^, L* , l* . Обозна,д.tм это число череэ ёо.

(В р*" случаев оно легко может быть подсчитано. ) Тогла еэли справед-

ливо неравенство (Z.Z) при cnEo, то семейство функций |,rt*ttllrK=l,,,.,Lc
коэрцитивно на Г.

Г р и м е р 2.6. Пусть на множестье Г: 0,о)х,,,х (о,-) задано

семейство Фнкций [d_(l)} ,K-l,.,., L удовлетворяющих нера венствам:

(z.z)

о |с203

dJ:

является искомым решением неравенст-
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dк(t) > €х (t) GJ!- - o^t,"u' .,, t|'"n- с,), (2. 3)

гле fr rТ_l0,*), ё*-0, l^, 0, 0rr0, С^.0, Л,х>0,6к>0

Предположим, что веравенство бк

|к
-=8 (z.a )

имеет по крайней N{ере одно рещение 0оr0 . Тогда семейство функций

|)rlill,K-t,...,1 ,,1оЭRчlтиву на Г . Чтобы убелиться в этом, достаточно

положить r:- F:-u'")* . легко n,,o""o",";, 
,::,лF!r,'i..,l!")rо 

Vц..,t,

при этоМ удобнО воспользоВатьсЯ HepaBeHcTBountr'-..,t" о 0о .

Рассмотрим несколько частных случаев.

l ) Пусть !- 3, ЪF /r 6, - l^ . Введем обоэначения

{t=/-
0,Сеtз* ОrС,q+ азqСа

&а-_ а,аrСr+ аrазС2+осаэС, ara2as
€, сs ез

Пред пол ожи м,
ё,Ес€3

чточ>а и

d0+ *zOi + аr0! *о, Oо ,

"ае 4:'Ч;'- *' . Тог^а 0о



ва (2.4), и, эначлт, семейство функциfi (Z.З) коэрчитивно наГ ,

2) Пусть ýЩ -, Тогда неравенство (2.4) , меет положитеrrь-. B-t l*
ное речJениеYtлrо, Vаrrg,ЦrО, и, энаtшт, семейство фуш(ций (Z.З) коэр-

цитtlвно на Г Ye. r 4, Yor> 0 , V С*, 0,

3) Пусть L\'' .l Yк-l,...,L Тогда, каково бы ни бьtло/|>0,най.

дется такое t'.oI! зависяшее отМ , что при С* *м,З g ц п

Р\r1 lL\?, (c"t, ,к ек

\ё,/ \r, / " ,л\rr)/'-- f семеfiство Фнкций (э, з) коэрцитивно на т

+iilr"r" + ,- 1 VK-l,..,,!. и пусть ?7I-|r|*:r!. Тогда,

каково бы нш Br{io /rl-@ , найпутся такпе 0r0 "to,o./.il / ,эавшсяцие

'"'-,";:;i?*'^дlilft 
Н#НН?(#r,riLЭЁч

Г*_/ .если $rt,где ц - ! l' lK ' семеfiстЕо функциR (z.3) коэрч"r""*о *Г.^ 
L Q l""пп9.1,

ý 3. Преобраэованrrе операторных ур""".""й*)

До сих пор мы рассматривали операторные уравнения вrrла (1.1), в

которых оператор 4 отображает некоторое подмножест.о ф ба""*о."
пространстваf, над полемr( вещественных rtли комrutексных чисел в со -
пряженное пространст"о Х* . Для эт}rх уравЕениfi были укаэаны условия

их разрешпмости (теоремы 1.1 _ |.4, 2.1 п 2.3). Оанако существует

довольно обшлрныfi класс нелинеfiных операторных уравЕениfi, каждое иэ

которых является следствшем некоторого уравнен,.я вила (t.t)fr)TaK что

достаточные условпя раэреlJшмости уравненшя вида (t. t), приведенные в

ýý l и 2, будут служить достаточнымл условиямt{ раэрешимости уравнениП

этого класса, к описацию которого мы сейчас переходим.

Пустьl п Н - банаховы пространства над полемК ,ф - непустое

подмножестло 
"t ,trЛ*Н ч В :ф*Н- операторыl вообще говоря, H€JIll_

нейные. Рассмотрим операюрное урцвЕение

ý(ar+Bшl=o (з.t)
и иэучим вопрос о его раэрешимости в nn*о*естве ф

Пусть эаданы: l) линейное замкнутое подпространствоХ "fl т6-

*) В ".о, параграф получают дальнеRщее развитие реэультаты ав-
Tolla, опублпкованные беэ доказательств в эаметкеГ9] .

'.') но,
(зб

вообше говоря. не эквивалеЕтно ему.



кое, чтофс х i 2) раэложенпе подпространства Х " пр"rую сумму линей-

ных эамкнутых подпространств: X=ZeA, .д"rlСkеСý ; 3) некоторое отобра-

жение 0rZ*X* i 4) лrrнейное пространстьо СOkOgЛ ; S) билинейная форма

Ll,n! наНхСОkаб *)l 6) лшнейный оператор 6r l * COkezt,

Обозначлм череэ П:\LlrХ линейнЫй проекционный оператор, у кото_

рого kеzЛ- l.
Препположим, что выполнены следующЕе условия:

l ) S (Я)- |heHlIh,г].-p Vrе r,okl;zSl ,

п) ke,t,П*0=|o!.
Ш) CyurecTBye' такоfi оператор S-',S(fl*Z ,rrо SS''(il-h, VteS(i).

tY) ПространстьаСOk{rl,S " Н могут быть разложены в алгебрапчес_

кие суммы линеfiных подпростра BcTbz COk?,l,3- Ь(АFа, H-S(X,,lO VеW, обла_

дающшх своfiствамиэ [h,гl-о VheW, Yче6(l), [h,r\-g VhеV, Ytе Q ,

прпчем |h,Ou|- Cthllr| YheV, YrеА (СеR).
Введем линейные проекционные оператооы Q,19S В) , kп P,--Ve[l ,

PrzH -Щ,tt,kel,Pr- S(Л)aW ,Pr,H9W, kеr,Рr-S(Л)оY , пинейный опера-

тор F: У*;'', определяемый с помоiцью тох(дест"" <Fhд>-|h,6uг-пгll
YaeX, д оператор 0zФ*Уt', лействуюrrrий по формуле:

е u) - П*0 пц - п*0 S 'ц (з lu)+FP, Д цi).

Т е о р е м а 3. l. При выполнении условпй 1-1Y урав нение ( 3.

является "" ,"о*"со" ф следствцем такой системы операторных уравне_

ниfi

l)

Irrr(ц|-0,
|О tul- 0.

S-'SUl=o VreZ

(3.2)

(з.з)

hr" "r."" "".0__
Еслш, кроме того, справедлшв о равеЕство

щд_yо,чтобы /-kCz$ ) ,то уравненпе (3.1) и система (З.Z), (З.З) эквивалент-

,", 
"" 

ф
Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем сЕачала, что система (3. 2),

(З. З) эквивалентна такой спстеме операторных уравненшй:

Р, В {ul- 0,
РrВld - 0, (3.4)

п*Oпц - п*OS-'Р, (вtuлl, (з.s)
при 9гом в докаэательстве Еуждается ли]ль справедливость имruIикации

(з.З) + (3.С). Итак, пусть эпементлеФуаоrrr"r"оряет ураввению (З.З).

*) Фооr. t.r.}, НrСэkеОS*К называется билинейной, если
нейца на Н по первому аргументу и выполняется тождество:

|1,1,,ц+тrt J- 1,[i, ц!+Lr[h.t\ YheН, YъоIrеК,Yr,,tr €colel3,

оttб лП-
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Попожи м l,- РzВ tu) . Так *^* П' (Х' ts(kеl,Пf= Q, 'о из ( З. 3 ) слелует, что

Fle8 пусть л_ проиэвольЕый элемент пэсоkеr,S. по условию lу,наfi_

дутся такие элементы/€i пtеQ , зависящие от Л , ,lTo bOJtry'. Имеем

lh,u!= |h, Ьу*чг]1-lh,$il-|.lb,Ькх-Л1ll-< Fh ,l>= 0,

Мы воспольэовались тем, "role V, чгеO,Пу-9 ц Fhеl.
Таким обраэом, |h,r1-0 YгeCoketrS , так что, в силу усповия l,

lteSШ).Ho, с аругой стороны,fе У и J ft)ПY:|о!, следоват.п""о,lflВ10-0,

Тем самым эквива,'rентность систем (З. Z), (З. З) r.r (З. Э), (З.l), (З.S) ао-

казана.
Докажем теперь, что уравнение (З. l ) есть следствие сшстемы (S. Z),

(з.с), (з.s). Из равенства (З.S), в сшлу условия Il, имеем:

пч= S''P, (В tцt).

Воспольэовавшись условием Ш и включе*", rt С k/,ZS , полуцrм отсюда

rl(al+ P,Bto= о,

Складывая это равенство с равевствамп (З.Z) и (З.С),булем иметь равен-

ство (3. t ), посколькч Рr+Пr*Р_ тождественный оператор "аН .

Для эавершения докаэательства теоремы установим справедлlrвость

имппикации (3. l ) + (s. 2), (g +), (з. s) при условии, *rо J-'J(л).л VrеZ,

Пусть "n"r""" л€ф удовлетворяет уравненrrю (3. l). Тогаа,оч€вlrдноl

справедливы равенства (З.Э), (З.С) и

8(а,= Р, (-В lul), (& 6)

Воспользовавllись вщюtвнием Ас kеъS и соотноше""", J-T V)=Г YrcZl
получим такое следствше равенства (е В1:

пч= S-'P, Fts tul),
откуда и следует равенство (3.5).

Такпм обраэом, справедливость импликачиrr (3. l ).+ (3.2), (3.4),(3.5)

установлена. Теорема доказана.

Т е о р е м а 3.2. При выполнениrt условий l и lY соотношенше

s.2 эквшвалент но соотно шению

{Bpцa|=O VгеQ. (3.7)
Д ок а з а т ел ьс т в о. Пустьсначала выполнено (З.Э)пrrусть

,r _ произвольный "n"r"", n" 4 . Тогда (см. условпе ly)

|Вtul,ч}: [ Р, В tщ,п} * 
{ Р, В {0,tl+|1 R @, ol= о,

поскольку |П,3шl,чl- О в силу того, 
"r" 

Р,ltUlе3(Л) , а rгеС/lhеZS,

|РrВчl,tl=0 в с}rлу того, что PrBl\eY , аIеQ о ц, 
""*o""ur[{J{aИ}=- () в силу (З. z).

Таким обраэом, доказана справедпивость импликачии (3. 2) + (s.z).
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Покажем теперь, что (3.7)-(З.z). tIусть al_ элемент иэФ, уло-
впетворяющшй соотношению (3. Z). Поскольку |P,Btut,гl=0 YrеСОkеО3,

|PrBtul,rr}-' Yrе Q, ,о соотношенле (З.Z) можно переппсать так

|Р, В tul, rI= 0 Vг. 8, (з. s )

в силу условия ly ({,r,лJ= о YlteW, Уле 6(^) " |U)+a=coftetý)

получим из (3.8): 
|рrts tul,г!= О Yrе СОkеЪg,

так что Prltule ý (Л) . Поскольку.l(f)пW=[оJ пPrBluleW , то PrB@l=0,

Теорема докаэана.

Т е о р е м а 3.8. Справелливо Равенство

.е@l,r)=<0Пц,Пt>-<08,'1Fв@),[> Yчеф, VreZ. (з.s)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (3.9)эквивалентно TaKoNlypa-

венству <FРrtsQ),r>=g Vuеф, YrеZ , которое, в свою очередь, следует

ttэ соотно шения

<Fh,tt)=0 Vhs.V, VгеZ, (з.rО1

Для докаэательства (З. tO) достаточно эаметитьr что, по опредеrIению опе-

ратора F, < Fh,rг>|h,6r,r-Пгll VheV , YгеХ и что г-Пг-0 WeZ.
Теорема докаэана.

Т е о р е м а 3.4.

равенство

При выполнении условшй l и lY имеет место

< 0 ш),tг> = LB@l,arl YчеФ , Yrе/!. (з. r r )

Д ок а за те л ьс т в о. ИмеемVuеф,VrеД, учитывая,чrоПtr-|,
< 0 чl,с >=< F РrВ (ц), tг)= |РrВ 1ul, Ьtг-Пrll- lQts tul,Erl, (з. rz)

Далее, так как |P,8Щl,bt0-0 YUеф, VГе /'l " "nny 
,о"о, что

P,tstuleSti) ц бчсСоlпS (условrrе l),п |РrВtu1,6фО Yuеф, Yrсl r в cll_

лу того, чтоРrВlulеW п |h,rl=g Ylte\{, Yrе 6(tt) (условие lY), Tor

учитывая равенство Р+ Pr+Pr-I , полуtшм иэ (3. l2) соотношение (З. tt ).
Теорема доказана.

3аметшм, что Еепрерывность операторов П,1, Р, эквивалентна эамк-

llyтocтt{ таких пар линейных подпространств:Z пД,S(И 
" 

V@W, V л3(1)еW,

Если нарялу с условиямл l-IY предполагать еiле выполнение включ€_

мя В(ф)СS(hО У или, что то же само9, выполнение тождества

|Btul,t1-| Yцеф , Vгеа (з, lз)
(см. теорему 3.2), то, в силу теоремы 8. l, уравненше (З. l ) бупет слел-

ствием уравненt{я (S. S). Такшм обраэом, вопрос о разрещимости уравне_

ния (З. l) свелен к вопросу о разреши}Фстtt уравнэшrя (З.3) с оператором

0 , отображающим подмножест"оф ба"ахова пространстваХ в сопря _

женно9 пространстrо Х*, а здесь уже могут быть испольэованы теор€мы

t. l - 1.4, 2.| и 2.3 о раэреццмостп такпх уравнениfi. Применяя }ти тео-
89



ремы в сочетаниш с теоремами 3. l - 3.4, можно сфрмулировать следую_

щую пару утверждениfi (теоремы 3.5 ш 3.6) о разрешимости уравнония(З.t).

Теор е м а 3.5. Пусть выполнены условия 1-1Y и тождество

(з. tз; . Пусть подпространстьа Z пд ожены в конечные ямые м_

1.3 1.4 сть далее множество фчто имеют мес

тогда если

< 0 Пч,д "tr"l>-q |SuP, (В tцл),lП'tuкl>ё (,*,о) Vu е 0 /t"Jr' 
u,' 

V r4.., ro

VK=!o+|,,,.,!,

то уравнение (З. t ) имеет по краП мер9 одно реUJенше цеф .ней

3 а ме ча ни е (об оченкесвшзу tцсла рещениfiоператорных

уравнениfi). Слелуючrэе утверждение уаобно применять в тех случаях,ког-

ла требуется иметь информачшю о моlцности множества всех рещенtlй опе-

раторного уравнения. Это утверждение легко попучается с помоцrью тео _

ремы 3.5. Пусть эаданы множества Е п9 прошзвольной природыl ото _

браженше !r O*g и элoментJl/е9 . Рассмотрпм уравненле lpl- !,
Пусть, далееt tl - WJ _ семеfiство попарно ttепересекающихся между со _

боft подмножеств в 9 (эавrrсячее от ! ). Прелположим, что каждоl{),мно-

жестьуr!е.fl сопоставлены все те объекты (оператэры,пространства п

подпространства), которы9 были введены в 9гом параграф (в том числе

и в условип теOремы 3.5), а также _ отображенпяУзФ-Р п аТ :

Вr/)(ф) t f , обладающше такими cBoйcTBaMt{, l) { z<(9.il(ф),ПВ'l=
=0J->z=y , п 2)rrоtrу=t+.! наф. [IycTb еще llpil каждом фикси_

рованном 9€а ььlпопнены условшя теоремы 3.5. Тогда мощность множест-

ва всех решеш{fi уравненля fud=y не меньше мощности семейстьа.в .

При формулировке теоремы 3.6 мы использy€.м обоэначенля, введен_

ные в ý 2 перел теоремой 2.3, прш этом предполагается, что множество

!!rфr расположено в lrrножеirо.ф , на котором опредеJtен оператор2l .

Те о р е м а 3.6. Пусть выполнены условия 1-1Y и тождество

(3. l3). Пусть, далее ,подпространстьа Z "/ pu"no*" ны в конечные пря_

х) Нам упобно буает c${Taтbl что0<5о<Д ,поэтоrуХ. npn любом
1 может быть тривиалььlм подпространствоt\,

См.опрелеление 1.3. (Напомним, 
"rоЛ'О=[Хr} 

np" diпХ*-"о . )

K-'l,
)

90

Jtl(

номеDных подпDостранств в

Предположим, что (,P"i l': )еO(Х.)**

, щ 9"'.Х, VK=l,,., ,

tplr'*|^ и семейств о Л") пп""frных конеч -
плотно вХ ._к

(ot

l,лл 0Io 0(,ф),

l, . Сопоставим

хк

t)((



мые сУммы линейных замкнутых подпростраrcrЕц z= Х, а... о Х rо у l=X ro,o,,,
",ФХп' так что имеют место равенства ( t. З) и (t. q ). Прелполоlмr\4, что

оператор 0еilо(Х,фt ) Vtеr и семейство иэ Д фу нкцп й

lal'ucil.l Ре (. 0 Лu, A|i)vr)> - < 0 S-l ,4 FЛ tul, А| tu-)>)}r--7,,..,4,,

(к)

коэрцитивно на мilожестве

мере одно ре шени е ц

3амечани

|f,fr[,*|B цl, ЬД
ёк

@к) +lr,..r{ '}} ,=.,

Т . Тогда уравнение (3. l ) имеет по крайней

eU ф,.tеГ с

J- (о выборе операторл 0 ). Укажем вид оп9ратора
g в следуюlлих трех наиболее распространенных ситуациях.

|. Н=flr,3,S-',П " 1- rrулевые операторы, ).l,Z-|o|, cokec3=,t-

-le 0,Y-Qt,W=Аt,|h,с!=<h,ч> Ylсfl*,VrеЛ, 6 - оператор влох(е_

"и"Л . i, =Fh,tг)=<h,[>. YLсV,YUед. В этом случае в качестве 0 мож.

но вэять кулевой оператор, так что буаем иметь равенство 0=.В .

2. Для чшрокого класса npocTpa"cTB Х могут быть указаны такоfi

непрерывныfi оператор е ,Z *Х* и такое члслоре(t,-") , "rо 
<0@)-eU),

r/-lг > >0 Ytt,uеZ,цlr,l0Цll- |ulР-' n < 0ш),ц)-lцNР VцеZ , такими

простанствами являются, например, все гильбертовы пространства, а

такr(е вса лпнеfiные подпространстЕа пространства С.Л.Соболева W!Bl
прпрв(l,оо) (эаесь !? - обласо " RП ). 3аметим, что если Z-loi1 , то
кулевоfi оператор 0зZ*Х* удовлетворяет всем переtшсJrенным выше тем
соотношеншям прll любом ре (l,-'1.

3. Пространство Z и пространство Х разложеЕы в прямые суммы

замкнутых линейных подпростра нстъl 7-21116,,,OZ") n Х=Х''О... Ф Х"', при -

".,Z"LX"' YK=4,,.,N. Соответствующее разJIоженпе для элемента UeX

булем эаписывать в виде Ц- Цrt,,.* 4n . Прелположfiм, что при кажаом фк_
сированноМ K-|,,,.,N наfiдетсЯ такой непрерывныfi оператоР Q: Z"'*y<'l*
и такое wtсло p*e(1,o.) r что <0ч1-0Ld,ц-tг>r0 Vu,оеZ"', u/lI,

|0^1ul|= lцlР'-' n < 0^lu),tl>= NцlР' УцеZ "',

( СлучаИ, *о.дл Z = LOJ "- 
е, - "yn.Bofi 

оператор, не исключаеrcя . ) Тогда

оператор 0rZ *Х* может быть опрелелен следующим образо, еШ) -
- (0, {u, ),..,, 0n {u r)).

В эаключение этого параграфа приведем несколько простейчих при_

меров на применение теоремы 3.6 с учетом утвержцений о коэрцt{тивнос_

ти некоторых конкретных семейств функчшfi, сФрмулированных в ý 2. В

этих примерах рассмаrриваются раэличьtе системы лифференчшальных

уравненшй, так что раэложение пространства ,Y в прямую cyMNdy под _

пространств, о котором шдет речь в теореме 3.6, порождается эдесь ес-

тественным разлох(ением неизвестной вектор_функции на отдеJIььrе -"ъ;



поltентыfil Будем считать все встречающиеся ниже в это\,r параt,рафе функ-

циональные пространства веtцественными Ш-R), а Teopc,".ry 3.6 буаем при-

менять в следующей ситуации: ф-Х=.1l; Т*:(О,о.1 V.',, ,.,,Ь; У{*'=|ЦfХкl
l(. tr < 

'r 
J Y!*> О, Vк- /,,,,, !; ,4r'"'- 

"o*ou 
.твенный оператор

VtrеГr ,, VК:l,,,,, L ш, наконеu,Л* np^ dirпХ*"! * _ совокупность всех ли-

нейных конечномерных подпространств u 
', 

**'. 3амеп.rм, ,,1алееr что во

всех примерах этого параграфа npo"rp"""r"o u7 рефекслlвно, " on"p"rop{,

построенЕый выше по операторч, f, ".В , псевдомоното|tен. Оператор J
в примере 3. I сrбратим, а в приIмерах 3.2_3.5 ott является нулевым; под_

npo"rp"""r.o 4 тривиаJIьно во всех примерах; подпростра""r"о /i в приме_

ре 3.1 тримальЕо, а в примерах 3.2-3.5 совпадает aЛ i " примере 3.6

ветривиалььt оба полпtостранстъа Z 
^ 
l i число нетривиальных поfпрост-

ранств разложения Y:ёХ^ в примерах 3. I и 3.3 равно 3, в примере

3,2 -2, ав примере 3.6_4; npocrpa"crBol в примерах 3.2 _ 3.5 совпd_

дает с пространст.о. Л*, а билинейная форrиа [/r,uj. с канонической би-

линейной формой, приводяцей в двойственность пространст"^Л* 
^,fl inpoar-

ранство COket,S и билинейная форма |h,rl " примере 3.6 выбираются в со_

ответствии с обшей теорией регулярlьlх эллипмческих краевых задач Е8,

стр. 165_17S] (см. также g 4), и, наконец, on"p"-p 4 в примерах 3.2-
3.5 rтулевой, а в пршмерах 3.1 и 3.6 он выбирается согласно гryнктам 2 и

3 сделанного в этом параграфе соответствующего эамечания о выборе Р
(см. выrле).

П р и м е р 3. I.

i*: /^ Lt,u,,Ц2, Ц,l), K=f,2,3 l

"о"/*с 
С (R+) 

^ 
|f *l< A^lt,llt1,16olurluulurl6"+Brlt1,1, Bre C(R),orr> 0, раз-

решима в пространстве Wj ьс,lrхWrt с,рlхW2В,Р) :ля любого интервала

k,Р)Эlо , если (см. пример 2.|)6r*</ и

3адача Kowtl Ц* ttо)= а*rа*е R,к=/,2,3,для систе:чlы

, 6,збзt , Оезаgz . бrебzgбэt*6эtбtэОзе q 1' (|-B,,)(t-arr)' (1-62z)U-qэ)' (/-6,,)(/-6а)(r-qз)
бе

U-6H)(|- бе2)

Аналогичный результат справедлив для систем, содержа]цих проr{эводные бо_

лее высоких порядков, а также для задач, от.ltl{чных от эа.fачи Кочи (на_

пример, для задачи на отыскание периодttческих решений).

х)-'-' В примере 3.6, кроме того, llpocтpaHcTBo каждоit ко\,lпоненты не -
известной вектор-функции дополнительно раскладывается в прямую сумму
еше двух лиgейных tlодпространств, связаняых с tlоставлеllной для этой
компоненты краевой задачей.

= [Х.} (,",

0э

хх)..
'Flапомним. что если dim|* - "- ,о Лк' l ).



П р и м е р 3.2. Рассмотрим в области f)cRo*) следуюlцую сис _

тешrу аифференциальных уравнений дивергентного вида:

2 ю* (ldu^lP'-'lgoO*o^)+7l*(o,u,,ц2)=f"t ), к=|,2, (з. l4)
Вl-mх

гдеп>l, mr - натуральное число,р пк>п,/к(t,€rrlz)rловлетвоt.яет ycJI,i _

вию Каратеодори и HepaBeHcTBv lprt r, €r, €)l< l !€,l'r' l€"lo" , 6r,) 0, ак2о u' ,

ба>р2- |. В простран.о" fr!'ta)r'il!_'tal система (з. r+) имеет llo

крайней меFе одно обобшенное о"r""".'fД, ,l'fr!'Wli 
" Vfr, t'ilo! (Q))*, lf.]-1 ,

"о" 
Jr, "."""n, о" f ("r. пример 2.3, случай 2О).

П р и м е р 3.3. Система

*2*.Э' 
(l a*u, l' ьуп du ) + а l 

( с ) ч: + t, rou j: f , rc),

*i"r|,."" 
(ffur)'+ а, (ilu,+ trrclu!-/rto,

*?_r.'* 
(ОПur)' + а, tc1 u|+ l, @) u'r- f ., t "l,

прп 34,-п,4п2, 1 ,ý}rrП,а*,l*€L*(Q) разрешима в пространстве

ili'tal " 
,tr'@),,;{r@) vl,c(w:!;ral-, VK=1,2,r. 

**)

Пример 3.4. Слстема

2 а* (l о*u, ll' ryо а* u, )+о, (D |ц,lОП 1 u 116" lrl 116"= f ta),

Ё r \| О* u, Р lg 
" 
on, )+ о, l с ll u, lu" l u rluo l tl rlu "= f . l с,1,

,7", 
О" t t а: u, ll' + 

2 
п Ю*u, ) + а, t zl l u, 16 

Эt 
1 u 116' 

z 
l tl rlб 

Э'= 
{, @ )

прп ( | rl l ) m к > п, а ле L * (Q ), l *' 0, О rj' 0' l э. Оэ1' l, r r; Р-., бnr |4 ̂ . 
о,

'itr:ffi ," ;JЁj " 
:::Т" :'.,! "Ж ?: ;( y,fr 

,?I1i:"ui:y 
о

2.4 и пример 2.3, случа* 9).

П р и м е р 3.5. Рассмотрим систему

"2r ̂ d 
(an r tl' y o du r) + ! * 1 c) l u,l"o' .. . l u rl' ̂ "'- y 

* 
(a), K- l,, . ., L,

гле 
^(у*+ 

t) m, - п, l * @)е L 
"_ 

LQ ), { *. ( Йr;; @ff, У^ 
> 0, Хк> 0, 6^, 0 .

i,t#, @ ) *Й;;, @)-, удовлетворяюlций неравенствУ

< е^Ltt,,..,,tLL), цк>-, |,u,' > ý^tttGлф",{,|,..t!^"т r^r,

(з. ts)

Ясно, что (-е уравнение системы (3.15) порожлает оператор Gr:

х)_-/ 3десь и во всех остальных примерах этого параграфа прелполагает_
ся, что Q - ограниченная область ь RП с достаточно гладкой И-l) - \1ер-
ной границепdа . Точки€ обозначаются черезс , точка d62- через ol ,

хх) л""/ См. пример 2.2. 93



в котором еr>0, o^u 0, Cr-|f ,l , yr{t)=d*, t-lurl,.,.,tr-lurl. Таким обра-

эом, в силу теоремы 3.6, для раэрешимости системь, (з. ts) в пространст-

"" i 'iti\, tal достаточно, чтобы было коэрчптивным '\.i"iейство функцпй

(Z.З). (В примере 2.6 исследованы некоторые случаи кч-рцитпвност}l это-

го семейства)

П р и м е р 3.8. Рассмотрим следуюlцую краевую эадачу для систе-

мы, содержащеfi две неиэвестные функчии (см. сноску к примеру 3.2):

Rr;!''., О-u,r F' t,.d' i,..dr/,, dlr,' i'||rFr,,", 
" 
9 01ы,е, ili} ( з. r о )

,й.u !r'|'B'lo'utцj"e'l "а dQ V=0,""пz:i!-l;L,|,2), (з, rz)

где пtl,i;'| 
', 

_ шатуральные числа, a!i|@le C*rE\, t)i B'l, C*(aQ),nlK,il,
К-|r.:.,Д;,, - все мультшиЕдексы, не превосходяlцде по модулю 2пr-/, рr:Qх
хftП'rРilЭ-R - функчии, удовлетворяюшие условию Каратеолори и нера _

венствам: lp; l t,г"] ý'll -- 
j, (с)+ Со U*|l(c'|ei )(Пlýф, в которых iцЪlэ, ё;,

tsf Lrr({?1, п<2, =*, QeR, 0. 4-t, l;,, о.

Преаположим. что псuрг0 Y dч,2 краевая эадача (З. tO), (З. tZ)

распадается на две регулярные эллиптические эадачи tll, п 7l7r. Пусть /li -
нетривиальное лшнейное подпространство ь kП йZ, " а;, l; "", kеt trП|,

Пусть, дАлее, фvtпсчия л удовлетворяет соотношению

F ; Fi { "', {V' )= t 
", 

(* r"| f 
v' ) V t, 0' Vae Q, Y g"'rLr;' V y|lpt U,j,/,z, 4j)

" "" " 

r),,!!!fi| ;\l, 
(",.i " "r, . .,, rl O,, 

],, d ",i,. 
. ., .d, " 

",ý 
) 6, ý d c > o,

"lty,r' 
,r,f 'О, ,V')-рr(с, 

"i),f 

9)ll= Vrcol(l+lrY'l") *

* l ý1'' 0,".|е, Vcel2, y y'i'epti , y у"', у"'. Rli,

гле V; Ь,)€Lр G2). y,ta пt, t*l,
Препполохим ещё, "," м П, а</. 

тогда иэ теоремы з.6 сле-

дует, что краовая задача (3. l6). (З. tZ1 разрешпма в пространстве _

W!' Bl,wi tO V lz ;е L rr(8 ), y/d'. w|"i'' h rl Q ) t i- о,..,, п ;- l ; b1,2),

Возможность пршменения теоремы 3.6 слелует иэ коэрцитивносп.r на

множестве f=(Р,еэ)х(O,е)r(g,*)х(0,"о) следующего семейства, состоя _

щего из четырех функциrh

tl,tt)= d,G,- к, Q+ 1d,+dr)
4)1t* ttr+trf'rr),

94

dr lё)= t, U!-М, (t+tlr+|r{')t,Ц - rr),



ц (h = t, (t 1 к, (t + {tr,r 1,,

t)q G]: t, tt!', M r(l+ 1t,+1,

гле Ki>0, lrfr>0, i=f,2, Сr}0, к-/,2,3,1,

'l8')(rytфt,

,J,lt|'- cr,l ,

|'r цl,

ý 4. О некоторых специальных классах

нелинейных операторных уравненпй

Пусть, *ак у ъ"r.е,,t п Н - банаховы пDостранства Еад полепl ,t(

Ф _ *.ny.Toe подмножество "Л ,! : ,9- // В:ф*// _ операторы, вообще

говоря, нелинейные.

Будем изучать нелинеfiное операторное уравнение

Jtл,l + В(ul:h (l.t)
с правой "астьюАеН и Ееиэвестным элементомtlеф .

Это уравнение можно эаписать, конечноr в виде (З. t ) ш проверять

выполнение для него условий теорем 3.5 п 3.6. однако в тех случаях,ког_

да требуется описать область значений оператора ý+8 ,удобнее рассмат _

ривать уравнение виаа (4. l ) и указывать условия его раэрешимости в тер_

мпнах оператора .8 и правой 
"лстп 

l,

Если операrор J удовпетворяет условиям 1-1Y иэ ý 3, оператор/-
тождеству (З. lЗ), а правая "лст"l,€lо . ,а"

Но: lle Н l|/z,oJ: 0 Vtге 8l, (а. э)
то, как следует из теорем 3.1 и 3.2, уравнение (4.1) является следстви-

еМ УРаВНеНИЯ 
;rr'(u) __о, (а. З)

в котором оператор 0'l)rф*Х*о"fi"r.у", по формуле

|'il,.ul - 1*Oпц - п*0l''4 ft-7 tчl + FP, (l 1u1-1). (+.l)

Мы рассмотрим здесь два класса операторных уравненшfi вида (а. t ),
являющихся следствиями операторных уравнений вида (4. 3).

К первоьrу классу мы отнесем уравнения вила (4. l ) с некулевым ха-

успорфовым on"paropo, ,f (опрелеленле 4. l), для которого, как буает

покаэано ниже, выполнены условия 
';,Р, 

lY иэ ý 3, и оператороr/ та_

ким, что соответствующшй оператор U 'LПoB,+) YlteHo . Ясно, что для

операторов этого кJIасса проверку условий l, Ш, lY в теоремах 3.5 и 3.6
можно опустить. В теореме 4. [ мы привод]tм достаточные условия того,

*.о 4'iL il,о (1,сР1 VleHo.
О п ре д ел е ни е 4. l. ОператорJеГfl*Н] наэывается ха-

у с дор фо в ы м о п е ра т ор о м, есл}t множесr""t(Л замк-

"уто 
в 4 и суtцествуют такие линейные замкнутые подпространства Д и V
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в пространстьах!l "/ .ооrr"тственно, "roflolekel$ "Н=ýШ)ОУ . Если,

кроме тогоrdftпJ =оо пd,tп,v.* , то хаусдорфов оператор наэывается

нётеровым.
Вот некоторые иэ раэделов теориш лпнейных дифференциальных и пн _

тегральных уравненшfi, в которых возникают хауспорфовы операторы: крае-

вые задаtrfi на компактном промежутке для обыкновенных пифференциальньr.х

уравнениfi и спстем уравненшй (в частности, эадаlц на отыскавltе перподи-

ческих решениR); систеr"ъl интегральных уравнений Фредгольма; сt{стемц

сингулярных интегральЕых уравненпR; краевые задаtш в ограншченной облас-

тп для систем пиференшиальных уравнений, эrtлиптических по Дуглису-Нu_

ренбергу; уравненшя в свертках; краевые эадачи для эллиптшческих уравне-
ниfirвырождающшхся на граЕице области; эадачл на отысканле першодшчес -
ких решениfi лифференцпсlльшх уравненлfi и спстем уравнений с частнымп

проиэводны мш.

Для хауслорфва оператора ý """"д" могут быть укаэаны линеПное

пространстьофkеl,J n опредеrIенная ца //К COkm| бплинейная форrиа

{t,Л}. которая эадает область его зн{lчен"П ý(Л) с помоцtью соотношения

ЕИ)- |heH ll,h,al= 0 YгеаkеzSl. (с.с)

Деfiствительно, есJIи в качестве COketl вэять пространство

kшSr-|аеlГ l. цh>-0 YheS ft)l,
бплинейную форму <hr[) ,

Н *), то соотношение

(а.с), очевlrдноl выполняется (см. ГlО, стр. l3-15J ). олнако с рядоtrl

коккретвых лшнеfi}щх задач теории лиференчиаjrьных п иttтеi,оальных ур.lв-
нений естественным обраэом окаэываются свяэаннымlt вполне определен,lое

пространство Фftg{rS 
**), которое. как правило, является ядром некотороfi

формально сопряженноfi эадачrt того же випаl что и исходная, и билиtrеfiная

фрма {rt,nJ , вид которой уаобен для проверки условий раэрещ{мостп lte_

однородного уравненш" SU-h , а следовательноrи условий раэрещимостrt
нелинеfiного операторного уравненша вt{да (4. 

' 
). Привелем некоторые прш _

меры.
При ме р {. l. Пусть i-мльбертовопространство.ýe[fi,*fl

ш подпростр"""r"оJ(f) замкнуто "Л . Тогда в качестве Uket,J мо,кно

вэять подпростра""т"о kgU ý' , " в качестве билиllеfiной формы |h,t! -ска-

*) n"no*.""M (см. ý l ), что фушкчио нал Геf обладает своfiством:

< чЪ, l, +Тrhr> - \. n, h,, * -fuа< цh е>,
*) о"о состоит, как правило, не иэ функцаонаJIов "^д// , а шз эrt€ -

ментов исходного пространст"лi .
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лярное проиэведени. (l,r) 
" 

Л .

П р и м е р 4.2. Рассмотрим интегральное уравненпе Фредгольма

второго рода 

"r" -)Lp,y)uty)dy = l,@),

ГДе Q - кОмпакт "RО ,l@,Y) - комrиексноэначная непрерывная на9r{2
функция, l(a) пЦ(r) соответственно эаданная и неизвестная комп,tексно

значные фуrцсцпи "зLr(Q),/-Р=*. В этом случаеJ действует по форrиуле:

!ц@): u(t) -\te,ylutytdy , в качеств. UkeOS можно взять совокуп -
Еость всех р.,fl""и сопряженного однородного уравн енuя Г (!)-\ / ВllМ!Ъ
- Q , а в качестве билинеfiной формьr[h,t!- выражени " \t Orfulr.

а
Авалогичное утверкцение справедливо для спстем интегрмьных уравненлй

Фрелгольма, а также для ct{cтeм синryлярных интегралььlх урдgнgндд.

П р и м е р 4.3. Рассмотрим на отрезке Е0, I] лпнейное обыкновен_

ное пифференциальное уравнение порядка z ,tчft)'/tilrО<t</, с достаточ-

};о гладкими вещественными коффичиеятами и коэффичпентом при старшей

проиэводной, равным l. Рассмотрпм для него краевую задаry tr@-Ц,
j-l,,,,rllL, ,о. [$Ш$;_/,..,,п - заданная система линейно-независимых ли_.

gейных форм от 3? переменньlхzц(0),..,rrrО-')!0)rоlq,,,,,UОuh). Булем рассмат_

ривать оператор этоfi эадачи J , оaй"r"уюЩий t{э вещественного простран _

""rа 
Л=Wf О,О, l.p.*, в вещественное простраЕство H=Lr(O,t) х R',

Тогда иэвестно Гl0, cTp.84-9l] , что этот оператор нётеров, причем BK{t_

честве пространства Uketý ,о*"о взять ядро некоторой краевол эадаtlл

для оператора /+ , фрмально сопряжеЕ"о"о * J (она явно выписываетсf,

по шсходноfi краевой за9аче), а билинейную фрму [i,rГJ можно выбрать

при этом в виде trt,oJ-) f pldtr],цSjtO , ,а" b({til,!,,.,.,!) 
"8r!,

UkerS *RO-пп".йные операторы, которые строятся по линеfiьlм r}opMaM

t, . Аналогшчно9 утверждение справедливо, конечно, ш в KoMruIeKcHoM
l

случае, а также в случае, когда вместо уравнеЕl{я рассматршвается сшс _

тема, вместо пространсr"а !rr[0,/) - более общее пространст""|l) Ql ,а
вместо краевой эадаlш - более обrлие эадаtlt{, например, такие, где зяп.l_

ются значения неизвестной функцt{и и ее проиэводшх в точкахl располо

женных внутри отреэка [О, rJ .

П р и м е р 4.4. Пусть О- огранпченное открытое связЕое мно -
жество с границей |g) , пр.лставляtоlцofi собой бесконечнО ДИффРеНцПрУе-

мое многообраэпе раэмерности л- / . Точки tJ обозначаются череэ О , а

точкп lQ- сереэ l| .

рассмотрим для спстемы лпферешпальЕых уравнеЕrй

!,tr,О)ц,"1-{tФ ь Q, (l.s)
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эллиптttческоfi в смысле Дуглиса_ниреберга, краевую эадаw

l@',О)ц=!rc') на 0Q, (+,0)

гле ulcь+(tl,(c),...,tl.to), {rcь({, ol,...,{rp),y@|)=(y,tC),...,!rto')) - комп-

лексноэначные вектор-функчt и. Для простоты булем счи,ггrь, что коэфичи-

енты всех операторов бесконечно гпадкие. Прелположлм, что оператор

[tа.9)"^*рывает onep"ropJ 1с,О). Тогда иэвестно, .лто опера -р 8=(t,l)

является нётеровымr как оператор из простанств 
^ .П W!*r' {lЭt в

пространств 
" !,r!'"tal,riWf'"-Ё ttа) -) бt";"чения см. в f8,

стр. l75, rZB]). В ряде ситуаций область эначениfi on"p"rop" J может

быть описана с помоцью ядра фрмально сопряженной относительно форму-
лы Грина эала,rи (см. по gгому поводу ГS, 16, l7]). Например, еслч /'l=| п

граничныfi оператор l@',O) Еормален, то в качестъе elkeO| можетбыть
вэято ялро фрмально сопрях(енЕой задачи, а билшнейная фрма [/,ЛJ ,о*.т
быть записана в виде:

{1,oJ -) fчda -; ЬцРlп', (+.z)

где положе"о l (о - t/B),!, (с|),.,., !л(о|)),
П р ш м е р 4.5. Пусть И- *оr-.ксное гильбертово пространство,

d=|dr!peб - счетная совокупность векторо" n"Ro ,2 QI,11) _ лr.rнеfiное

пространство форммьных комплексных тршгонометрических рмов вида'ri|t,dp 
пu{x):pZehUnT , глес€R-,uрrU , ^/r0- фпксировавн8я кон_

"r""r". Пусть Si 2 (U,d*z (lr,d) - оператор, действуючlиfi по форr,,rуле:

|UýrrrоUо#, "о".f,е W-IЛ . Важьtм примером такого опера-

тора является пиференциальный оператор ý @-?LP\ с постоянными

операторныr,шr коэфичиентами a.e|U*ti) (в этом случае 3r- 8 tidnl ).Прел-
положим, что множесr""lп(ID эамкпуто в И ][pe.a . Свяжем теперь с

on"p.ropo, J некоторое гильбертово пространar"о fl , в котором в даль
неfiшем булем отыскивать решения операторного уравЕеншя (С. t ). Пусть
*=|rr!r:Д 

" l=I}plpeз - ДВа семеfiства шэоморфэмов простра"".r" И
lla сеоя / таких, что имеет место неравенство

*) В"" пространства эдесь сtштаются комruIексными.
*') в случбе, когда $ - aо"о*упность целочислен ных п-м€рных вёt(-

торов, практически важьlм прпмером таких семейств пзоморфэмов, порож-
дающих пространства лифференцируемых в обобщенном смысле функцшй со
эначенирмlл_ в И , является семейство иэоморфttэмов следующего вида:
|Ltrtpt'lt 1l, , .д.t>0 , drlII+И _ то,кдествен;ьtfi оператор.
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lao|ral> el/ral Yае (ker,Sr)L , YреЛ (4.8)

с константоft а> 0 , не эависяшей от tll п 7Э Обоэначим ,"р"a Н гиль -
бертово пространство формальных тригонометрических рядов "r2QlrO) с

конечЕой нормой

lu tлl r: ,l а, uo|
а (а.s)

а череэ п _ гильбертово пространство формальных тригонометрических ря-
дов из 2 (UrO) с конечной нормоfi

lиlclll1 реi
Ulрuр |'r!ru, 2

(а. t0)+

Легко показать, что операторJеР *Н] , причем ,"o*".r.oJ(1,1 эамк-
нуто ь f| и. таким обраэом, on"p"rop J при отобра*.*п"е ь// 

""n""T-
ся хаусдорфвым оператором. В качестье фkeZ J " данном случае мо-
жет быть вэята совокупность всех_ формальных комплексных тригонометри _

ческих рядов вида: [@йUr# гле tГое kerSi 
" 5rl О о..".

лишь для конечногЕ множества пнпексоь Р , а в качесr""[rl,ЛJ - билинеR-

ная богмаJ_
фксироваriном

(hp

tе
, up),

akeq,

, непрерывная наН no 
"р"уr""rу l при за_а

J.

П р и м е р 4.6. Пусть справедливы все обозначения предыдущего

примера. Рассмотрим чисто першодический случаfi, а именно предполох(им,

что f _ множество всех целоtисленньlх П -мерных векторов,/о- ZП(J'')*р,
7 - вешественная невырожденная матрпца порядка а "y=ldetJl . 3десь

важно отметить тот факт, что еслш Н ькладыьается в пространство

L.Ulr!) *), то, в силУ равенства Парсеваля, имеет место соотнощение

{h,n!: ! {/{",,u @)ntlo VloeH, Vt@)ecokect, (l. rr1
QJ

гае !2r _ оОр'". при отображении Х'RО * R" 
"оu"п""ого 

куба |ОеRО!О'-,
< cJ.< | , i= /, ,.,, п3 .

Прш мер 4.7. Впримерах4.5ш 4.6 r,,ъl рассмотрелислучаи
комплексных простран"r" Л ц Н . с"пчас мы опшшем построение этих

пространств в веtцественном случае. Пусгь И- 
""r""""енное 

гильбертово

пространство. Его комплексное расширение мы обозначим через U , С*л-
лярное произведенп" " U зададшм равенством:

(u,* iu, , \ i iсr)ц - (ч,,t,)ч* fur,[r)U *

+ i(tur,ц)а - U,,чr)ч) Vtt,,tlr, $,l|e U.

*) Е"rr" € _ б"""*ово пространство, то череэ Le(g,X)r_.", булем
обоэначать банахово пространство абстрактвых функчиП пэ tf Q) , пе_

рподически * 
"^ 

.ftn " ,".рпч"fi перполов ./
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Через 2 (Цd) обоэначим совокупность

метических рядов ц(с), ОеRО, ьпааз!l(

фоомальных вешественных

tрZ(u,е'*ф 1u^"Ф
ГчПlr YV- -Р tq

тригоно

) , где

оператор, действуюциfi по форtлуле:

, прпчем множост-

есто неравенство (l. В). Обозначlлм че-

пространство формальных тригонометрlt_

ческих рядов изZ(l|rd с конечноfi нормоR (а.S). а через Л - ""r.", -
венное ги.тьбертово простраЕство формальЕых тригонометршческих рядов иэ

2QlrO) с конечной нормоfi (а. rO;*). Точно так же, как и в описанном в

примере 4.5 комплексном случае, оператор Se|a*Hl ,r*о*""т"о J(.l)
замк,rутов/ и, следовательно, операторJ пр"отображениrtl ьН яв-

ляется хаусдорфовым оператором. В качестве UkеЪS в данном случа9 мо_

жет быть вэята совокупность ьных трпгонометричес

, "а" $ 
eLV*tti

оiе,ф)
t-"ро *np {т , гпе lг, е krr Si ,trt )

по первоN,{у

аргументу ,€trс 3аметшм, что еслп имеет место периодшческчfr случапцН
влох(епо в пространстьо/rоgrt) , то справемиво равенство, аваJIогичное

равенству (+. tl);
с

[h,nl -\ (/ rэl, lгrc))u do V/o @l" Н , Yг@)е akez8.
{?х

Вервемся к операторному уравнению (4. l ), в котором ,f _ *"усоор -
фв оператор (см. определенше а. l ). Пусть зафиксированы пространство

Соtеt ý и определенная на НrаИZ J бплинелная фрма Ll,Г\ непре -
рывная на подпространстве ! по первому аргументу прп эафиксировая -
ном втором, которая задает область значениfi onap"aop" J с помошью

*) C*"n"p"oe проиэведение в / n ,fl ,rол.тся соответственно равен-
ства ми:

ких ряд()в ьпла [(t) ý е

рел
лишь для конечного множества индексп 

5*0
л}tнейная форма 2Пеr,zu(tо ,%)а , КОТОРаЯ НеПРеР"'ВНа 'а /

о" р, а в каче"тrе fl,t) -Bn-

ных форма.гtьных три_

)

(ч (с),tr

,tlt
И меют место очевидirые р"".""r"", ,teо

Yц

,(ltit Ялро операrор" J сос

(u tcl, г @D н- е Rе}л ( 
%up, rp np) u

(c))g- 

''Йk/ruо 
,/p%)n + @oLoup ,qosrrobl,

.ИJ - iueUlPe (|ou,r)n:0 Vце

3i-|rrIIl (tрu,чг)ч= 0

uJ.

)

гономотри чес

тоит шэ
,i(o,dp)

l00

ких рядов?,оlъq rnp q n.Л,v которыху[4П$,



тождества (+.а). Таким образом, условие l иэ ý 3 окаэывается выполнен_

ным.

3ададим ецrе линейное конечномерное подпростран.r"о l " kеU ý и

линейный оператор tэ: A*COk/jZS*). Проверим выполнение условий Ш и lY.
Положлм Х= Л n введем следующие обозначешtя, W-|teV l |l,rj-O VrcбИl
п Q=|rеСOkео 3 l |fi,гj-п Ylte У }, "л" У _ линейное конечномерное по.f-

пространство в [ такое, что v=VФlУ . Ясно, что подпространство }У заплк_

Еуто в Н " "rny непрерывности бормы [ri,ЛJ по первому аргументу на

подпространстве V . 3афиксируем, наконецr линейное заrчrкнутое подпрост-

paHcTBoZ 
"Л такое, что/С Z. Л"r*о проверяется, что ус.lовия Ш и lY

ý 3 выполнены, причем операторы п,S-:р|,р2 
^ 
F непрерывны. Для даль-

нейшего потребуем, чтобы оператор 0, Z*.fl*Вол непрерывен, о"р""""""**).
ТакиМ образом, применяЯ теоремЫ 3.5 и 3.6 к уравнению (4.1), в кото _

ро, 3 -хаусдорфов оператор, мы можем не требовать дополнительно, чтобы

выполнялись условия l, Ц, lY.
3аfiмемся теперь выяснением вопроса о том, когда опер 

^rор 
e'tL

YleH о.
Теорема 4.1. Пусть 2 - реФексив ное пр.rстранство,Ё € //опФ -

слабо эамкЕутое поцмножест"о " Р , при"е, onelraTop.,P определен на неко_

тором множестве Ф* {Ф.6* 1 ""*оr, 
,,"о ф находится на положительном рас-

стоянии от множест"*2 хф*. выполнении любого иэ пе численных ниже

трех условий оператор
H(h)lr€ Иr(,t,Ч), l ) оператор3; #о.раниче" "" Ф*

(, .е. переводит ограниченные множества иэФ*" о"р"""ченные множества изН
и может быть тавлен в виде: Ц4:Зg,u), где

u/2,9

\

сма ваемый как опе пэ хф
непрерывны й ограниченный otlepaтop из,фVчс

Vu,re
,с

Ф
-В ш,0),ч-lI>, в)

8 {u, ) -3 tul слабо

ts tu, ,С)*В(ц,til сильно в

вия l ), л-
жду1, пЛ +

еслu u..

вН, г

uо(, И,,,Ц

i&*,',о

th-.Bp1)-0ý''q (Ь
)r0, то

Yгеф*
иг п о_

гильбертово пространство. / _ иэометрическиfi изоморфлэм ме-

, _L]5r4**/ - сператор, переводяlций сильно сходяцшеся по_
следовательности изф* " .п"бо 

"*oo*rn"", 
последовательностп из н

удовлетворяюцlий неравенству l В (u)-.ВU,U)| 
-= L lU-rl Vа,rе ф

*) H"np"r" р, e"nn kпt п аkПS-линейные подпространства в одном

в котором

в ограншченные

l0t

и том же ли

ранстео ftgl,ý*) т. 
".

ней,tом пространствеi то в _качестве / tt,lо*"о вэять подпрост_
ПФkеl,ý , " в качестве 6_ on"p"rop влох(ения tl ьUkеО|

множества иэ



LlS'IP,tlo *1 ("о"", ""р* tYtql0 обоэначена норма оператора , Бы-

натянутом на э.rементьl пз Н вп-

что

J

у'4
численная на линейном подп

ц ВШ)-В Ш,[) аля t/,г€ф )

Д Ок а эа т ел ьс тв о. Ясно, что 3)-)2)+l). ![алееопе_
р""ор 4 

ф,ф * Х* (см. (а.4 ))являетс , "а 
ф так наэываемым оператором

вариаllионного исчисления fl, стр. l92, l93]. Это утвержление следуетиэ

условия l) теоремы и следующего представления оператора 0'"{r.r. работу

автора г9] ): 0"'(u, - O(t'(o,,]) , г^. Т't'(u,,r)=П'OПr- П'Of? (ЬtsЦа+

+ Пtt-чl)) - FРr(l-tstul Vu,ссф Наконец, утверждение теоремы 4. l сле _

дует из рассуждений, содержаtлихся в fl, сrр. lS2-193J .

Привелем один пример. Прелварительно введем такое обозначевие:

h- Iч€ Tlluil-al, (а. tэ)

где f, - проиэвольное нормпрованное пространство п 0<l-.o,
При мер {.8. Пусть0-1<*и оператор.8 опрелеп"""^ПS

Пусть !) - ограниченная область "РО, on" которой имеют место т9оремы

вложения С.Л.Соболева. Пусть а " Io _ два банаховых пространства над

полем ( . Пусть, lалее, Н есть линейное подпространство в пространст-

ве С.Л.Соболева W! @,at, /.р.* , Рl,п, /z0 - u"no.*) и норма

в / совпадает с ноэмой пространст""w!rc,Q) . Преапоrrох<лм, что опера_

тор В шмеет следуюцlий ьпr.z Вlцl-рk,.Р0 ,u€Лб | где F: R\ ео*Е
непрерывный оператор, а 9 - оп.рл"ор из пространства LЛ- Yli B,QIJ,
причем 

rоператор f/ цмеет ,^RОr 6 непрерывrlые производные Фреше виаа:

О; # Fb,il,l<l+K</, Kn0,...,t, " "у..ствуют такие числа /> / ч

l_rb5 , что имеют место неравенства:
"r?r--rri 

ft ' 
Ь,fl|*tlуrпоа(O,гк) VccQ , V уе ro, 0.1f Л. 0о;

*р."* 
ю: # рь,il- "i #ль,I)|< 

/,c^o'(o,Y-K't)

YсеQ, Yl, |.ýо, lýtr*с, n|<c, Vce(o,to',,

Из этого предположенпя, с учетом неравенства t7, П , сразу следует су-

шествование таких чuселО2 0 n t' ,0.1'. l ,

ilBtul-B(Dl < atl-' Пч-аl Vu,rеlч, ,lr е (o,1'J.

таким обраэом, еслп Л_ гильбертово пространство, 9_ п.оrеrршческиfi

*) Ч"о". Wе^@,О)л*l обозначаем банахово пространство абстрактшх
со эначени"ол "Гý функчий /t(o,ceQ, имеющих на9 все обобщенные в
смысле С.Л.Соболева производные до порядка / в*почительно, принад _
лежащие пространстьу L, (С,Q) .
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иэоморфизм между fl 
" 
2'. тс условие 2) теоремы 4. l выполцен о прпФL

- Iаиф-r- где ?€ @,l') na/''lГ'l2l - l , ,., следовательно. суrцеству-

", 1.*о" co'r(o,t') , что опер"rоо 7 
(Цс 

0l Lt,lqo) Yte Но.

3аймемся теперь оrшсанием второго интересуюtцего нас класса опера_

торных уравнениfi. Этп уравнения характериэуются тем, что в них J _ 
"у-

левой оператор, причем Н=fl* . Воэнлкают o*rr при пэучении краевых эа_
дач для кваэttлинеfiных пифферешlиальных уравнений и систем уравненпй ди_

вергентшого вида, которые могут вырождатюя как на границе областп, так

и на бескоаечности. Рассмотрпм соответствуюшую абстрактную нелинеfiную

эадаw.
Препварительно введем ряд обоэначений. Пусть а - бавахово прост-

ранство над полем К ,9о , Оо - лпнеfiные подпространства в Z , причем

4"4,g=4. Пусть Q n Q|- пространстьа с 6 _конечвым,l мерами и

IrycTb эаданы четыре набора линейных операторовz t=(t, , .. .r!|о ,,. , ,ty) ,

Р-(4,,,., q), !L Q|,,,,,t|, ), .Р'-q:,.., ?j,). ncn"e' каждый пз опё-

раторов первых лвух наборов непрерывно отобра*а.r а в Еекоторое бана_

хово пространство (свое лля каждого оператора) измериr,шх функцшй, опре-

деленных Hal? , а каждыfi иэ оператсров третьего и четвертого наборов -
в банахово пространство измерпмых функчий, определе"""r* "^Q' .

_Пусть 4. *rо:!,' Vi.r,,,.,2' . дп" определенности предположим, что

tr.fu*Ln..o.rr(Ql;V|=l,,.,,tl, где. /"g..- па;(С) - иэм€римая почтш всю-

"J "*.*r?#rl'J" ф;Й"; на !) *), ',{cn"., 
v!.rt Y7=/,,..,lo,

Рассмотрпм на простра ""r". a r t0 бунЙонал 2 (Ц,tr) , определяе&шfi

с помошью равенства
lo

2 u,4-F I
а
ф
t

Ф, t,, t о ) {ч d о r Ё Ьч 
b, t u ) f-r dc ri Ь, |; 

( о', t iiфli
гае фнкчпп

рывен HaZx Ii,,o, 
{1ь,f) " 1'to!f') 

таковы, что функчttо"ап D непр€_

Функционал2(ц,tГ) естественным обраэом порохцает непрерывный опе_

paTopf :ll*X* с помошцо тождества .DU,П-l0ц),tГ> YrС.t,
Пусть |J. - бавахово пространство измеримы4 функчиfi, куда непре _

рывЕо отображает пространство // оператор ф (С,Уu) . Предположим,

"rо aTeL|(a) YaeH, , Yrеао Обоэна/,цrм через ё| .о"о*чпностъ

*) H"nor"nr, что норма в весовом пространстве Lli,1,",(Q) опре -

ациях легко могут быть

l03

дел яетс Я так: |l И'''l' 
r, o,,n,*T 

tr а,, в) а tcl|, 
l, GJ )'

*) У"по""я непрерывности в конкретных ситу
укаэаны на основе иэвестных теорем вложенля.



функчионало" ,rdo "norfi , .в. /Р) - линеfiный фу:;:<ционал "^0о.
Тогда может быть опрепелен лпнеfiный оператосt':lr- О; с помошью

следующего тождества

\а

{
Vпеdо.

0-, /=/,.,,, z.

at rdс-<.t цц [>l l
А налогично определяются операторы

Рассмотримуравнение, которое мы булем называть к в а з плй-
ней ны м уравнением дивергентного вида

его продолжекий не пу

'2z l: ф. в.!ц) +2 Л
i-t|ljчl

+

) (a,tu)-lo, (л. t з)

"о" lоrd|,
Для уравнения (а. l3) ниже будет поставлена так наэываемая эадача

l , часто возникающая в теории пиффренчишьных уравнений. Введем

предверительно некоторые обозначения.

П;rсть .Г - некоторое множество лtндексоr, {Vilrr, - семейство линей-

ных пространств, |tr: Ц*Y Jra;- ..r.йство операторов, которые мы будем.

наэывать д о п о л н и т е л ь н ы м и, такое, "rоlС0 hC!, *)

Элемеп чгеЦ ,"*оо, 
"rо !rЩ17, Yt,cI , наэывает"" *3fJr*"rrпl.л., ". _

бop"t!i,Ji,.I . Если r - /, ТО, по определендю, едпнственным продолже _

нпем пустого набора ViJrq булем сlштать эле},ент ttГ-0 . Набор элемен-

'o"|-|\iJrcl ,9i,€Vi, ,
называется д о п у с т и мы м, если мнох(ество

"ro**J 
а нормоfi допустимого набора | наэовем

iп| t atr , который распространяется на всевоэможные его продолжения.

Эта норма может и не обладать обычнымл свойствамп нормы, однако мы бу_

дем говорить в дальнеfiшем, что допустимый набор мал, если мала его норма.

3 а д а " ^ 
L. Пусть эаданы функчионал haЛ*п некоторыfi допусти_

мый набор элементоY=tуl;rl ,fi€V;. Требуется найти такой элемент це?/,
которы й удовлетворяет равенствам:

" 
n ( u,rу= 1h,tг> Vtr е Ло (с. ra)

(l. ts)
свободноfi. Свободная

эадача .д co"ronr, таким образом, в отыскаllии по эаданному функчионму
/rе fl,* r^*ого элемевт d цё Ц,которыfi удовлетворяет тождеству (+. tc).

Важно отметить, что решение эадаrц L есть одновременЕо решеЕше

уравнения (С. tЗ), в котором ho-.y*.*e функчион^п, А .,2 
"^ 

С. Эrо,

факт в дальнеfiшем мы постоянно булем пметь в виду.

{rcut:g, Vi eI .

Еслц|: И, то задаw / будем наэывать

счптается выполненным.

lи

*) E"r,nJ -l,то включение Л C\kПli
**) л--'l Следовательно, rrустоfi 

"dбор [1iJiel ,r-й, всегда допустшм.



r',

Рассмотрим на простра Естье l! полунорму р(0-Z,W,u' j4 l
Ilr,or,",{Q)

И ПРеДПОrtОХ(ШМ, ЧТО ЭТа ПОЛУНОРМа СОГЛаСОВаНа С ПОДПРОСТРа"СТВОМ ,?

Е,2, стр. lИ-t70]. Последнее означает, что найдется такое эамкнутое

лиЕейное подпростран стrоYсЛ , чrо Л =Y Ф 1Л П kotrp) 
" оrr!,r*#'О.

Предположлм, что |ЦД2хр €ф l и зафксируем разложение подпрост_

ранства Л П kШР в прямую сумму линейrъtх эамкнутых подпространств:

.апkетrр-Ео,Q таких,_ тго 4 cker,Q Vs=t,.,,a n ackeoPi' Y/,/,,..,Ф'.

Череэ .B'O'rll 
- Рl п|r!/*Л*Пфо."ачим операторыr определяемые

соответственно с помоlцью тох(деств:

. д(О) 1ц1, о, - Ё \+, tп,ш)фlо Yrе.t ,

<Р шl, n, -F,\ц о,r",Т*"-Ё),rf {ciu'u)Fпn, Vге,fl ,

Положпм Х-YеЕ и введем оператор F'Л** Х* , сопоставляюtций

каждому фуrкчионалу ""l* его сужоние на подпространство Х .Рассмот_
ршм еще такпе операторы: .Dul-.D'o|ц+рfu), ц.а r.Вu-fu)=В(цг+ц),

аrеl!,цеЛ; фсut=гВrсuril,цеЦ, чеХ, l,eYo , гдаlо:

- |/ьеЛ* |. i,ц2-О VГе Ql,
Рассмотрпм при зафксированном И€Z операторное уравнение

ts, и)-l. (4. 16)

Очевиано, решение эадаtц / cyrrrecTByeт, если суrцествует решение
операторного уравненпя (с. t8) аля некоторого продолженляttг допустимо_

го набора ! , С другоfi стороны, уравненце (а. t0) прп l,eHo есть следст_
ВИе УРаВНеЦЛЯ _ thl

Lr'to : 0, (с. tz)

3аметим, что уравЕеше (С. l8) может быть преобразовано к урав -
нению (С. rZ) по схеме ý 9; при этом.f, f п | - нулевые операторы,

H-п:cokez3-a, Л=хоO,V-Q',Wt, Z-L7!,A=X, fi _ onepaTop вло_
женпя Х ьЛ, lr, након"чr|l,ф- ка8оническая бплинейная форма, приво-

дtlrцая в двоfiствеЕность noo"ri"""r"^Cnfl . Uэ определенця оператора.

С.|!'rУ * [*"п"ду"r, что

! 0 |\ ul, о )= { В ч, ч ), r >- Bfb * u), 0 > + < р (а+ц l l,r> Vae Ц,YаеХ,Vп!,Y ЫSв. t в 1

u

|tsrцul- lt,гl- =F(o+ ч)- l,t> Vче Ц, YчеХ,VrеZ,YlеНо.(л. ro;
3 а м е ча н ш е. ЭлементttIеЦможно рассматривать как пара_

метр в уравненияr( (С. t0) и (+. lZ). В обцем случае мы можем сtцтать

u - проиэвольным банаховым пространством "^ок , не обяэательцо со_
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держашl|м Л , и считать, что операторВ:.ф , Н " },Dавнении (а. t) и

м"о*"сr"о ф , на котором он слредеJIен, эависят от JrapaMeTpattreЦ,TaK

что уравнение (С. t) можно запшсать в виде

3ч)+ В, t0: l. (с. эо)

При этом on"o""oo 4 
(/) 

булет также зависеть от tГ . В этом случае мы
n (h)

булем записывать его в виде (r,
В дальнейшем нам удобво будет :]аписывать уравнение (С. t) в виле

(+.ZО), формально считая, что оно содержкт параметр аГеU, гае Ц -три_
виальЕое банахово пространство.

i( paccMoTpeHilыM вьпле o|Iepaтor)lrыM уравнениям (ур"""ению (С. t ) С

хаусаорфовь!м операторо, J и уравнениrо (С. tO), соответствуюrцему эада-

че L ) можно применять общие теоремы ý 3 о разрешимостtt этих уравне-

ний. Мы, однако, остановимся сейчас на одном частном случае ситуации,

описанной в теоремах 3.5 и 3.6, а именно на случае, когаа/|SlОj ll в

разложеit.!я*Z:ХlО..,ФХ!0 ,/I= Xrorrl,,,OXr, о которых идет речь в теоре-

мах 3.5 и 3.6 (или, что то же .:aMoel в разJIожении (.1.3)), соаержатся

только два нетршвиальных подпэостранства| обооltачаемых в дальнейшем

череэ / п Е . Такшм обраэом,Х=Yе Е, и возможЕы лиць такие дв€

пары равенсть: !-У n l- Е,ЪlО1 п Д=У@Е . Булем предполагать, что

diп Е < ф, и при рассмотрении операторных уравнений вшда (a. t ) c
Еенулевым хауслорфовым операторо, J вводить такие обозначенчя,.Y=Z

пЕ=д.
Рассмотренные выше два масса операторных уравнений в}rда (.:.Z0)

содержатся (при некоторых дополни,тельных предположеншях) в одном весь_

ма общем классе операторных уравнениfi, к определению которого мы пе-

реходим. Условия разрецшмости, форлrулируемые для этого обшего класса,

булут условиями раэрешимости как для уравнения (+. l ) с хауспорфвымrr

операторамп J , ,"* ч аля эаЕ,ачL (или, что то же самое, для уравне _

ния (4. l6) ).

Опре дел е ни е 4.2. ПустьзадаЕо полох(итель"о""п"поl

из расlлиренного множества вещественных lшсел: 0al<.o .Скажем, что

операторное уравнение (а. ZO) пршнадлежит кJIассу й'Й , если l ) выполне_

ны условия 1_1Y иэ ý 3, 2) оператор/, определен на множест"еХsVОеаy

"8aHi) СS(h..а.Y VtпtlбЬ.е.YUеаs выполнено тох(дество (З. rЗ) сФ=Хs)

З)lеНо " O)0['e0o(X,7s) Yhe|o, VаеЦs. Положим Пl=?П(*!
П р ш м е р 4.9 Рассмотрим уравнение (+.l) (или. что то же с6_

Moel уравнение (4. ZO) сЪ|оJ ), Предположям, чтоlr,fl*Н - хаусдор-

фов оператор, операторВ:ф*Н таков, 
"rоts(ф)С3@)О V, "leЦo . Пусть

переход к оператор, GУ':4И'о"уr..твлен так, как указывалось выше
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(напомним. что в этом случае dirntl=-"1. Хауслорфвость опера-р",f
выполнение условий l, Ш и ly ý 3.влечет за собой, как мы видели выше,

![ля выполнения условшя П потребуем, чюбы оператор 0'Z *Л* обладryr

свойством, укаэанным в пункте 2 замечания о выборе этого оператора

("r. ý 3). В силу теоремы 4. l (см. также пример 4.8), справедливы

следующше утверждения. l) Если Л -рефлексивное пространст"о,ф= fl п

оператор2Р усиленно непрерывен наЛ , то уравнение (+.l) приналлежит

классу tVZ . 2) Пусть ,N - гпльбертово пространство п 0 - uэоrетрический

иэоморфизм междуЛ пЛ*. Пусть, далее, для некоторо.о {, 0.tosu",
оператор;! определен на множест""Ф= Л2 и удовлетворяет HeIJaBeHcTBy:

lВtul-Вчl lt-i.(z) lч-аП |ц,rеЛr,Vtеlо,"fо1, где t rЧ,tr):R п

!,i,n, tr(d - 0 Тогда уравненпе (а. r) np" """*оrоро, l*е ЦО,i) при-

L'o'n"*n, *пл."у д(t' Vt. (o,i*),
П р и м е р 4.10. Рассмотрим задачуL и соответствующие 9гой

эадаче операторЛч zЛ*Л* " ур^""енпе (4. tB) cfie//o. Иэ опрепеления

оператора 8_ следует, что, во_первых, в данном случае uf _ кулевол

оператор, а во_вторых, выполнены все условия 1_1Y и тождество (З. tЗ)
.ф= Х. Таrylм образом, очевидно, что если при некотором 4 0.1< -,л (l|оператор Frп псевдомонотонеtr на Хд VlеНо, Vtte Цп , то уравнение
(е. rO) принадлежит классу ?П(О' . (3аrетим, что иэ неравенств 1.9..-
V1-:r,,,,r)o следует рефексивность прост р"""r"^ Л ). 

/7

Слепуюшrая теорема явля_ется непосредственным следствием теоремы

3.5 и определения *пл."^ trП't'.

Теорема 4.2. сть авнение 4.2о надлежит кла

0=t<n l ц пусть эадаш некоторая замкнутая областьfi

и векторное поле l r P* Е , которое невырожденно на lp
ненулевое вращение. Предположим, что в подпространстве

щg
nr.., 

"э lP
u

У существует замкнутая область / , такая, что 0е iпt !, р*!сХl ,у
имеют место неравенс тва

(е. zt )

(q.22)
Тогда уравнение (+. ZО ) имеет в множестве р+р по крайней мере одно

решение. В частности, если существует некоторое семейстьоЛ= LPJ по-

парно непересекаю]цихся эамкнутых областеfi в ,3 такое, что каждой об_

р€л могут быть сопоставлены вект9рное поле l 
' Р* Е и область

Ф "У , облалающие пер ечисленными выше свойствами, то мошность

х) ,.-/ Напомним, что эамкнутой областью наэывается эамыкание негryс_
того открытого связного множества.

l07

Пе.0!) Lч+t),ч> >0 YuedP, Ytе{,

Ре|Вrш+tг)-l, бДtlll> о Vue/l, Vгеdр.
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- множества всех решепий уравнения (+. Z0) в подllрострu""*е Х не меньше

Различные частные случаи теоремы 4.2 прп Ц-|(t'l Y=Z,!=1|-|аРgý-
.Сф.gil,Y4ф для гильбертова пространства I,, "^".й"ого 

(;амосопряженного

оператора J " "о*о"ственных 
операторов l , 0 были дс,казань1 ранее на

основе принципа Шаупера в работах ряда математиков. 3дtссь следуетl пре_

х(де всего, отметить работу А.Лазера [3] , в которой предполагалось,что

lе8Ш) "di,пker|=/ 
. Далее, в работе Е..rlандесмана и А.Лазера Г+]

при усповии dtmkerE:| для опредепенногý вида операторов/ ,обладаю _

tl,цх свойст вом: Ц!рf,JИlil-.Л), была докаэана разрешимость уравнения
чс2

i4.20) для правых частей, удовлетворяющих некоторым неравепствам.

Позднее реэультат Е.Ландесмана и А.Лаэера был обобщен С. Уильямсом

Г5-] и,И.НечасомГ6] на случай, ко.аа/=d,iпkшS-оо**). В работах

С. Фучлка, М. Кучеры, И. Нечаса Е7] и автора t2,9] для Бекоторых нели _

нейных onepaTopoBJ , бладающих свойством:, ЦlрltstЦl|:.o r была до-
казана раэре'шмость уравнения (а. t ) при любо{о'#rл"оо "лсr" l,e' ххх)

Слелующая теорема вытекает иэ теоремы 4.2 п некоторых утверкде-
ний о коэрцитивЕости семеЙств вешественных функчий, сформулированных

в ý 2 (см.. примеры 2.1_2.3). Олнако ясно, что с помоlцью теорем 3.5
И 3.6 мОжнО полуtrать r-rолее общие утверждения (см. пример з.6).

Т е о р е м е 4. 3. Пусть ура""""ие(4. 20) приаааrежвт классу Й
0- t<u, , и пусть на остранстве ý эадано непр9рывное векторное_

поrrе / : Гi * Е , невырожденное на множестве.9t [aJ п имеюшее не_Еуле_

вое вращение на сфере |tr|=| . Предположим, что для некоторого 0) та-

i)
,

кого, что 0.1o-.ro уYt"+ !l_.
П е, а!)а+ cl, ч >> 

|., 
(ц,ц l,d, }th, l ч l) V u cYso,|oJ, V rсЕ 

u, 
|О l,V le Но, V ае а s, ( л. эз )

xt , имеют место неравенства

) . Тогпа в нени е 4.2о имеет по

ОЛr (Е 
tо,lо!) 

хНоrllх*а7).и семейство функций

коэрцитивно на множестве r=h,tо), Иtо) , причем

(t,tz) убывает в широком смысле по аргументу trrtrK,

Rе[ts"tччll,tlИ\rtz(ч,вl,а)ф ацil,vl) YueYso,Lo3,Vrclr,[o!,Vte//rVнttu{+.za)

в которых 
'.. 

; (

1а1' a;t)|=,,,
каждая функчия

У4'{

на промежутке

. (х)
о,

п,лlг
(о,'0о айней м

одно решение в цплиндре
a

*)л"/ 3аметим, что в работе Г3] этого предположения не делалось
х*) л"--l См. также монографию Л. Ниренберга Г tt]

***) Р".упьтаты работ f7J и Г2] получеrФI одновременно и независи -
мо, прt{ этом в E2J были получены более обшие, чем в f7] ,утверждения,
блиэкие к тем, коп)рые сфорr,ryлированы в этом параграфе.
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а;] rt,', ti' l, 0, K=l,e.
влетворяют неравенствам

В частности, rryс,.,ь фнкчии of!}tt,,lrl удо -

а|,') u,,t ), ooцuLo,rt!o- t, tl,d Ytre hdо), Vlelo,Yael/s (+. эs)
п
- 

'firа,,Ц), 
ont'- o,t|L lru,u), yl 

rе (o,1o), Vлеlо, Vч е l/s , (+. zв)

где dur7l очr!, 0t>0, oo>0,1rzHorl/s*Л. Щ" rl * бooo<d726zt,

ao.arra,fta"# tt ! qп oo'orr-6,,6oD у tr(l,с)*0 npnl- 0, о* l1 l щ
каково бы rцr было0>0 , найдется члсло g>0 . щт' , щ
что уравнеrпrе (4.20) имеет по крайнеfi мере одно решение в шаре Х,

VlcHo"rVaellr; 2) еспи lo-b*,6oaee?6rr6rl L
бсl -fu.оrr- оr, orri airЙ ( / - Чп (б,,оо- бЕбЕl\),

то уравцение (4.20) разрешлrмо в подпростравстве Х Vrrrlri Vue U,

3а ме ча ни е. Еслrtв теореме4.3операторOi' соответствует

эадаче t , то эта теорема дает условия разрецшмостч эадgqцf , причем

поп, Ц следует понимать тогда мнох(ество всех допустимых наборовУ , а
полlls, 0<l<* l - совокупность тех допустимых наборов Р, у которых

lar.s/.J Иаогда условия раэрещямостп операторного уравнеЕия вила (+. ZO)

упобно фрtлулпровать в термиrцlх некоторой последовательности множеств

|{rl , расположенных в подпросlранстве 5 . Итак, rwcTbltp l, K=f.4.,.r-
некоторая последовательность огранпченных эамкнутых областеfi в под -
просlранст"" ,3 . Пусть ках(доtt{у к=/rе,,.. сопоставлено непрерывное век-
торное попе Д*rП - Е , невырожденное 

"л 
lP* и шмеющ€е 

"л dg* не-
Еулево9 враш9Еие.

Из теоремы 4.2 сразу следу9т такая

Т е орем а 4,4. Пустьуравненце (4.20) прпнадлежлт классу

йl!l ,0.0-.оо. Пусть, далее, существует такая последоватgльность ог -
раниченных замкнутых областеfi [фrj, к4,2,,.. , в подпростанстве Y, !_-

""с",цаg 
oT/LeH, y.aeas , уý[+h.\ УK, Оеiпt{, Ук t{

Пе < 0|' (u+ r'1, ч )>0 Vuedy, n Yreцr,VK. (+.zl)

Тогда если мнох(ество тех наlуральных tцсел К , для которых

Rе|Вrtч|D-l, бl*tчl\>о Vue!^, VrеOрr ,

не пусто, то уравненпе (q.aOIпMeeT в подIrростр"цsf9" Х

мере одно решение, прt{ этом еслli мЕоr(ества t/-

ются между собой, то моlцность множества всех

(с. zB;

по краfiней

попарЕо н9 пересека -
речJенп й уравненшя (+.ЭО)

в подпространстq9 Х не меньrц,9 мочrностц множества тех к , для кото-

l09



рых выполняется неравенство (+.ZS); в частности, еслrt послелнее множе_

ство бесконечно, T .TpaHcTBe ,f, бес

численное множество решениf|.

Нам уаобно булет применять в дмьнейщем такой частный случай тео_

ремы 4.4.

Теоре ма
0-1<* . Обоэна

[ul+9_c Х s Преllrолохмм, что имеют место неравенства

4.5. Пусть уравнениё (*.ZО) принадлэжлт классу
й

й,,
чим череэ , цля которых

д

Пп<ф'Urч),ч)>dО(ц,цl,а) (lцN6-tr-!,tl,аlVuеY4*,Vчеp*,VkНо,Yк?ls,G.я)

Пеdrk*ф,lrtrul>, х'i'(u,цl,r) и_-пu/-!.(l,о) VurY, r,Yrclrr,VlcNo,Vaettn(+ 
зо)

где

-2, ', Y4;9*х Hol ?/s*Го,d, [)-', Y4*r lpr,x Но, Цо*Го,-),l.: Ноi/;Р,6>0,1>0,л>O,Гх>,0,

множество

при чем

Сп едливы

lt:6

[,^ ! а1.
к+со р

(с. зt )

ю тв ни

им в

сть К*

попарно не пересекаются между

нс х бесцlсленное
х

а;,п зцD
rc'Ц

lltr-0, lи оJK

-оуtiп {r{l,а): о Тогда Уё > 0 наfiдется такое а> 0 r з6-
i*o
U+0

, что уравнение (4.20) имеет решенше в шаре Х, Yhеlоr,висящее oJ ai

Vас Ц"
Щ.Yе>о члсло решениfi уравнения (+. ZO) в rларе Хa стемится к

оо *-l*0,ttг*0. 2) Пусть l-- 
^.,Д,rп Р*-ф. Щр"""""*.

(4.20) шмеет в подпространстве Х 
"о 

;J;;;;"o" .о*;"r"*" Y1.4,
VUСU 1 прш этом если множества /.

тособ

множество решений VheHo , Vce?l
В ряде случаев могут быть указаны более удобные для прпложениfi

условия разрецимости уравнения (+. ZO), чем условия теоремы 4.4. Длгrя

их формулировки эафиксшруем lro. t=-, h.eHo , ае Цs, и предположим, что

существует такая последовател ьность огра ниченяых за мк Еутых областеfi

lфr|, K-1,2,... l в подпространстве У, завпсяща" от h $ цГ, что

х)
в виде:

Множество /л при проверке обоих ,т"о*о.*й следует брать

фr=|ч.Ylлцlс (tr+ ti, tft,dl+oo )u\, где Еоr0,
ll0



leiлt (/)к VХ, !^+ 9rс Xs Vк , и имеет место неравенство

пе < 0|, (utU), ц> > 0 Vu е d,pr, VIец , V к. (+. зz)

Введем следующие обозначенля:

'rr,'
3е |Зr(а+п-l, alroll,

lar,,,- 
!!{ И ,:,t{rr.r, 

POIBrtu+a)-1,6l,Ut ,

- rг.lц,п>к

/ _/ /uз} uEr,|'"
' 
r r, о, 1-1ь4ч l r", I l Й *sr,Rе [/z, б l, ul! .

Е &* iпl
& цеРr,чеlр,

-,#forrr, tu,Г

Т е о р е м а 4.8. [IycTb уравнение (4.20 ) прицадпеждт кJIассу ?пФ.

Тогдаrдля того чтобы оно 
"rеrrо 

. подпростра""о. Х по крайней меро

однорешенд€, авслучае , когда все множестЕа fr ПОПаРНО Не ПеРеСеКа_

ются между собоfi, - бесчлсленное мtDжество решений. достаточно. чтобы

выполЕялось любое иэ Ееравенств; ,)lr",t>o . z)Lu">lll ,

а если ,"о*"сrво U(r_, ч,'ri
Для ряпа задач т

з)trlЫ,
') L",l'о,ограничено, то любое иэ неравенств:

l.
еорпп лиффер енцпал ьных урав неЕи й нерав енсТ 

" 
ОЦ"r|'

> 0 удобно получать как следстше некоторых неравенств меr(ду двумя

фвкшшямл со значениями иэ расlлиренной веlцественной прямоfi, которые

построены по оператооч 3, п правой частп ,l, и эаданы на некотором

эамккутом подмножест"" lлГо единичной сферы BIJ .

Рассмотрим gгу ситуаццю поаробнее. Пусть / - р".r.рЕость под -
простанст"^ Е . 3афксиров аэ " Е базис lОО!,,.,r'd'! " эаrшсывая каж-
дый эrIементrеЕ в вшде ,r-f,S, n"' ,,"о" g- (frr,,.,,ýr)e(d*), мы тем

самым эадаем иэоморфпзм ,"Ьу л9 n Кq . Чтобы не вводt{ть новых обо-

эначений. tъl булем множества 
" 
kd, aооrветствуюrцпе прп 9том изомор -

фиэме множествам 9*, K-lr2,.,, , обоэначать теми же символами. Для

VýcKdr|OJ, YK ""p."l.(f) обоэначим совокупность таких члсел10>0 ,

чтоу|е0%. Предположлtм, что ОёdР, Yк ш суц,ествует множесъо 4|, ,

располох(енное на едпничноfi сфреtft- / пространс,uKd, которое облада_

gг следуюшим свойством: У* G)}g VEe ф, VK 
" Д * (ý)- О VУ€ u)o, YK .

Введем такие обоэначешrя лпя{еdоz d 
r,Bl,p!rrrou')\,Щ",, t il - u'Р k u 

" 
n,, l!i,,,r_, n 

",Ре 

| В, U Btr ч*'h,

f едп(l), п>к

fd, ..п"R=Р , "K{Cd, еслпК-С .D;" п в дальнеRrел.a(d-

lll



tU,rcrl- 
"| 

*р !:" ,u,',i,{-r,
€еlо,|€-rl<^,
рсlп(r), tп-r,lt

\trl-t },,о 
(il , c};f l- rц,orrlГrrl -дfоt j,týl,c-trl-Mttltrl,

п, 1з, t:ry$, s, о"' )-l, tl"t i r, о'О \,

l lLl
*

f - i,,rf Дr,, ЦlР
L>0 к*оо Yeaor|*ýl<7,

ре !п(€),п>к

d
пе |l,sr,Q},€rг"')l.

Очевпдно, для выполнения неравенства r""rrО достаточноl в сп-

лу компактЕосп{ множестьа ц), , выполнения Ееравен.r"^ lX ný)rO Yý'
е tlo ,, поэтому из теоремы 4. б слепует такая (см. fS, О]).-

Теор ем а 4.7. Пустьуравнение (+.ZО) прцнадIеждтклассуЙ.
тогдаrдля того чтобы оЕо пмело в подпросlрa"arrе Х по крайаей мере

одЕо решеЕпеr а в случае, когда все мЕожества 9r попарЕо не пересека-

ются между собой, - бесчлсленное множество решений, достаточно, чтобы

|'

выполнялось любое иэ неравенств: l

огранrrчено, то любое из неравенств:

) r.L,rG),o Yуеоо, ilj,y|,
Yrе. d_ _ а еслп множество U Ф_

,). !i_t,(r) ,g VеЧ,r)li.tgl ,
€ do'@l,tl}vr

ý 5. Примеры

В этом параграф мы приведем некоторые прllмеры прпмен9нllя т9о-

рем ý 4. 3десь буаут рассматр}tваться_нелинейные операторные уравнения

вила (+. ZО), прпнадлежацrие классу tltr't), 0.f aф , ппп конкретные зада!rл

теории лифференчиалььtх уравнений, приводящие к таким операторным

уравнениям. Полпространство Х , *"* и в ý 4, мы булем предполагать

раэложенным в пряN(ую сумму двух нетривиальшх линейных эамкнутых

подпростран"r" У п ! ,л*"*, "ro1Ci. Напомнлм, tгo в случае опера _

торного уравненпя вила (4.I) с хауслорфвым операторомJ nr"lo, место

равенства: Ц-L|l,У- Z "g:tr,a в случае операторного уравнения (С. tO),

порожденного эадачеf, /r_р""е"ст", Z-|OI ,Х-Д=YеZ, при этом

|Вrfu+d,аtl-<р(а+ц+lГ),t> VаеЦ, YuеY, VrcE. в примере 5. l
мы спецшально не выдепяем какую-либо конкретную задач, однако утвер-
жденляrв нем сформулированныеrлегко проектшруются на конкретные эада-
tш теории аифференчиальЕых уравнений, если для эгих эадач шзвост€н яв_

ный вид бплинейноfi форr,ш [irrJ (с". примеры 4.2-4.7, а также описан-

tl2



Еую в ý 4 эадачуf ). Как ш в ý 4,|o!'.'..,n"'l_ базис Bf;.
П р и м е р 5.1. Пусть операторное уравнение (4.20) принадлежит

классу П0), 0.1-.* r ш имеет место неравенство

.0!tu*пLu),- f (ц,t,l'u1(lul"-аltlЪ-l tl,a) VчсYх ,Vrе|оЧО!,Vl4,furt/rlэ. t1

где I i l,l (;r.lо]) r Ноr lh-Гt,*);t ,Hor llt-R, lrO,a>0, L>0 l причем если

f =* ,то !1l,a)-r 0 прпtL*0, ll't0. Пусть далее эадана последователь

ность Lqr!, r-1,2,,., l ограниченных зац{кЕутых областе П r!(d, обладаюшая

такими своfiствампz О€dg^ rr,ki!F*|ý|-0 , если 1.oo,"krgчrrО
-*, "qn" 

f,=-; причем каждой обласiп р* сопоставлено непрерыввое век_

торное поле l*=$|':,..r('):у2*Уd, """",оо*о""ное 
на lP, , "..ощее+ 

на

lp, неЕулевое вращен,'е п удовлетворяюшее неравенству ll^(9l<a*lý|l
YýeOrp* , YK . ,o,ed>0,|*ro , Прелположrrм, что либо простра"сr"о.2

впожено в пространство параметровZ ,nnBol/=l0lC fl, п имеет место ра-

,j,ir,"ro;* \ч 
bn' rn 

"r 
ц"l1,tРlrrчфсv) y ury, y rc Е, шt сI tr,ya е ll ;, (s. z )

где ,V_ наryральное tисло. !2j - пространство. точек Z0 " о-конечноfi ме_

о"о,.tУ': i!:'..-.,iY' ,, !. - натуральцое члсло ,S!LЕЛ*аI-L9*ачеу,)(Р/) _*) 
,

, - 
|,,1 -. 

оо .v!'', [Ё * i rr, r, t"!,r@)J l. р... n, €. Гg * [ nr.q r, п ; Ч lJ,

l<Lr1 ф, п щ,, Qixf29i *N _ функчия, удовлетворяюцrая условию

К"рti"одЬрп. 'З"6rf*"оруем при каждом j-l,..., l некоторое раэбиенше функ-

цпп 41 , t/t, с rtl', ýl! q'j'l- t, р!! sV! yVi sV'1+ Ц"'@Ч ýУ! sV)l , в котором

бу"*,l"" 'а , о, , t'j _ к ' о {"', !?r rк2),*д, l,до.п.r"оряют условшю ка_

ратеодорi{. Пусть выполнеЕы следующие Ееравенства:

. lЦt,lс0, rP+ |V', r'i')l./, ьV\+

#,iui"v' 1iyoYi'+ п-о tev;tliltu ) !{,a,,vy|! 2!LK', V-l...,ll, (s. з)

" lф; {,оfl, Y(i|+gY', уi'* /', !9') - 0,, bu', g{t!yV)+gV', f'j')l*

* li!'| t"Y| ý9'* ,l0,r0')l = i, @U') *

фЬ, о' lt е Y'il't r П 
о 

et|l r !) f ц ъgL аr,y у 
У| 
2lL к!, V; - 1 ",,/,l, (s, с )

"о. lj@!|)еLr,,r-,вФlЧ), 0.цoj- 9rllrj , Т, ta0) е

*)1+U 
= lt , если.f, .no*",,o "ll ,u.t+U-I,,."nn|/-|o!c|,

llз



" #Jtr,сit"ti,lф ,.r,'oj), 
О ' ^i 

*Poi/oj,

'r 69'l't ,#, ,circv,lejI,i @!{Qj),

^ "n"n^ 
j 
о, 

io " 
" i,i-"* li 11U\, 

to @Ч,А { {оУ1) чло"петворяют анлIо-

гичЕым }rсловпям, прпчемf. 1"l'1= 0 на l! псп 0 <оо. llycтb еще выпопне-

но такое неравенство:

*,**r!!,о,,,tЁ\q ь?ýчl;rфуlЫуЁф,,ъ" (5, 5)

"о. Э, 0,!,о .n"""*n"',':"'ffiЖI-1"":^; ..* i,i- i, то соответству-

ющая фнкч""kr@!) может быть сделана сколь угодно малой по норме

эа счет иэмененпя остальrrых Фнкциfi в правоfi частЕ неравенства (s. l).
Прелположлri "ri np" J.оо имеет MecTo_'HepaBeHcTBo \ri , а прп l= * -
неравенств о i;o.j Yj7 ,"*n*. 

"r" пr(gVlУр на Q; '. Нам понадобrтся

еrце tцсло/4л, которое при d<оэ определяется как минимаrIьное среди всех

таких u".л jii ,дJrя которых соответствующfiе функчии to {r9') отличны

от тождественного нуля на Qj , л прп !-n - как макспмаrrьное средп 9тпх

же чисел. Из неравенств (S.+), (5.5) слелует, что

;:! r:, Ll, t u r 9,^ €,о"' ), е В i,d G )о'О)1,, 
#1f ,l 

r l /,
(5.6)

, rёr(#1;rLГDС-с,lо ll'-rfu)) YuеY, YK, u+ly*c,Xx , Vаецх,

лллл
гаеf,о2OrO<соaо , прпчем раэностьо-€, может быть сделана сколь угод-
но малоft (быть может, за счет увелrr чения С, ), СЗ?ls*R п С(t) - 0 прп

tlг* 0. Иэ теореr,ъr 4.5 следуют такие утверждеЕия: t) еслп t.-,Oio
*Lln оtо'о*соQ-Чоtlхr-оjl) , ,оYё>0 напдется Е>0 ,эависящее
ото , такDе, что уравнение (+.2О) раэрешиrо в uвреХ, VLе//о"rfUеЦ"l
при 9гом если множества ;r'. попарно не пересекаются между сбоfi, то trдс-

ло решений уравнения (+.ZO) в шареХ, сrр"r"rся коа пр"fЧ,цГ*Oi
2) если t=* , r! , xlo " ёoro#citt-lxobj- Llo)) , то уравнение
(+. ZO) разрешимо в подпросlр."сr"е Х Yle//o, Vael/ ; прtt 9том ес_
лп мtожества Р попарЕо нg пересекаются мехцу собоfi, то уравнеЕfiе
(С. ZО) имеет в подпросlранстве Х б"с"п"ленное множество речЕниfi Vklо,
YоеЦ.

3 а м е ч а н и е (о выборе векторного """"l*({) ). Пр" исследо_

ванпи той или яноfi задаtи естественцо сн{lчсша попытаться проверить вы -
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полнение неравенства (5.5) для слуtl€lя, когда в качестве Д*({) взято ли-

нейное (в частности, тождественное)векторное поле. опишем одЕу ситуацию,

в котороfi non" ,4"(ý) ,о*"т быть построено по Ц"*uпr. 0; .Пуст"l=d ,

функчшя Ц BI!ti', x!',1'j') не зависит от аргумеtп ов gl') i ro',

f Ёr,iЧ7{r|п' VSчKd tгаеf€С , 
^ 

YK векторное non" ,4(fJ=

:щ'50, !.i,Ё r,lI'пtit 1 {"а :'!p,,,..,d невыроъеl:о 
i^ лп й

nr""fJ"i lg* "."yn"ro" "рай"-rr", 
tti,ачем l/(C)|<c'lýl' VУеlg^ , YK , й" 

*Й_ 
_|ii 

ii', Г,," 
узi^; 

lУ-lГ 
" 
rл" 

", 
" ^,"' 

oii o,- i, o,' ё, i, i !o' .' ; ";;
еслш положпть ДrК)=l (ý) Yr,To неравенство (5.5), очевилно, будет выпол_

нено. В слеаующих примерах 5.2_5.7 конкретиэир)rется ситуация примера 5.I

(пример 5.2 прелставляет интерес для нелинеfiноfi кJIассической механпки,

пример 5.3 _ для релятивистской квантовоfi механики El, стр. lb5l-'l ).

П р и м е р 5.2. Пусть эафиксиlэованы целые чпсла ll||la2/, (>0,

а также чпсла реU,o) , l, О. to * , пd>d . Обозначим .rерез ,/ 
" 

Л
банаховы пространства периоди""a*п* ""/
вектор_фу нкций соответственно иэ пространс

с

тв

одом tt)

(R),...'
вещФтвенных

е (R) п

уfu#fu, Рассмотрим наf систему обыкновенных лиффе-

(s.z)

ветственно эаданная п неизвестная вектор_функ_

ýý3ш4

" а - линейЕое подпространство в

ренциальных уравненип t

;; - { (t,ц, #,...,'#)- trц11, t еп,

"о.id)./l пчфе f, _ соот
л1 ttl пL ,l '-L,"n,3:L *Zо,ф fu

о.Нх.,,l //.ru
dt о|

стантоfi Липчдrца L (ll3'lP,l. t ,см.
пространст"о " kтo3 ,eeL! * kп,Sr7

"rrtll- першодпческая с периодом а) ве_

щественная матрича-функция раэмераП|П , элементы которой оr"о. "./
обобщенные в смысле С.Л.Соболева производные порядков tп-i ч t , npn"".

последняя принадлежит простран.""t /r,ц(R) , t{rR'RО'*О* ilО- ".*rор-
функчия, порождаюtцая оператор суперпозицпп, непрерывно отображаюч.rпй

в простран"r"о Н ,не зависяший от последнего аргу _

) или, еспп pcl. удовлетворяючrий по последнему ар-

пространств

мента (т. е.

гументу условпю Липшица на множест х,..х с достаточно малой кон_

kеr,ý* такое, что ke'r,3*- бgrý . Введем обоэначеtие tч=(о,ft,.,,
d^ч|...,#J. прелположлr. "т t) \(У tt,Yo),u)odl=o. Vце9,fпцQ, гrc (.,.)п -

скалярное проt{эведен". 
" 
РО, 2f l УU,! y*Oil r- f, +aSu|Lo+ al tг|^ Vo:LIs,

Y5Es.. [oJ , гае ОоэO,Оъ!;Lо>O,L>0,0>О , прпчем ii= 0 np" /.о,о . u'

,) 
! 

(и 1t,tlu+0),6ilodt- )Ё 
(| tt,t @+t),!tu+r),tu)+ 

ll5



rYr.'o'({,!(u+ol,luD{trdt, Vuе.fl,_YrеЕ ,.о. f еР *L_{o,rrll) , а

|1', R, R\О(П'r|* Х 
-:, 

{|"', R, R'ОЙ"' - R - функции такие, 
"rо 

fr. (l,!1ц*ц1,

!fu+tl, !ц) " Ц'"tt,'!turu),!deL,(o,ul) 
Yцеl , Yrе! r причем имеет

место неравенство::_ l'iuir(t,i+i,i*i,i).ir.H,i,iri,i li*ly,,"'(t,ir
*d,f ll)* tdl+ct||-d,tilt Yi.irRi'"') , "о" 

6 (t)el,(0,d),c>0,

\r- o,1r0,1oro "ёttl=0 Ha\O,tll np"/.., . Пусть ?, " l* - СооТВёТ-

ственно замкпутая область и векторно" norrJ иэ примера 5.1 (K=1,2,..,).

Препположим, что
d

;:tr\
r,tiiо,i,}) $ Ё l ! gl r'Itil dt > ё 

Wй^l 
fl / 1.п

Lnf

i,,i,'Ri{ф",

l^ d

}tl,tt,}
гаеР>0, i а У*_ число иэ примера 5. l. Будем счлтать, что прпУ=j>0 ,

константа 4 может быть сделана сколь угодно малоfi за счет увелшчения

константы Со и нормы бу"*чпп С(/) , тогда имеет место неравенство(S.О)

(c|/=|ol пСLu|= 0 ), так что справешIиво утверждение, сформулированное

в примере 5. l , с заменсй увавнения (а. Z0) на уравненtе (5.7) (в ланном

случае X:,fl , 
^ 

Ho:[teH l\il,d odt=o Vr dl е al)*). Аналогичrше ут_

верждения справедливы, конечно, и для других эааач (см. примеры 4.2 -
4.7пэааачу/, вýа).

П р и м е р 5.3. Рассмотрим уравненfiе

!ч+ сlцllч" i,* lut')* = tr @), (s.в)
9 х2 _r4 t а"

где fr: (r,,...,Iо), 
":*j-,"-j ffi,, 

' " fryurj lc.!c, - лиферен -

циальный оператор с постояньtми коэффчиентами аr 16*rеR , акl=аir l
lr;=4* r 4 п N- натуральные числа, удовлетворяюшше неравенствам:

i-iИ (8,9+4),У=пiл(4,п)rltd п а @) - соотвётственно эаданная и t|скомая

комплексноэначьtе функчии "^ 
Po,f, Le Р, Се8t IOJ , 6 _ челое число,

6+0 . 3афиксиру". u.no.trТ и вешественную невырожденЕую ,"rp"uy./
порядка д, . Введем соболевское простран"r"о W!(C,X) комплекснознач-

ных периодических функций *"ЛО " матрицеR n"jnooo" ./ . Р"r""rе, уравне-
ния (5.2) Ьуаем отыскивать в гильбертовом пространстве f-luеVlrС,illtц,
е W! tC,tt} ("r. пример 4. 8). Преаположлм, что dеtlаil r,,1:,,.. ,у} 0 ,а

прй |< п , кроме того. е]це 
" detttrlr, j_ g*rr,,,,ot 0 .' ПЬп""у""ь иэвест_

ной теоремой Минковского-Хассе иэ теориш ,lлсел El2] , заключаем, что

суtцествуют такие матрицы период о" Х , для которы* on"p"rop J булет

х)л' здесь, разумеется, сод
одического решения у уравненля

колебания маятника беэ трения,

ер)мтся утрержденле о суurествовании перп_
il+ <liлч$(t) ,4 ,0 , описывающего

в резонавсном случае, d-#.
Yе

llб



фрелгольмовым, как оператор иэ простра ""r"^Хв простран.ruо W! C,Xl ;

при этом |ъt=ukeot= С . иэ теоремы 4.5 (см. также пример 5. I)
следуют такие утверх(денпя: l) еслп tr! п лпбо|>0 , f -четное,ч1252
20 , лцбо7r'+6>t+l , ,оYё>0 найдется такое 2>0, эависяlrее от Р , что

уравнение (s. 3) имеет речЕние а @)е Л, la (z.l.l< О, Vl@leW) (C,1),|l1akzi

2)еслпl=0, F+6> l ) f +6+fu6| , тонаfiдется такоеД>О, зави_

сящее оr Х . что при lclse уравнение (S.8) раэрещимо в npo"rp.""r"" rZ,

Yl@lrW!tC,ll . Сфрмулrrрованные утверждения остаются справедли -
выми п в вещественном случае, еслш cer?-[0J, а б нечетно.

В пршмерах 5.4-5. В t2 - огранпче"""" обп""r" "RО с достаточно

гладкоfi (п-l,) -мерноfi границей а{2 . Точки f) обозвачаются череэl' ,точ-

"" 0Q _ через д'
П р и м е р 5.4.Х) Краевая эадача для системы:

2rr.
дчr+аrrc)lцLl'' toуourl аМ|Рtчil# - f ; lc) " Р, ft -yitdlHa lQ,

где i-l,.,.,/,l, ч-(t]r,...,Ц1),li;>0r6irO,tt);+оr- /, а;(с)еlд(Q), /-Д="п,

\rJ"ld"JO, 
9Ф - однородttый степенп пL поллtном "r?', обраrцаюlцийся

в t{уль только при ý= 0 , пмэет в простран"r"" YУr' (Q)r,,.rW}rаlпо краfi _

неfi мере одно решени", " ""n" 
lV нечетно, то бес,шсленное множество ре-

шений Yfretrr(a), Yrrrw'' h 0а), YЬ/,..., /,/ . Это утвержденце следу _

ет из теоремы 8.6, а прп ч);:фr 6i-6 rfr;=Р Yi-l,,,.ril _ шэ теоремы

4.5. 3аметим, что при lV-/ оно сохра}lяется и тогда, когда неппнейность

шмеет 
""оrlu!d Цп lцlб , гпе4) > 0 ,6 >0, tj+o <l, llпur,

П р и м е р 5.5. Рассмотрим кF.аевую эадаw для системы lЦ+
rf@ul(hlufi{-f tcl u- (tl,,.,.,t!,y), l >о,7сХ

), au tcb ф"lа1,,..,ф@D,
"" 

lQ , где

l ro np" t= О , .Р@, {: @rr...,drg,rяж
а'|ltс)еL,tQ),
,J/týl-;a (!

Р'Т, ý-- {,*..- ý;" Предполоlt<лм, что векторноо по-

a.t@)dс) ý" цно 
". 

Р/t lO} и его врацrеЕпе наЕевырожде

сфре lf |- / отличво от Еуля. Введем обоэначенля: fl- (Q),...x (а)

Uл,
I

fugl аа) bфclstil),

п

l-
x.,,xwH-L (Q),...l 7 имеет место

слодующее твержаенле (теоремы 4.3, 4.7 ): укаэанная краевая эадача раэ_

рец$ма в пространсr"" flз t)Yle| , еслш 0-1.t , илп еслш |-l ,п>l и

/ оо"r"rо"но велшко, Z)YhCl/ , имеюlцлх достаточно малую Hop^{y, если

lr0 ,лrl "n" ..nrt-0 ,lrl , з)YlеН, у которых l\Fpld"-Ydфl|t,
*) В 

"rопl 
п сJIедуюlцих примерах 5.5-5.7 все функцип п функцпонаJrь-

ные пространства сltлтаются вещественЕымп. 
ll7



..nutr0,1-0 
(,

п р и м е р 5.6. Краевая эадача ц\аi+рч+Vф|цiъхпu-/tll,чl+
=q,_цЦ-l , глеы.,р,о, t, R, {, Lр@,t),7эе (tto),te (o,.l), v ,l1e/r@, л42= N7j ,

r _ целое число, \l ttle'ry |ИtГ|еО'|"-'Оr+ 0 , разрешимаеЕ.о|Zl
в простран"r". W!@,D Vf eLr1o\, Yа,|еR ("r. теорему 4.3).

Пример 5.7. Рассмотрим эаааqуL ("r. ý4). Пустьоператор

В'О'rЦ* 1* удовлетворяет неравенству: < В@'(о*Ц),Ц>> eo(yo(u)-CW))

YЦе,Я , Yae [l , гдеёо)0,6>о,с: Ц*R п c(tt)+ 0 прйцг+ 0, а оператор
л (h')0;' псевдомонотоне" на ,{ V le Но , Vae Ц Пусть, далее, оператор

р, Ц*_|,* удовлетворяет тождеству

< // 
(ц),r r=F_r^\о,оРr_r, Va) | чdо Vце Ц, Vrс Е,

гле ё*с R t [oJ, Ё ( 

{,,., :f, 
),,| с ГЦ 

* l r,,r,J, l= l-о, ll 
rХг !l,...,t/ J, f,п 1r- z

прп к#!, фj (il:Ёl€ti r:G,, ,..,ý|еRr ,а(с) - n"r.onr"" функция, удовлет-

Ёоряющая 
""po""""i"y 

O.a(a)s KeXta) YrеQ ,КСR, Предположлtм, что

ZПkеZГ-LО| и существует раэ.lожение подпросrр"""r"" Д в прямую сум-
му линейных подпростр"""r.,Е-
npn tS*. В силу теоремы 4. 3,

"r"еХ Voorry"."r*lx наборов

такое z >0 , зависящее от € ,

9

E,O..PEn такое, 
"rо Erckel,{ VlсХ,

эадача / "pпd>Z разреrцима в подпростран-

"YleHo , а прп(<1, Vоrо найдется

"rо "ад""" 
/ имеет решение в шаре Х,

V допустшмых наборовQ,lgl< 2 .VheH"n. Пусть_теперь операторll уао-
влетворяет тождеству фui,,п 

1,,,,,,,,,,,,,,,, 

=ЁЬФrii,rа uо1! Р crrlr) 5 
оЬ Vцеl/,

VrcЕ , гае ф. (t,{):r?=" F!'r.ir';*) z,/ - целое; /-ъ < tl.1 ; f - ,о,

же набор операторов, что и выше, причем {!"Ll, "а!2 ( 
ф._ ""r"on

Кронекеса), 
5 rWt' д,е tхl(Ql i a!)tcl -О".r"рrr"я фуrпсчия и

|а!|о|'= К 
^iп(е'-'@t,сt'ti) 

VceO , Ке R i ""*rорное 
поле /rý)= { \ O1cild"l l

невьtрожденно на Р". {0} " "r".т на сфреlýl= l ненулевое вращенuе, Р(ф-Ьл-
нородный многочлен степени m ,пR" rобраurаючшйся в tтульлишь при ý=0 . Иэ

теоремы 4. 5 слелует, что I ) еслч 0< r) < l 
" 

(o-t)(l-aD >Tl, то ."дач" l
разрецмма в подпростр"""r"" Х , а есrш d>0 пr{ """"r"о. то она имеет

в подпространстве Х б"с"пспенное мпожество решений И оопу"rпrых набо_

еоь! пYlеflо. 2) если l-q,-u)<O ,1,6-fi(rtl).Z-/ ,"оУсrl найдется та_

кое е>0, эависяшее отО , что задача/ раэрешиr" " ,"р.Х, У попус-
тимых наборов 

' 
,Il/,€2 , пYlеНо, i если, кроме того, rУ нечетно, то

число реше впй эадr"л L в шаре Х, с"реrится к с.а , попf +0 ,l,*0
Во всех предыдуlлих примерах подчиненные добавкш имели рост не вы-

l18
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чrе степенного. В слелуюшrем прпмере рост лбавочной нелинейностп по Ее-

котороfi подпоследовательности может быть сколь угодно спльнымr

П р и м е р ý.8. Пусть операторное уравнение (С. Z0) прпнадлежит

классу tаl, и имеет место неравенство

пе, 0|'t*п, u > > g (u, с, l,a) 0 af-/ (п а t,l t | -l ft , d) yцсy, Vге Е, yl е но, yue Q,

гдеtzf , lr|fоll!*|о,*1,tzНоlЦ*Уr/ z |О,о,)r|о,*)*Rr6> О, прЕчем

функчпяf, воэрастает в шцроком смысле на промекуткеfаrоо) по любомулз

аргументов при эафкспроЕанном другом. Пусть существуют две последова_

тельности полождтельных чиселl,Р*} "tU*}, бладающце свойством
гп(f*tх)+ B(l,t[)
Uп *- < l . 3афксируем некоторую последовательность[У 

}Fфf*
огранлченных замкЕутых областеп "9, обладающую тем свойством, что

?:F"_lгt<tк . п последовательность непрерывных векторных полеfi |lrзf**
;ifi, невырождеЕ""r* ", lP* и имеющлх 

"л 
dy* ненулевое враrцение. По_

ложим {*=[aeYltul-Yr]; . Тогда при выполненип условцй теоремы 4.0 илц

теоремы 4. ? уравнение (+.2О) имеет в подпростр"*"r." Х по краfiЕеf, мере

одно решение, а еспи множества /л попарно не'пересекаются Nrежду собой,

то - бесчисленное множество решениfi. описанная ситуация конкретшэЕрует-

ся в следующем примере, где все функчип и пространства сtитаются ве

щественнымп.

П р и м е р 5. 9. Рассмотрим краевую эадаw lц+ф(",о,*-,,..,*)-

-f @)" а, #: x{ct)Ba lQ . Пусть фуккчия ф, Q,R*'*R;;l*""r;: -
ряет ус,Iовию Каратеоаори, причем r/о trt 

= 

Ц/Р _ _,lr/ @,fo,ý)le/r(a),p'
,%,Yаrо . Положим l^(6):l о- ,rл. l€,,kбо,ýеR"

у-с, + i:t, !:;:; |?;' |:,',:'S,';;;';{{:-,:!,:F.' 
" "''

Пусть, накоЕец, аm ? (по повол5r обоэна-

,,."n" su р, ",.-? Т;, 1,,,,'r)'?;!!r:,"Чil,У;r;i:) " !g- t,1. \/оь
-)olB'ld"'* |+Gl. тогда укаэанная краевая задача раэречдлма в

пространстве Wf (Р) ,
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