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НЕКОТОРЫЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ (ЮРМУЛЫ

для тригономЕтр}нЕских и а{спонЕнциАльшх многснJIЕнов
и связАнныЕ с ними оlIЕнки

П.И. Л и э ор к tl н, Д.Г. Орл ов с кш fi (Москва)

t 1. Введешlе

Рассмотрпм тригонометрическlrfi мноrэчлен

Гоtll - ? -2, @,tоока+l*Srпхо). (1)

Для него извесгrrа интерполяЕtонная форьrула

го{аl- kРГ"t,til aorc-ti), (2)

где 
ем

Оп{t)-'!л.Ч , t'-*i ,i-0,|,...,2a (э)
еЕiпi

(см., например, Г1_3] ).

Введем Jz*/ -r,rcpHoe пространство По-lЦtеllс HopMofi L, л буrcм рассматри-

ватъ оператор

Е z To{ol - 
(Го 1to) , . .., Гоd2О)) -lxo,..,,!2o\, (4)

отобршсаюllдлй По ь пространство Rro*, , которое мы надеJrrrм нормой t, . tЪ*п-
ны оценщ нормы ryгого оператора

L
р

АlГо rilr,
l2E\

-\о* )
lty"}l <Bl\vll (5)

ц 'Lp '

"д",{ "J не зашсят отu (см. Г1] ).

Стаrъя посвяцена поrццgццrо интерпола!Е|онных фрr"rул для трrrгонометричео_

ких lI акспоненц{альных мноt\очIенов в многомерЕом сJт}гчае и вцЕодI дrrя нпх

оценок видд (5).
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ý 2. Интерполпцrонная форму.rа для тригонометрических

многочленов в многомерном случае

Интерполяtлtонная форлrула (2 ) легко поrryчается, если использомть соотно-

шение ортогональности 
aя

\r; @О: @)do- Чгt*7, (6)
0

,*O!OflB-t\i (6) проверяется непосредственно, есJIи учесть, что

,,кСол*Ёсо I
т (7)

(8)

(9)

(tzi

п (з'
Пусть теперь

aо

Интегрируя с учетом (6), имеем
zг

To@1 -2n^O! ol,

\ '" 
,r, Оо^ @)de - Tonr

0

Но, с лругэfi стороны, все коффищrенты Фурье ядFа ДлрихлеQtаl равны единице,

по9тоNry

( 1о)

<l

ir\ 
',tс)Оп 

tc-t)da =-Го (t),
0

!*3 Con

т,

Сравнивая (9) и (1О), видимr чтоd э LT.tt^t, откуда и получаем инт€рполя-

щ{онЕую формулу (2). 
К ефl n'-

lЪреfiлем т€:терь к /V -MepHor"o случаю. Пусть

Uo@l -o}_nc^ei'", (rr1

3десь и в дальнейшем п-(п,,.,,,пr), К-k,,.,,3| },ryльтииндексьl,С-(Ц,..,,.ti,хъкFi

-.+кilчt. 3амсьд54 o3нauaeт, что это нераDенство выполняется д,,rя всех компо_

нент мультииндексов к п lL. Пусть 4- r.уО l",0a1.<2L,;t,,,.,l,,|J. Тогла

IГ--'l (lri'
Введем в рассмотрение многомерное ядро Дирикпе

к.с.l l,юпtс)- h _o.?_nr"'
! !*"i-!'".

- l t 

-.-l-

l
а

tJoqle'i'f d,

lt
:п
iч

(
l" 2Sпа

2

Так как Ontrl имеет единичные коффчиенты Фурьс, то справедпиво |:|авенств()

Uot,c):# \ tJn$)Oo@-y)dy. (1;r,

Возьмем проиэволь}rло систеN/rу о""fоо"""о"цллх уэлов

/ ^-( ?*-r:....'ffi*r;), *,=O,',,..,2oi, i-1.2...,,N, (] })

бl

)



Рассмотрим 
"o"o*ynrocT" 

Уо всевоэможньrх многочленов sl,na (11) при Фк_
сированном а . Ввиry (15) система функшлй |Дiв| линейно-неэависима, а так

как их чиспо равно раэмерности пространстм Vо , ,о они образуют в нем баэис.

Легко видеть, что соотноlления, аналогичные (8), (9), (1О), сохраняются, и пф
ЭТОtчrУ

sZ) ttо ttr)Oit"l,

Положим9jв)-1@-t') . Тогда в силу (6)

tоi,ое^ ): \ oitclUhrUr -W +
а

lJ, ro -2 ,. 0 
О^"

,, 0скеп

) u',lrr ( 15)

(rz)

( 18)

( ro1
0sK62a

ý 3. Интерполяr8lонная форпrула лля

gкспоненщ{аJIьных многочленов в многомерном сФrчае

-Булем 
рассматривать теперь экспоненrдlальные многочлены, т.е. функшtи вида

!Jo{c)- (! ф)

Ясно, что

'r-#,,
Введем одностороннее шро Длрихле

Дrвl-fr o?rror""

\
0

lJotylio'tЦ

sM (oi* D ?
2Stп*

е

(форr,ryла (18) проверяется непосредственным вычислением). Аналогично, как и

в (13), получим

LJпtа)=#\urчlД"@-у)dу, ( 19)

Узлы интерполяции определим следуюцlим обраэом:

'^- 
(#*f,, #*,i) , Ki-0,1"",,\ , j-|,2,""N, (2о)

Положим bittl-!,oe-t^). И"*од, иэ определения (18). нетрудно вычисJIить скаляр-

"о" 
пооп"Jл""п" {rcl " ДС, trl

( Дj t,l, Д0, t"t - 
!r; 

rclГ, Bldr, 
" 

(!, Т) tл, . ( 2 1 )

Введем множество Vо+ 
"*"по"""lд|альных 

многочленов вида (17) при Фкси-
рованном п . Система Щr"l} линеfiно-неэависима и обраэует баэис Vо+, поэтоilrу

U,!(э) -:.о(* Дi ta) . Интегрируя с rrетом (21), поrryчаем

1,1 х;
:ПOЬПjt
r,

в2



tU, t"l Д|rclrl. -or'
а

Но в сипу (19)

lJo(t' ) =L\ и, tоЛ ftLc)da - i,\u,oAf-{ )ar-o*|u,atфla". 1z з)-а а е
Сраэнивая {22) п (23), видим, что

uotc)- (! rt) A."u"(ё')!,i trl. {24l

3 а м е ч а н и е. При N-] чп=Zпфрr"ryла (24) приводится (домножением

,, e-i'" ) к иэвестной интерполяrц.tонной формуле (2) длrя тригонометрических

многочленов. Если же z нечетно, то Экспоненщлальный многочлен не сводится к

тригонометрическоN,rу и фрп,ryла (24) является новоfi.

Примеrим полученвый резуJьтат к функщ.lям вида

Тr,п (о) :_n?r*o crei'", (25)

iпz
Умножением на0""'* фнкшая Тr,оtF)a"омrся к экспоненциальному много.{Jlеrvl сле_

довательно, к функш,rи [Jr,оtО:Гr'@)еО" примеЕима интерполяционнаяфрr,ryла
(24), из кmороfi слеryет

г_ _@l-( i -t \ 2 
о 

r,,оtt*)o},о F), (26)'fп,4 ъ--' Хр пi+п;+l l 0gкап+

(i+
}а' ) кol (22l

(27l

"ле 
Oj,op1=Or'@-t^ ), npnr",

о_ ,"-г|,iЧ'iп,Q, ' r
sопff",,
еrr+ '

{- G#+ т:,,.., ffi,* ri), rг 0, l,,.,, пi+ п., 
7 - |,2,.. ., 1,1. (28)

ý 4. Оценки, связанные с интерполяц онноfi фршrулой

В пространсr* Vо* введем оператор ( сr,едуюцдлм образом:( U^tc)-|UoL1l=1y!,

Поrцццу теперь оценки нормы оператора К . Для этого исполюуем инт€рполяц{он_

ную фрr,луrrу (24). В фрr,туле (19) ядроДо@-!) можно эаI\rенить на любую фнк_
шrю, коэффиtдлентц фурье которой при 0sKcrl равны единиче. Выберем слеryющее

ядро типа Валле_Пуссена

Y о,^{с) = +Р -1До*1 tc),

где
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1Д,r; ", 
- k _R"*, ,"" ,

Ясно, что коффшшленты Оурr" Vаr(3) равны единице при OsKsz, следовательно,

Llo ld - h \ lJо(рY о,^ ta -pdy. 1z э)

а
Легко вьнислить явный вид 9того ядра

|l

Vn,, (r) - l] 
U+

Теорема

" (i +)Ь |uo,.)|rr,.,,

,"j 
(,j ) -,i, n' 

r r''" 
Т:,#Т'

1. Пусть [Jnrc) -Z.-_C*e 
i" , l<p< u"

" 0ск<п

(3о) .i

, тогда

( zl
0ýк]5а

Un rtrtl')i

\ rl otýN o,^\tt 
g л r|* la s ц

( 31)

( зz1

(34)

(з5)

,l
где l определено фрr,лулой (2О).

Д 

- 

1.Иэ неравенств týйс|с',#*lýИu|<tЛt
при lul*$ ""r."*""т 

слеryющая оценка прu 0<lal<E z

I

|*,*\п*п+2, 
#lsпЧ Sи ап+п+2

а

tпSИаf

IKl

Далее, иэ фрьrулы (29) имеем

Отсюда поIryчаем оценкуl'lп,rlа) при Р-= lrr|<E, j-|,2,.,.,lt z

lVn,, tc)l = L пiпl!'r;л,rО, #). (зэ)

бн l'l,
2. Ясзо, что lTlorQl Untf^)l<"aclUntcll, прцчем равенство достигается на мно-

гочленах 
ф +)Цi;, , поэт<iф в сиrry определения оператора К имеем

- |,L-*l-

ýА |U^(t:\-* 2."| 2 
olu n,^{t\ý)l U,.rр tаr .

tЕксп

З. Введем функшлю

и(f):_> lVn,r{tl-rll . (з6)
0скбп 

еt
Уэлы интерполяtд{и отстоят друг от друга на 

- 
вдоль оси 1. , поoтоlчfу сдвиг

" . , _ lЦ*, ztrкl \ 
oj+t 

i, rK_ [щ эtкtt\ý*ý* U;,..., ц, ) эквивалентен сдвиry узлов/+t -l*,-,,,,,,*t l
(по молулю 2lT ьлоль мждой оси). Следоват€льно, при сдвиг€ между функlдлями

LVn,п(t^-ý)} с раэrr"rrыt"fl.t к происJ(одiт перестановка, и поэтоlW сумма (36)

не меняется, другиьоr словамц аг(f) периолична с периодом ft "oon оси а. .
l'

и



TarulM образом, достаточно оценить 0 (ý) в ку,5е с ребрамлl длиной # В си_.ry

2f -периодичности, функшию Vп,rtа)можно оцеttивать не в кубе f, ,'" " *у6"е'=

*!.rrrrr.-,Л}, " чJtý)- в кубе ?-|-fr;е,*-fu,п',П\.3ададлrм узлы следующt{м

образом:

ri - !{" з ,'=/,2,...,N i ц.-Q,!l,!2,... ,!tl,, (37)

где 
1.: L#] 

_ 
"Jnбor,"r"" 

целое, не превосходtящее ? ^,,'.nr, 
хотя бы одно uз а/.

четно, то вознrtкают "лицlние" уэлы на границе куба а' , что I\rожно доrryстить,

так как сумма (36) только увеличится. Но тэперь llачало коордrrнат явrlяетс8

центром симметрии рещетrg{, обраэованной уэпами(с учетом 'лиtлких" узлов), и

в то же время центроv куба | . СледоватеJrьно, мажсранта (33), сдвirЕутая на

уэлы, расположенные симметрично относитеJrьно какоЙ-либо коорлинатноЙ плоскос-

ти, даст функ:пти, симметричные на f, относит€льво его центра, поэтоaчfу

&r(.г)< i ,?r,^и[i tо,-п,,+2), ffiI:
-}r,rllj@,,+п;+2',,ffit r.rl

(мы использовали тот фкт, что имеется ро""оё" *.Ьор"""Ь",образованных ко_

ординатными гиперппоскостями ).

В сумме (38) только одно слагаемое, отвечающее уэлу Г0 , имеет мокси-

lviyM наl 1 равныЙ [! tпr+пrr+21 , остальные слагаемые определяются выраж€-

нием в (38), стояftшм после эапятой, и возрастают на9 по каждому арryменту,

достигая максиr"ryма в точкеJ=?О. Следоватеrьно, 
2l

N

сг(ý)- ! to;^;r'*а,
Е

Пусть, дJIя определенностu, пL, l
(i =1,2,

п
oi*,

о
п2K:+l

п,+
J

Еz\
Tlt_!#)'- ф,h): (

^jк>0

It
п

tsl
N)

ýz)

( 39)

(4о)

1+r)

ц(ý)./!,",*,,r fi, Т|П
I

+ Гцэ:oj,, J

- r' i (пr+t) +
lчt

Еслп 1tо=171даlпr,,.,rппl , ,о

щ'
л.l

1l!_гI
1tt l l
' l'l

i r",*rД r:

2KSlZ0< i?
lt

ýZ)
0<2кaп

Следовательно,

а{€)< (! ,,,r,l|'-i (,-+)#J

Отсюда поrryчаем слеryюцryю оценку
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ц:ý)<jrilnr*,), (ezl

Таким обраэом, имеет место неравенство

2 llJotcril-= ("1)' |!, ,",r,,}\rr" (t|ldt (4з)
0<k<п l9 \1L' |j.t 

' а

4. Покажем, что неравенство справедливо для любой системы равноотстоя -
tцих уэлов. Деfiствительно, любая такая система поrryчается из (37) сдвигомl*-

-To+cr. Положltм Voи)-Uoto+To), Vпw1_ экспонёнlЕrальный многочлен степени а ,

поэтоrчfу для него справедлива оценка (43)

а |u" (r.)l-= l*f li in.* tl} \ 1v" r*llaz.

,й|\пrе'1l-Дri Uп{t\r\l=Ё"'r"t/'ll ,а" с другой стороЕы, ъ чvry 2т -
периодичности функшли Un {Х)

\lv",r,ld, - llr" eidr.
аа

с л е д с т в и е 1. Пусть tips*rUotd -_2 c^ei^n,
" 0atý/z ^

форr,rулоfi (2О), тог41

|rt ",r,l!\tu_oltat.

t'

l
Uпtt'il. (*)

определено

{44|

определе-

zl
0сксп

Таким обраэом, , приrюдим к оценке нормы оператора (

|*|r,_,,. \#/ l! ,";-,,\\tu"Btat, (+s)

5. Мы поrryчиJIи оценку норryrы оператора К rrрчр-l чр=*. Для того чтобы

оценить Hoplvfy этого оператора при проиэвольном значениш р (t<p<.-) , испоJIь-

эуем интерполяIЕ{онные соображения., Пространстьа L, " l, **rся tlнт€рполяtЕt-

онными мех(д/ !,,,L* n l,,l* соответствеrно, ,,.е.Lr-V,,lдr, lр-ц,/)0
пр"$: t-} . Применяя Teoperufy об интерполяlо|и операторов, поФrчаем

,rrrr_ 
o=tKt'r!_r,lrtrr_*r_= {(*[d to,*,l!l ,

Итак, теорема 1 докаэана.

Следствие
но форьryлоfi (2О), тогла

2. пусть /--р<*, Llоtо-Э crei^',
" 01tкп ^

t^

I

)}е ltJot.)l

08

,"з, 
L?." 

l rJoc"*t^)|'!b. |*l ! (пr+t
Lrrc) (46)



Действительно, эафксируем 4 , тогда функшrя Vоtd - Uo rсо*z)
явпяется экспоненциальным многочленом, l4 мя нее справедливо неравенство (31),

т.е.

t,}"l uоtt')|Р}Ё- t 
(*i 

Д 
ш,*,l\Ёlчоrr|rr,q,.

Но так как

а" l V" tl"ll'- Р olUotco*srl|r,

а, с другой стороны,lV"О)|r,о;l!Jоt,)lr.,r, то неравенство (46) установлено.

Т е о р е м а 2..Пуiть l=p- *', i*rr,- /r rщ
lK-'l уr_,ьr= {а')Р Сr,q ft)u , @7l

гле f,,, - постоянная в неравенстве Рисса (48)._r
Д ок а э а т е л ь с т в о. Пустr,10(О) €Lr, ч представJtяетёя рядом

р(с| -_.?.nuh r'r" ,

Тогла Р(а) -оf,"о g*еk" \?*^Prr,u 
_ Фо tcl *й" F*ek' , где

Ф"О4 ЦеU", ^ 
эаписькf Г4д]t оэначает, что для м)rльтииндекса к неверно со_

отношениеfýкýа. Так KaK{trl ,."""тся экспоненtд|альным многочленом, то для

него справедлиЕа интерполяtolонная фрr"rула (2а)

* r", - V *),а"фоtt- l Ai t"l.

Положлм tr-Фоtt^) и оценим скалярное проиэведени.(lJо,р) 1 испоJтьз}я нера-

венство Гёrьлера

l|uo,l'll- l \ tlotxl{tcldc' :' 
) 

lJot"lфldcl :

-ift)lay. Iлkwff)(е",r.r)Ё (*р.__, llo-(')7 ,

Прпмеюrм т€перь неравенство (З1) к последIеDry множит€лю

|ltJo,')- (i #)(д", ry^()Ь tB')h (i +)Ь
Воспольэовавlrшсь нерав€нством Рисса

lФо ellr, * Cr,|9lr,

(см. [Z] ), окончательно поrтучим

фп р,.

(ав)
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t
тl(Uo,9)l* (6") Ср'

l
(п
у oi*,

Zc

В crllry проиэвольности 

'0

ОТКУДа И ВЫТеКаеТ УТВеРj!(ДеНИе ТеОРеМЫ.

следствие
ц9_ф9рмул9Ц (2О). Тогда

ltlo..llr:|K'' |9r\|p u 1B')ft сr,(Д ft)i |l!,!lo ,

lv

приZ+оо(см. t1] ). Таким обраэом,

ll

lly.}b lp|p, ,

при lпl_о-,

1,1

)

До ка э а те л ь с т во идентичнодоказатеJIьству следствия 2.

Поrтученные результатц Morýro кр8тко форшtулировать в спедrtощем виде;

Дrl tJo(.)lp< V ;)i лу|k"|uо@+t',l'It .

дрl lJпl о 
- Ч ff)' |,aol uo tt' )|' |f = Brl l:ol р,

lДо tcildc : \
а

lOrrtarll dc,, - константы Jlебега. Иэвестно, что Lo-

(49)

Т е о р е м " 3. Щ l-p=-, Uotx)
0ск41 ^но фрьrулоft (2О). Тогда

(5о)

"д" 
/_ ч В^ не эавшсят от п .

3 а м е ч а н п е. Дляр=/ неравенство (aZ) не выполняется. Эго слеryет,

например, из того, что при четномп-2m имеет место lДr<el1-1a.tcll , и по-
9Tol"fy

"о.,лi

a^{c,l
2Е

\
0

\
4
l

Е

6

d" -! 
\r,,{t;ildоr- ",i ',, 

,

2t
пj+l

п
i4

#,ko

! 'Оr. 
tallda - \!*) П h^.

Fl
с другой стороны,

(п
7Ч ftl,е^Lд,r/')l- 

( ) Е(0l|д п

Тот фкт, что неравенство (47) не выполняется прпр-ф, вытека€т иэ дальней-

щего исследования сходимости интерполяtllонного процесса (по paBHoMepHofi Merb

рике).

Еслп Гr,п(") - Z оС*OО*' , то, прпменяя оценку (5О) к фнкшlи

l) r, n {z) - Тr, о tc) е 
i^c, приюдим к слеryюще'fу утверждению:
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Т е о р е м а 4. Пусть l<p<B, Tr,n @) jл?ооr^r*", tk
лено форьrулой (28). Тогда

опреде_

I

t'l|'lFo ПrlГr,о(,)lр, (эr)F
) El Гr,о (

0<lвlпЧl

где Д, ч Во не эаьцсят от п и п

ý 5. Сходимость интерполяlц{онных мвоrэчленов

Рассмотрим вопрос о приближении периодrrческоfi функшли фнкшr.;ми вида

(25), которые мы булем называть дэусторонними 9кспоненl8!аJтьными многочлен6-

tлл. Условимся наэывать (m, п) степенью многочлеча (25). Соотношение Рп,,п,)>(пr,п)

фдет оэначать выполнение двух неравенствпl/rпа и\>ла . Двусторонний акспо_

неншrальный многочлен, совпадаюrций с периодическоfi фнкшлей f ttl " точках (28),

булем обоэначатъ Ur,nфd и наэыватЕi интерполяциочным многочленом степени(zz,

п) мя функlоlи /tcl . Оорr"rула (26) дает яэаый аид интерполяционного многочле_

на

U,,o(f,rr- q fu),д,*"у tt*)o},"r.,l. (sz1

Интерполяш.rонный многочлен обладает <>rедпощll}чо! важtъtми свойствами:

L. Ur,o ff+g,l.) - Ur,пif ,а) l Ur,пч,r). (5з)

2. U^,o (fuf ,с) _ l. Ltr,o (f ,t). (s+1

З. Если /t с) является дЕустеронним экспоненtцальttым многочленом степени

r,rеьщей, чем(л,z) , ,о Ur,п ff,с) -f tol. (SS1

а. Ecлиf @) интегрируема по Римаьу, то

_Ф_| l),,o ty,cfl, * lilll r. ( 56)
п|п-lф

Свойства 1, 2, 3 очевидны, и в доказательстве rrукдается только последt{ее

свойство. По теореме 4 имеем
I

д plLJ,,,L(f,c)xr< q 
\rr")" L.J.,*, 

tf tt^lP \Ь,

ol ,G
но 2 l/ti ^ll' П 1" ,.,, является интегральной суммой Римана лля функIши

о.Тсп*п'' '- '' 
r,, Пj+пj+l

о

ftcl|' на rсубе { . Слеловательно, в сиrtу интегрЕrUецостк бункlч.лиfiс) по Риману

Z lf G\|'i # 
ftL,П+ф,\lУt"lt'а",

o.K(m+пl-'lla

шь таклм обраэом, в (56) мох(яо положить Ai:r/Ap,
69



1 е о р t: :й а 5. Пусть /.р=-rf@lинтегрируема по Римаrту. Тогда

l/rcl-Ur,or{,B)l, П'О'-,0, (5z1

I ci li lt з а т е л ь с т в о. Так как двусторонние экспоненш{альные много-

члены плотны в Lp, то для любогоg>4 существует двусторонhий экспоненrд{альный

многочлен Г(3), такой что

lYtol - Гlаl|r=2,.

Полоlким {,1cl-fcal-T,c), так ,roflq=f,@) + Г(х) . Если теперь7z,а) превоехолит

степень многочлена Тlа1, то

L!r,o(f,t) - Ur,otf,,a) * Uл,оИr) -Ur,о(f,,с) +Г@).

следовательно,

|f - Ur,o$,a'llr-ilf ,tol - |J.,off,,Olr= lf,alr* llJ,,otf,,dl,

иr используя cвoficтBo 4 интерполяt!{онноrэ многочлена, поJrучаем

Гу l| to - U,,o,f,")b " U*Ai)l1,и:llr= 1t+Ai) с.
Пl+ф

Но так как ý произвольно, ," _Ы lf txl- {lr,o(f,o)lr- О . Теорема 5 дока-
ПrЛфч

эана.

Т е о р е м " 6. qщ |ве С(4), для которой Ur_o,frI) не огь

раrичеш в некотороfi Torrкe с (тg..'1Щожно, чтобы Urit{,а'Ц f trl
на0 ).

Своfiства 1 и 2 интерполяt8{онного многочлена оэначают, что при фксиро-
ванных irL. rL ч 3 функtд{онапUr,оtfrt) яDпяется липеfiьlм функlзлоналом "а tG),
Ясно, что он непрерывен и его норма в d(!)p""""

N-(п,tп)-(fr ' )Z |n!_Bl|. (5s)L 'rt Лj* njt l /осt<.slп+а |П'll

Если для любой функшr"ftоlеС@)фнкцлоналы Ur,o$,Z) ограничены по п ч п прч

r}иксированном.Т , то, по теореме Бана:са_Штеfiнгауэа, их нормы ограничены в со_

вокупности, поэтоt'rу достаточно проверить неограниченность норм ,|о(п,п), Узмl
эададлм фрьryлоfi

,к |ZK,+l 2Kn+1 \
r ': (r,*, т,.,.,ffi 

" 1, К1-0,1,,.,,ml+Пj i j-1,2,,.,,N.

В качестве точки f выберем начало коордlнат:

5ц 2K,.+t о
2@J+Tl)
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,! п|пj

-пzF hr|tПi+П,Ч1|8;,х?*Ъ,r| (пr+п,ч)|skЙф"|

п2пl
,\

пi+пJ+l +
2(тr,

l I.il
п
i,l0sЕпЁп

-

(58)

I
Фwкwtа ýff{

ч
*j'0 |sпffi,"|

dt
>2 фп*t), 16c')

Ф
TaKrrM обраэом, мя 1,1о{пrп) справедrшво неравенство

l,!о{п,tп), * ! kQ,п,,+zп,+е). (61)

Отlсуда и слеryет утверждеmе теоремы.

3 а м е ч а н и е. Теперь видноl что неравеЕство (47) пер€стает бытъ вэр
ным ш rrрuр-*. Еслш бы ово было справедIиво приl-е, то тleopelra ýшмЕла бы

силу и ilwр-ф (нетрулrrо вцд€тьr что докаэат€льсгво этого фкта ocTaeTcr без

иэrиененrrfi), чеl4r, одпако, прсгпворочrrт теорема 6.
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