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О ЗАДАЧЕ ЗОЛОТАРЕВА В МЕТОДЕ ПЕРЕМЕННЫХ НАГРАВЛЕНИЙ

В.И.Лебедев (}4осква)

В итерашtонном методе переменных направлений (МПН) f11 решение урав_

".r-riч-f находится как пр€дел последоЕатеrrr"о"rп |Л'} , определяемой по фр_
мулам:

(lr* di*, I)чkr" - | - (l, - d!*, ]) uk ,

(|l, * аL, I)чП' - t - U, - r'/r,r)u**|",

гаеl=fl,+lr, 
^ 

rn; ,ах - параметры. Для комьrутативного сtгучая,1,1r=lrl,(lr0 ,

lr, О l в работах иностранных математиков (см., например, Г2-4J)были наfrдены

фрrryrrы для оптимальных параметров и;j , d'/ , /<-1,2,...rN , обеспечивающlлх нди-

лучцгро сходимость МПН эа z{ итерашлй. Оказалось, что эти фрr,rуrш непосредст-

венно следrют из реэультатов Е.И.3олотарева f5Э , который еще в 1877 г. оrrуЬ
ликовал в явном виде решение ряда задач наиrrгrшего приближения лробно_рачио_

нальными фнкшlями, исследоЕал свойства и дал оцеfiки наиrrучщего приближеrrия.

Эти реэультаты затем неоднократно переоткрывались, к сожалению, они мало из_

вестнь!. ДляЛ-3О.rrором вЕ6] были предложены, а впоследствии и3учены(см.,

например, Г7] ) алгоритмы перемецrивания параметров, исполюоваЕие которых в

МПН ускоряет сходlмость промех(уточных итерашлй. Употреблеrше этих алгэрит_

мов при рещении даrфуэионlшх эадач с переменными коффишrеятами показало вы-

сокую ффктивность предложенногю порtцка употребления параметров в трудном

ДЛЯ ИЭУЧеНИЯ НеКОМ lч{УТаТИВНОМ СЛУЧае.

В настопrcй работе содержится обобщение алгоритмов упорядочения парамеъ
а

ров для сrryчая N-/7, pl , где Pi - любые простые числа. Еще в Г3] ставилась за-
Ft,

дача о наюждении для этою сJryчая рекуррентных фрt'lyл для оптимальных пара_

метров; здесь мы поrryчим рещение этой задачи. Основное содержаrrие настоящей

работы (кlrаткое иэло}кение беэ доказательств некоторых результатов ее содер -
жится в EZI ) закпючается в рщепии применительно к МПН следrющей интерес-

ной и полезноfi для приложений эадачи, дающей возможность строить новый класс

итерацlонных методов.

Пусть l:(l,,П2,,.,,iр ) - набор иэР линеfiЕых операторов. Вложим
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этот набор в некоторый класс Пl (iеrП). Гlусть Гtt,l) _ параметрическое семей_

ство линеfiьtх операторов, завltсяцих отl и чис.lового параrr,-,тра/ . Пчсть|Уr}3

бесконечная последовательность параметров, w^l7 - MoHoTnгHo воэрастаюlцая

последовательность по.цожителыIых целых чисел
l,t

R. -П т (п,|i), Е, : iпf sup lRll,' ll tгt ' '0L ' п 
l; l{п 

l|

3 а д а ч а 1. Для семеftства операторов Т И,l*)rоОrи, если они с}ществ}_

ют, бесконечные последовательност"|lil7, |Nrl7 , таi(ие, что для любых ,z

i!k|R-ц|-- '!о , и определить множество тех эначений N , мя КОТОРЫХ ОТНО-

uewtelKrl / L, рt)впо}rерно ограничено.

Конечно, решения этой эадачи интересно найти в первую очередь для опера-

торов, встречающихся в итерашdонных м€тоддхl а не для тривиальных семейств

операторов, вроде тех, для которых l,?il-1 прч/'l >1,1o для любьrх lli7 . Итерашл-

онные методы с подобнымчТ(1,1;) , гпе J; - реШение эадачи 1, обладают од-

ним хорошим свойством, напоминающим известное свойство алгоритма приближе-

ния функшлй суммами Фурье: мы можем строить оптимальный итераrа{оньtfi про-

цесс некоторого сколь угодно большого порядка, исполюуюцlий непосредственно

результаты расчетов от употоебления оптимальных итерашrонных процессов мень_

ших порядков. Решение эадаtш 1 лля устойчивых чебышевских итерационных мето-

дов было найдено автором и С.А.Финогеновым L-8] , когда Г-I - Хi, , а масс

И опрелелялся требованиями, чтобьt fl, был самосопрФкенным положительно опре-

деленным оператором 
" 

Sp l, е Ь, MJ , где 0< п<zИ Основrrые варианты МПН

для двумерных эадач можно свести к сIryчаю, когда (см. Га] )

т (п,у)= (п|+lrГ| (rr-li1llr+xI)'| (п|- lI),
Sрi;егл,lуil , i=r,Z , еслп/l,,fl, комrчryтируют, то для ,ЧПН ршеrше зада-

чи 1 по :;tхождению бесконечных последовательностей сводtтся к решсrrиrо задачи

ý 1.

ý1

Обозначим 
""р"э /n (l) проО но_ рац ионал ьную функш.rю вида

ll +- !,
l..ttl-П'lo (1.1)l11t-t й t+li '

в которой п"п"r"rп", {Уr}/ выбраны так, чтобы она наиьrенее откJtонялась от кУ-

ля на отреэке 4,iJ fu-[,= l) , т.е. чтобы для функlлли frtil оо"r""ллась величина

Е, - iпf ^чr,|f , ttl1 (r.z1
li, [<T<l
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Иэвестно Г5J , что для такой фнкrвrи суцествует чебычrевскr.tй альтернанс изl+r|

точек.

3 а д а ч а 2. Сушествуют ли бесконечные последовательности параметров

tt}I и целых qllqn|lo+* прuп+9 такле, что для каждого,у_ ilоФч"*,м"fпоlt)

"-*рлr"rо"*lll!|' наrlменее уклоняется от Еуля на отреэкеf7,J]. 
r'

Пусть ,Р-фj,Е,.,,,Рr\- некоторыfi набор простых нечетных чсел;д6.Q - лtф

бое целое чиспо, выбираемое ".Р "" Z-M шагэ. ПустьNо-2l , гаеI>0 3адано, а

No*r- Nпро. Мы построим кrrассы бесконечlшх последовательностей ltil| , *
ладающие следrюtдими своfiстЕаtл{.

l. Для каждой послЕдовательности имеем:

Ро-|

fro*, 
'r, 

- f ," ttlд 0, {l,t,lo) , п-0,1, ... (1.з)

П. Функшrи $(t,1,1o) 
имеют вип:

8,tt,No)-r,|'fr !,:Рr:' , j-/,2,...,po-|. (r.+1
' t + |xoi+1,

Каrкдая фнкшlя eift,tlr| l|"vao меЕяет энак наР,.Г] и имеет!цо,'Д* / одинакь

вых максиDryмов и /Уо- [Д"lzl одlнаковых миниNfумов ""fu,If . Эго своfiство

наэовем почти чебыщевским аrътернансом (в этом сrtучае существует токо€ ли-

неfiное преобраэоваrп"аr0,, + lr. , что преобраэованная функtЕ{я уже имеет чебы_

щевсшtfi arbTepHaHc).

Ш. Фl,нкrчrи 0 rr, ft, No) 0ej (t,1,1), 
71.2,..,,(p;t)/e , имеют почти чебышевскrлfi

альтернанс.

1У. Пусrъ J - любое 
i" з;fi, 2', I-:,e,,..,1,1o,п-t1... , 

^ 
Гti ,1f-0,1,...,-

отреэок последовательности lt }lл, . Тогда для любых J,7 Фi*-п

р,. (t) - Fr)' П t-li, (r.s)oi 
hеrg. l+ у,

обладдrcт почти чебыщевскцм aJlbт€ptlaнcoм.

Употреблеюrе в МПН последоватеrьностей {/r}: , обладаюuоlх своfiства_

шl 1_1У, позволяет вести ит€раrионrщfi процесс, не ограничивая его априори

KaкrltYr-To числом итеращrfi, при Еугом для комltrутатиЕного сrryчая итерашrоншЙ

процесс лля всех (- lVo булет выходrтъ на оптимальшй режим, а дIя всех дру-

гих эначенrrй,( он обеспеrчдвает достаточно хороцrее убывание оlлибки. Наиболее

'плотные' и просто устроенные посJIедовательностш, обладаlоlцие перечисленными

свойстваlлr, поIтуqдрrlq" прuрr-3 .

Основоfi попуqgцlg посJIедоват€льностей ti;]r посrryх<ила теория главнцх

пробраэований /t'-R степени для эллиптlпtеских функшлй [ 9] и реэультаты рабь
ты Е.И.3олотарева f 51 .
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ý2

Иэлохс,rм необходлмые для нас сведения иэ теории эллtiFт!лческJ|х функшлй E9J.
Как известно, одна иэ главных проблем преобраэования эллиптических функшtй эа_

ключается в отыскании условий, при которых две эллиптические функtши I- Р(ц)l

!=9lul свяэаны межry собой алгебраическим соотношением. Справеллива теорема

о том, что есJIи меж.ry периодами td,б),tч)',d'1 функrчrй yШ), |(ч) существу-

ет зависимость вида

7ц1- ацt + 7эбl, +d- yul + t б' ,
ýгде7,{,оt,р,lrо r ц@лыеr то они свяэаны междl собоfi алгебраическим соотноще-

нпем F tc,y)- 0, доrтускающим параметрическое представление

I,-R] в), у - R, tz), (2.1)

гrcRrtd,Rr{в)- рационаJIьrrые функшли от некоторого параметра3 . В нащем слу-

чае уравнения (2.1) буryт иметь вид:

д- ýп (u,k) , у-sп
где И @, k) - эллиптический сиЕус от Бекот,орого арr,!rмента // , а параметры *,

|Ч,Х. буryт свяэаны междl собой опрелеленЕыми соотношенияtлл. Поэтому мы огъ

раничимся рассмотрением одЕих ToJlbKo раrдlонаJlьньu,( преобраэований, которыё ВЫ-

ражаются форr,rулами так назыЕаемых главных преобраэованиfi l/ -й степени; онИ

состоят в делении на целое щсло л одлою иэ периодов эrulиптических фнкшtf,.

В частности, первое главное преобраэование ,Y -fi степени соответствует сле

дующей схеме соотношеru{й межry периодами.

пусть рае Р, о=;,;:,. ,i,: i,;, ,-io-: , k0- k, t;- k|, k'+ k"- 1 ,

а периоды функшtи lп(ц, l<)естъLоL'К,L|:r(/. Тогда, применяя первое главно€ пр€-

образование /Уо -й степени, поФrчим

' \h,, *n ) 
: Р {о,п) ьп (u, k) ,

il"-lт
п

Сlr{с,о) - ,п' fu,ko)
(2.3)

t-t |-k i С!, tо,п) ltlelu,ko)
гле функшля 5п \#"олl, ko )

)(
ч
п ъ (2.2 )

х

имеет периоды:
Iк tK

п
L

Nл ltl 1о, п 1 '

С"tо,п): ьп

п м (0,п)

NK
( k

l'lп 0

уу^'k о- k, С!"_, rO,п) ,
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W,ъ)
М (о,п) : П

z,l
С!,_, ta,ollC!" (о,п),

W,l2J -2Рh,л)- П с,__,
a-l

(о, п),

(z.s)

1z.s)

1z.B)

1z.e)

Формyлы (2.3), (2.а) при а=Lп(ц,k) определяют фнкшrю !щ(с) реrцения

1У-й задачи 3олотарева [ 5] . Иэ этих основных фрr"тул поrццц14 слелуюlrчrе фр_
}ryJIы, которые позволят нам реlцить залачу 2.

Пlrстъ дr< пr,tо-ц/lt| (о,d, tо-ц, р |п,,пr', :/t/аз /No, , тогаа при lVr=f

имеем

ьп (tor, kor) - to (to, f М (о,,ц), kor) - Р {п,,пr) ьп (to,, ko, ) *

х
Vуи,л]лJ-t

п
L,l

С|" и,.о7 - ML l,to,, kn,)

t- t!, С!" (о,,пе1 ьпе tto,,k о, )

', 
kпlСпh,,п")ut (t1,, ko,)

С|, tп,,пr) - м" 1to, , ko,)

где
с" to,, пr) _- llt (h, О,,),

Гtr.,,hl
М 1п,,пrr :"Л" "' 

!:r_, y,,+l /C!, (п,, п.),

р (п;"п2) P'fi"l с j_, co,,orl.|=| -о ,

(2.6)

Эгой эаписrr пробраэованиfi соотЕетствует семейство лробно-раtцональнцх lDyHK_

rц{fi степенх у(пr,пr) , заданrщх в параметрической фрме

Уоr:*|#,r*), Io,-M(to,,ko,), {2,7|

Каждая из ФЕЁIшfi Iвляется,рещением 1У-й эаддчи 3олотарева, точлее,!п"(Zаr)

есIъ сrгноlценrrе многочленов отДп, степени tИ,rп). <Р}rнкrвrя !п"(tо, ) при

laorl<l имеет чебьшlевсшrfi arbTepHaнc, сосгопrц{й пэ9@,,п2r+l точек, в

когорых ly orl- L
Каждая из фпкпrfi

С22 И,. п) т Цz (t1,, k1,|

| - k:, Сf,tо,,оr) 5п'(tо,kп,)

естъ лробно_раIшонаJIьнаI функвrя от rпобого.Q о гдёпо<пt, обладдюшая при

Сrr(пr,пr)*0 почтtr чебьплеЕскIlм альтервансом.

Отдеrьно рэберем crTytafi, когм /,/о-2lr|>g . Тогла в форп,rулах (2.3)-
(2.9) эа to , ko возьмем эначенlrя

оо

,



tо=rliltl,лпГсА) ,

rtlT t+fr м 1о,,К, k)
t+R t - t/V l,п (d1 К, k )

t+R t -VVс

i- /,2,,..,Хп,

, h-l
оа 2 -lko- k- Д C ."_, ,

где

Iu):h, 0,=," (*,n) (н',

f ,о- !о ',"l / ло 
(t , {i) , t

2h'
пф):П

7,1

ý3

Построим бесконечные последомтельности оптимальных параметров в МПН.

Пусть сначалаNо-I. В дополнении к Г5] было покаэано, что если функшлю!о@)

и О подвергtгутъ лробttо-ра ционаJьноt\rу пробразованию

t-{F t+ П х

(2.1о)

( 3.1)

(з.z)

то она перейдет в 9кстремалькую функlолюfiоtil вида (1.1) при g-l-tZ)a/U+fr)".
Следовательно, параметры функшли fr^U' принадлежат множеству tшсел вида

,

глеdrе[-r, Л , точнее! для эаденною lVo кажлое а1 ,7Ll,Z,.. ,ilп, есть число шда

lzi/l,tn, O*i<(t|o-t)/z. 
_|,t

Пусть эалано некоторое множество r{ шеодинаковых чисел [*.}, n задано п€-

рестановка еr- y,,/'a,...,ir) . Мы скажем, что множе"r.о |*"J| }порядочено п€-

рестановкой о, r лонимая под этим следrющий процесс: сначала, если это lтужно,

мы переrrумеруемd( в воэрастаюtцем порядке (оставим для переЕумеров€лнного

на 9том этапе множества старые обозначения), а эатем с помоttrью переqгановки

?" образуем,"о*..тrо [Y*Jf r гд€ lr-<j., /<,-1,2,,..,Дl,

. Пусть для к€Dкдоюрr.еР по"rро"ш (см. ý 4) спещальные перестановки пь
рядre (pi- tl/e з l Q;)= бt, lr,..., l {р;_ttд ),

Последовательность t,di };" и перестанов* |rt , определяюцше порядок сле-

дования членов начальных отрезков этой последовательности, построим по сл€щ_

юlцим правилам:
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L't d,-0 , 2, - |l),
2) Пусть каждый отрезок LdjlY состоит из всех цп"еп ,пд.t Эi /la,

lil< (No-t) lz , упорядоченкьr:к порестановкоft 
"rо: V!,i! ,.,., j;").

Упорялочим,..ч*" 0r, tп,о+t),п-f,2,.,, Po-1) / Z перестановкоП ltp) ч

ооозначr!м через / дDа подмножества множества tшсел ltl/tlo , состоящ,,х

иэ корнеft уранешrй

Со, tп,п+l) ! М (lп,,|со): 0, (3.3)

соответственно упорядоченных

4) В отреэ ". |rl\;,
перестановкой 2л1

"а
параметры расположим в следrющем порrцке:

Г"', гО,-', г О,', гО,1,.., г
Правlлла 1)-4) опрелеляют перестапоьщ 2lа,г ti,*!1!i',,.,j;":,) , упорядф

чиваюцýrю числаt 2i/Nоц . fфи правt{ла определяют бесконечrтую последоват€ль_

носгь парамеrров [ ail7 , по которым по форьrуле (З.2) сгроится последова-

тельность, испольgуя которую, мы поJIуtlим бесконечво продоJтltсаемый МПН, обла_

дающ{й cBoficтBaшflr 1-1У ý 1. Приведем рекуррентrг}лtо форшrулу on, 2r,|о, r вы-

текаюtryю иэ оIшсанньцк правил образоmния Zryоrr :

,л+l ,п
iл" -Poj, - tРо-tl/э,

-j - t:t'
а n}/

,у 0п

j

i

п+l

Nоtл

л+t

iE:
.лч
lп l,,

l,пЧ

.пч
lп

(з.а1
, ll+1

l rpn-rrno*^ t! l,p"-ut,

a+l
i|"ur"*^ - j 

О"* t! ! ,р,-,у, ,

"о. Г': FilJ^ , п=1,2,...,^lп ,

в частности, если ьсеро=3 , то

j:':зj:- |,

. п*l ,l*l ý

lзО*^:lл -0, (з.5)
, п+t . фl о lL+l

lz,so*^-l. *0' '

Например, 2 r - (5,2 18.6, 1,7,4,зr9 ) .

Пусть тепер ь ltlo- Р', l, ,0 . Обозrrачим П" i r, , " ,"реэ 
'fл+l - 

по-

реегановtсу, попlцgднуто по фрr"rулам (З.а). Из прелставления (2.1О) следует,

что в этом сrтучае кахщоNfу корню ypaBHerurfi (3.3) соответствует группа пз Рh

параметров. Кажпую такую групrry упорядоtшм,употребляя специаJIьные переста_
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новки [7] . Тогда описаяtшfi процесс обраэования перестановок булет дополнен

следуюtлим рекурреятlшм правилом: начиная 
" 

E,io., и эная пэрестановку

a2|-'iorr-(ir,jrl.,.t j29-tfio,, ) , мъl h раэ обраэvсм перестановку

'2оfrоr, УДDОеННОГО ПОРЯДКа ПО ПРаВИrТУ

|:':Hl",'i','!;,*'r,ii,,i,'_"-|. r. (з.6)

Искомая перестановкr2rrо, поrтучается прч|-f, . Например, !,r- (5rL4r8rll12,
1714, 1 5,9r1 о,3, 1616rlз,7,12, 1, 18 ).

3а ме чание 1. Воэмоlкна сJIедуюцrаямопификачияобраэования пере_

становок в п.4): множества гп'!'о6r"дпвяем в одяо и последнее }rпорядочиваем

перестановкоО 
"rrо 

, обраэованной uэ е,уо по фрr,rуле (3.6). Именно такие

перестановки и были предложены в устойчивых чебышевсклх методах Г8] , для

нпх можно испольэовать и поrDценные в этой работе перестановки.

3а мечание 2.Уравнешя (3.3) ифорr"ryлы (3.2) опрделяртреtryр-

рентные соотношения междr параметрами МПН лля/Ул, ,lп.
Теперь остановимся на обоснованиl.t свойств 1-1У функшлП /no til , сфрпо-

лированньD( в ý 1. Спрведливость их следует из свойств преобраэоваЕ{fi аrtлип-

тических функшrfi, сфрrиулированных в ý 2. Своfiство 1 вытекает иэ фрпrул (3.1l
(З.Z1, (2.3), (2.5) и (2.7) прц Lга,пz-пt| , в которых прообраэами фнк-
шП 0ift,1,1n) сrryжат фнкшли (2.S). Аrrалогично; иэ фрь6,л (2.1l, (2.8), сь
ответственно (2.7), (2.9), поrrлдgу доказатеrьства соответственно свойств П,

Ш. Наконец, свойство 1У слещrет иэ предсгашеяиfi (2.5), (2.7l, (2.1О) и пра-

вила разбивки параметроЕ на грушIы, определяемые корнями уравнеtшfi (3.3).

ý4
Прелrrоюлм некоторые способы построения переqганоЕо* l Р;. Для первых

простых tшсел полага". l!3ьцt),tбрQ,2),lU)-tz,t,зl . На прктике можно

ограничиlъся употреблением тоJIько 9гих перестановок. Для лругих простых чисел

можно предложilть дDа способа образованпr l tроl,
Ll l (р^| - (t.e,,.., (рп-t)/э),

тогда иэ (2.8), (2.9) следует, что

0r, {t, M ril = fft l 01, G, r'l )l,
qqа | - 

ff#,| 
Lri -,Lq,l

пРЦJt</а.

2) Ihoбoe простое члслоРо>3 можцо прдставrrть ь ьпаерr-|поt | , где
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rzrп - целое; тогдаИ-l)f7- jоh- }о , гле/.;0 или 1. За ltpol берем перестаноь

ку порядка Jпо- lo , обраэованtryю по опIlсанным в ý 3 rrравилам с использов6-

нием перестановок для меньших простых чисел.

По_видимому, предпочтительнее использовать второй спосо6, быс:трее }мень-
tлаюший величины 

mдо
a-toI

эа счет более равномерного раэмешиваЕия корней функш.rи {ц, ft),
Проведенше расчеты шлфуэионrrых эадач с некомlчfутативными операторами

покаэали такую же, как и в сJryчае ilo= 2 
О,,"r"о*уо qШективность МПН с пред_

ложенными последоватеJIьностями параьrетров. Создается впечатление, что решение

проблеlш оптимаJIьного выбора параметров в МПI{ для некомtчfутативного случая

должно содержать в качестве необходимого этапа опреде,,rенные, подобно предло_

женным, алгоритмы переNiецшвания параметров, обеспечивающие достаточrт}ю ма-
лость норм операторов перехода МПН для довольно плотной серии числа итеращrй.
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