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О НЕКОТОРЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ

В.П. Ильин (Левинграа)

В настояцей статье рассматриваются обобщения и аналоги некоторых иЗВесть

ньпк интеграJIьЕых неравенств. Говоря точнее, мы рассматриваем оценки в нормах

LgGj или cooTBeT.rnr"o Lr|,B) (Д') 
""rр.*""ий 

вида:

(1)

1dydt,

{y-Ody

y,tltr(y-t,t

f,vl4l
El

fr(

l,rсl-
/, с",= ll

E, El

J, {a,t)-\,{, t yl t, ( 

у - с.с ) d у,

(2)

(3)

Хr{аzr-!,!,r, (у,ilЦ(у-вt,гldуdt, (4)

где 
,4. - бункшя "r lр(t') или соответственно L,,O)G'), а ядраJr, являются ол_

нородкыми фнкшrями некоторой степеЕи относительно своих арryментов, удовлеlь
воряющими определешным условиям сryммируемости. Фактически мы эанимаемся

оцеЕками JIицtь операторов вида (2), (З) и (4), так как для оператора (1) соот_

ветств)псчд|fi реэультат представляет собоfi хороlцо иэвестное двушtараметрическое

неравенство Харли-/lиттлвула Г1, теорема 382 ].
Рассматриваемм группа неравенств иJIи их частные случаи нашJIи примене_

ние в теории лиффреншtруемых фнкtпtй при докаэатеJIьстмх предельных теорем,

хдрактеризуюltu{х впожени я :

,! -wi , u!r*wd, w!ы{,,, u!,o * af" t

"о" Wj " В!,r-функшлонаrьные пространства С.Л.СоболеваL2] и соответственно

О.В.ЬсоваЕЗf . В указаншх приложениях хотя и примевяются мноrэмерные не_

равенства, но они легко пол)rчаются иэ соответствующих одIомерных аналогов.,

рассм{lтриваемых в настопдеfi заметке.

Огметим, что частные сrryчаи предлоlкений П.2 и П.3 рассматривались вЕ4]

и[s].
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1. Обоэначения и вспомогательные утверждения

Для измеримой функш.rи /{J), ""п.r"ой 
на евклидовом прсстранстве f / , обьrч-

ным обраэом определяется норма в пространстье Lr(E'), l.p---,, т.е. rшсло lfl2,6t-
: ll/b. Пусть Р(з,l) - измеримая фнкщtя, эаданная \л Е" ,. Будем rп.rсать Р€
.Lp,r)(E2) , ".n" l9l p,glcz-|9|tr,et- 

'J, 
', 

l.,ti|аt)? - "- прч /< 0,q,

ИЛИ lg-,o,-l,Er:,r:"уtr|р(,t)lr=.-

прифоо, гпе|9(,!)|, обоэначает Hoplvfy, в /р(Е') по переменнойО .

Еслч|врв-, ,о 
".p""7ol 

Судеy обоэначать чисJIо такое, "ro/+rt-l. Аналь
гичный смысл булут иметь *"nu B1,9',6',

rУсть!@,l) - бункшlля, эаданная 
"" 

Еа . Булем говорить, что!lс,t) является

олноролной функщrей со степенью одrородност"в, , .",u!lцс,ut)-tЦflВt), Цh.
в дальнейшем мы булем польэов€lться слецrюцц.tм неравенством, относяtциlчь

ся к класСу неравенств Гильберта [l, гл. lX и допоrrневrе XlY].
1.1. Пусть

l< 0€ N< еэ , 4: ,- iri=i,-; , (5)

f e,LrТ'),!tt,l) - неотрицательная однородная функшrя со ст€пеЕью однорошости

"-+", определеннаr 
"^ 

Е2 и удовлетворяющая условию:

l!
lle1)wf Т l7,E, - lt u,llltl 'l ,,r,-к - *, (6)

Тогда

i t, д tl ) ! (,,t)dll y,gt < К lf lr,rt. (7)

Et
Д о к а з а т е л ь с, " о*). Прелполоя<им сначала, чтоkftsg<-. Тогда

на основании неравенства Гёльдера имеем 
_ t " t

lJrcll-I \ { ttlyt",tlar |с 1.1/t tly| @,t)ltl 
ф,7,оr,,|*ГТОаt,

* i'1 ,r,,, Yrf *,ri'Pt'#nt)r (\,r',*,til+l ior)t -
- кЪt \ V,r,t'yf tn,til;t-ff' ni )t , (8)

Е,.
так как на ос номнии ( 6 t

rcг' !" (t, *tt*Г 
Т 
dt -

|.
't du:Kl ,

!'
L
Tat -t

ultii
I
Е' t

tt
)[7

J
rl

t(',
t

),t
Поскольку сфрr,ryлированный резуrIьтат является более обцдrм1 ч€м прпв€[€н_
ный в [! , r,ш даем его доl<аэат€льство полностью, тем более, что оно
очень простое.
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Теперь иэ (8) с помоtl(ню обобIценною неравенства Минковского и соотношения

(см. (6) ) 7

!" t,iifl'* -tj
El

^,
\u"tu,,llul'e'du - К
Е

N

поrтучаем 0
uш)fi 

[\ rд,аr' ( \ r'rпl li|-bo")
бt Е|

т
ltlrg, *К

что и требовалось.

= KI{ tr g,Е' '

Еслч |=Р4у.* (ь9). то неравенство (7) поrryчается сраэу применением

обобщенного неравенства Минковского, а если /<0<У-а 11-0l) , то оно с,,rе-

дует иэ (8). При 0-1 чу-* (t=*) неравенство (7) является очевиднымr пф
скольку в этом сrr.чqае ttЦlЪ одlородrrая функшlля rryлевого порядка, а (6) прини-

мает вид:

esssuP J 1a,t1 : 
^SýShP 

! (t,t) - к.
се€, 

'qEt
легко видеть, что ядро

,"ii*tt|'"r* np" ltl< lol
t@,l) -

pli-l,slh-n прп |ll >lal ,

гдео(>' "fr?, удовJIетворяет условиям предложения 1.1, так как выполнени€ }сr
ловия (6) прпС<ф следует иэ соотношений:

dt+

(9)

( 1о)

( 1о)

o-L

\,!'tr,llnl''d" y,"U,t)lti'ur -\ ltl
t r kr*- i)l,

G

+

l
El

t
J

lll>/

lt{- k-p-t),nt'!''i е-;): Kn= * 
,

а пр., z_ф (0'-*,|-*) оно очевидrо.

Примераr,rr ядер, удовJrетворяющих условию (6), являотся также следующие

ядра:

(,tM) в+р)-Д* 
,-b,rlt*,оk,t)-lсl | |t

t! tc,tl - l ФГ i'",лГi'-" П*l] ,* ,

где(>0 ,/эr0 ,@Jгmi,п|о,ll. Эти ядра, как нетрудпо установить, оцениваloтr

ся через шро вила (9).

Отсюдд, в свою очерёдь, вытекает справедливость неравенства (7) при сле-

д}гюцоrх частныr( значениях параметровd,р,0,9 n соответствуюllц,х ttм частшх фор-

мах ядра Цr*В,t) l
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1)ос- iro, Рr0 , /<0sl.*,
J, _(с,t)-ftГhr\ (,tпr-Ч+Р 

,
Т,Р

2l *>0, f-firо, l<0<y<*,

! *, р 
(t,t) - lc|J|*n (|П Г'"* 

fr ),

3) ос- i,О, Р-i,О, 1.0jN,
! | , (l,t) - |Мfir fu) 

,

т,т
Неравенство (7) в сryча" ялрл!, 7 совпдда€т с интегральным аналогом KJtac-

сического двухпараметрического I!fi".""r". Гильберта (см. Е1] , гл.lХ ш допол-

нение ХlУ).

П. Основные неравенства

Перейлем теперь к описанию тех неравенств, о которых гrоворилось во вве_

дении.

П.1. Первым иэ них явJtяется хорошо известное двушараметрич€ское нера-

венство Ьршr_.[lиттлвуда Г1, т€орема 3S2l , посвященное оценке интеграла (1)

в сIтлбg,

tч,- y-F
Если

коглаJtу)- однородtlая фуlrкшля степени, |' , r-bf,r; , т.е. когдд

. Мы привелем этот результат лиlltь для полноты иэложения:

l-p.?< *, r- r Ё*i , f eLr(E'),

Г'd!,

ТО lJly,rl < Klfl r,6, ,

где можно положить (см.. например, Е1, стр. 431J )

!-l . -,, -!
к-аУ '\ tt-il'ltlP&,

Et
П.2. Пусть /ар<ь , /< 0<уз оо,

o-hr kr;, i-r-;-k-f,, (11)

p(y,il "!q,ll - Фнкщ{и, определенны. 
". Е2 , причем frLrпоlTz) , , tty,tl -

положительная, однородная, со степенью одlородносгиr-У' , симметрично убьl-

ваюuия по переменной / относительно точrlиу-ii при почти всех f€Е', удо*""-
воряюlцIlя условию:

Jtrt -t f tyltc-y
El
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где

Тогда для

справедлива оценка

ltl ;c,t): |д|-,'1 \ l,y,tlly * (\ uР'tу,tlц)
lуl-<lФl lyl>lrl

7

Iyl tS2
I7,к lpl 

р,0),Е 
а .

( rs)
у,Е

Д о к а з а т е л ь с т в о. В сиrry результата, обратного неравенству

гёльлера, достаточно доказать, что для ,тюбой фУнкшll"уеLч,Еl) (i-7- t)

имеет место неравенство:
l
r'K lyIu,lgl p,al

очевицно, можно считать, что функшlли у " 9 неотрицательны и, на основании тео-

репы ,Ч.Рlлсса Г1, теорема ЗZg] , функшrяrI симметрично убывает относительно

To,1MI-0; а функш.rя p$,t) лри почти всех d 
""мr""рично убымет по;/ относи-

теlъноt:0 .

Таким обраэом, неравенство (15) достатоttно докаэать дJIя неотриtIательной

симметрично убывающей поу ЦнкtмчУ(.lrt) .

Пусть.т>0 . Имеем

\ e(y,t)t{y-r,t)dy ( i- Т ) уtу,t)t ty-a,t)dy +

El ei -со Z,
t

* ) r Q,tl!v-,,t1,1y- i,*tr.
0

Полоllоlм Е'": t-..,O) r) (еа,*1, Е|- tO,Zd . Очевидlrоr

l, -, |9 0,t)l о,g;, (,,[,,,r' 
'ry,tldy)fu

Так как p|,t) чВыьает поу на(о,lt) , ^!t!-c,/) симметрично убывает по у о7|

носитеJIьно точки/=, , то 
,

?r. е\ Уtl,ilt ry-l,tldy.

J 1t'1 -!, 
},, 

Q,t)t ty- r,t)dydt

I l l 1Lolpty,t)Jy-л,ildydldc < 2

El Е| Е|

( 13)

( r+)

Отсюда на осtrовании неравенст"Х 
""Uo,r""a 

f 1, теорема 2З6]
t

|,. zlr|-'\r'r,'
А

t

Nу 
! 
Х iy-,,l ) dy - t а-,!. l р (., t r| r, :,,\",l 

ly, t i у

l
L

r {у,t)l ty - r,t)dy s 2 l tp t.,t)l rr,, .|l (r,t ),
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" l\pll-rb\lp(,,t)lrlyl@,tld,t, (16)

где M(f,f )- функшля, определеfiна"Ъо*поп (13). Аналогиtпqя оценм верна для

lto np" t.o .

Теперь для поJIучения неравенства (14) дост9точпо для оцеЕки интеграла,

стоящего в правой части (16), применить неравенство (7) п.1.]-. Для этого эа-
метим, что так кл*tlу,d) явJIяется однородной функшrей степени,-9', то lle,tl
яЕляется опrrородной функtцеЙ степени-9+r4 =-t, , условие (6) в данном сФцае

совпадает с условием (12). Прдложение П.2 докаэано.

Рассмотрим fiекоторые t:астные типы ядер ltN,tl, удовпетворяюча{х усJtови-

ям предлох(ения П.2.

П.21 Пусть lsр<у<и, 1aO<N,

|: l- i-t- k-; !-| *l7 0,'|'
Тогда для интегральных операторов вида (14) с ядрамit

-р+< -rtrP (W) ''*' (1s)
'",o,r,t)=lyl 

' ltl
u

у: tу,t,)- lу|r* tёii," ПД'i , ( 19)

гдеg>0 чp>0 , справедлиЕы неравенства (15).

Рассмотрим ядроt<,рQ,il , flокажем, что некоторая оценка сверrсу этого

ядра удовлетворяет условию (tZ1. 1-1r"r"O.Fr<п r|<d,<Р . Для ялра (18) очевиь
ным обраэом поJryчаются следrюццrе две оценки, справедливые при лlобьtхУ пt з

!.,pQ,t)= lуl'F-"' ft[#+*, (2о)

и
-r+Р, ltгk- О,, (21)!*,о ч,t)< lyl'

причем сс, и /3, моrсlо считать удоЕлетворяюtш{ми условиям;ос,< t-r (r. / , так

какр<9 ),p,.t (по условию,9.*).
Тогда, с одrоfi стороны, пршмеrrяя нераЕенство (2О) и учитывая, чточ+|<

(rz)

< / , имеем

14в,F
_l I

(c,t)- lc| Я } !.,о Q,ildy + (I х!', cy,tlay)
fr

lyl(lfl lylrlxl

-. |д;-Ё17 Г'*, \ ,у,-"",ф*,r,r1* ( l U|
lylclrl lylrlxl

- с, юГ|", ftГkr"' - |l*',,(c,t),

46

w"о)у)
L
р,



а, с другоЙ, - применяя (21) и замечая, чтоr<

|l*,o tаt)*wГittti': l ly||rp,dy * ltii, р,

, lylclt|

- Crl{irr,ftst-P, = M'f, (t,t),

I

у
, получаем

чlr|а|

( l ry|-FР,'Рлу)

I
р'

"ле 
С, n t, - констаlrты.

Таклм образом,

14*,ok,il<ltl*,,pe,t)

М!, B,tl при ltl -la|,

t''|'|, tr,t) при ttl >tcl.

ЯаРоИв,,F, лицlь константой отличается от ядра (9), для которого справедливо

условие (6), а следовательно, и условие (12). Поэтому для интегрального опе_

ратора (ra) с ядром (18) имеет место неравенство (t5). Дналогrrчно докдзыва_

ется утверждение П.2' в сrццбЕ ядра (19).

К функlллям rn*tn,p(y,t) относптся, в частности, фнкшля

!r,oty,t) -ftf i'r' (rly+l'|'*',' р,о, Q2l

получаюIщlяся иэ (18) при*7l0 , о Tatoкe Ф1l;?1rл:.,

'r,i,.r,tl-(@)r,''N,0, 
, 1zз)

еслч0>| (0'.*), поJцп{qtоtrЕrся иэ (1$) присrl >О,p-fi>o .

Такцм образом, лля функшли /(э), опред"ляемой форr"rулой (14), имеет мес-

то неравенство (15) при любом из ядер вида (18), (19), (22) или (23) при ус-
ловии, что параметры р,9,9 удовпетворяют условиям (17), причем в сIryчае ядра

(23) r"rы доJтжцы дополЕительно считать, чтоOr|. Если e-l , то неравенство
(rS) с ядром (23) будет иметь место при l-p.Nqca, что легко устанамиЕает_
ся с помощью неравенства Харли-Литтлвуда.

П.3. Пусть l<gзв, l-р€6-u,

ч-Ё,*;-: , i- u-i-h*i , е4)

1е LrEl), ttу,ёl - положитеJrьнаяrошородная, со степенью одrородностиr-ilо

функt8dя, определенна" 
"^Е2 

и симметрично убываюtцrя по переменной9/ относи-

тельно точY\цу=0 при почти всех l€f /, 
удовлетворяюцlая условию:

-! -Lll,|tl,,tllylб|r,E,=lMl,tlltl''Ir,E,-K.n, (25)

I

ltl ty,t)-lyl fr \ rrс,аllg + ( l J| k,rldo\T,
,cl6lyl l8l)lyl

где

47



Тогдд для функlии

справедJIлва оценка

{ tpJ $-c,ildy

t! cy.cl - lуl-|-* tсГ!* П{п

.7r",gl - t
Е'

(26)

(зо)

(31)

|Jl,у,r,,t, u ,t К l{| r,с, . (27)

Д о к а э а т е л ь с т в о. Чтобы доказать оценку (27), достаточно }с-
тановить, что для ruобой фнкшrи ф(с,t)еL<у',о') Gri-t, t+f,- t)
имеет место неравенство:

J!,!, 
* B,rl{ tylt Q-c,c)dydodc - эt К lf lply| ,y,,u,,. (2s)

!*,, (y,c):ly||+" lc[,L*P (W)

Поскоrьку левая часть в (28) на основании неравецства Гёrьлера оцениваеть

ся череэ

|f|r,'J,),* Ь,d!(tr-,,фdаdтlr,, (29)

нам достаточно поt€зать, что второй множитель в (29) оценивается черезt
е9 К lg| {g\ot) 

.

Эга оценкд непосредственно поrDrчается rФимецешем предложения П.2. Что-

бы убелиться в возможности применения неравенства (15), заметим1 что п€lр6_

n*rp"rp',9l,a/ , 
"nrry 

(24) удовпетворпqг условшям (rr1 1, которых/ tfух<но за_

менитъ u9'ry Haplr,_ е u tr')'
/.9'.* , l<6|< pl< *, u-;-h-! , +':-k ,

а из соотношешfi (25) слеryет, что функшля М(у,t)уоо"петворяет услошю (12).

Неравенство (27) докаэано.

П.З1 Пу"r" /<р<9(*, р<6<оо,
lt|ll/r-7r;, T-a*V

Тогда для иштегральных операторов вида (26) с ядраl"fи
- 1в,+Р)

u 2с

|'

гдеос>' "Р.0, справедJшвы неравенства (27).

до ка з а те л ь с т в о этоr\оутвержденияоснованона проверке того,

что ядра (3о) и (31) удовлетворяют условиям предлох(ения П.3, и проводfтся

так же, как и доказательство утвержпеrшя П.2'.

К фнкrиям ,n*r*,orr,r) отtlосятся, в частноеги. фнкlчrи
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!r,r$,с)=Егt'Р (WГ (Fpl

, Р'0, (зz1

(з7)

(38)

n 
, ;ф+f+l)

tу,*ч,r)-\t/у2+t2) l (зз)

получающиеся uэ lu u прu<гrl>0и , соответственно, прч*р>0 'P,t , еслн6<со.

ЕслuЬ!r1 ,-'Ъо npng,-- нераЕенство (27) будет иметь место пру/<р<у<ч.

п.4. пусть / € р € 9 € *, /< 0<о < *, t orr i, |- i rrr, 
{r y,t le l р,9 1t 

E' ), ! ry,t,t) -

неотриtlательrrая, одноролная функчия, со степенью однородностиr-$т;/ , опрф

деленмя ," EJ , удовJtетворяющая условию:

lxy(,, t,air.rc|h lr-lty (,,t,Dlrlti lr- к - .о . (з4)

Тогда для функrши

!(с,т) -)Ir,'',r)! (у-а,t,t)фdt (зs)

справедJIива оценка

W|rg,чi,r, -= 
( l f|ro,rr,r, (зо)

Д о к а э а т е л ь с т в о. На основании обобщенного неравенства Минко-

вскогю и неравенства Юнга f l ,,.ор.rа 28О] и:,{еем

1 71. , a)i { ry,tll, (y-,,t,t)dydtl, <

l\,t ty,il ! ( y-,,t,c)d.y l, <

El

tr{ (,,tilo,|t F,t,dlrdt .

оIеылдно, ltG,t,T)l. является однородной фrrкшлей переменных ! п7 степеwl
|. l

,-f,,n, " сиry (3+), для нее выполнены соотноцJения (6)препложения 1.1 (с за_

I
El

dt

,='!

El

*l
El

меной9 на о ). Поэтоr"rу на основании неравенства (7) полуrаем

|Х|,r,r, t ( l/l (7,0) t

что и требовалось.

Отметим, что функlл.tи

-lb. пih-'ln,p(y,t,r): lal -

t! tу,tэ1-lтl t*n (lNj
Wpr,

, (|+ч+7зl

п

ееф-t,*) J
l]

тп |'
где<>' ,Р >

l!J,F(,,tэ\l р

0 ,|=h*i, удсвпетворяют условию (За). Эго следует из того, что

'"'пt!I,,t,dl , с точностью до константы совпадают с ядрами
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(1О) и (1О/) (с эаменой ъ нuх N нао ), для которых выпо.гtнено условие (6)

n!'4 удов,?rетворяют ус.rовию (34).Следователь"о, .tu,

К ядрам типа
oJ

,/,?) о""о"ятся TarсlI(e следующие i,,.,нкlдли:
,р(у1,

о 0l
которые по.rцгч6191"" 

"a

чае ядра

но и при

t_, 
^ 

(y,t,t):
6,r

vгЬrр ( у
2+t'+t2

.?

1:
о7 +F)

) ( зэ1

(4о)

(41)

I, ПЛП ПРuф=а-

у. I

',Т

tj**$,)

, !.,!,тl : (lffч|' k - i' kr*),

/*,р соответственно np"c-f, 
""" р- fo

" р-i,
Поскольtсу в сIryчае мра !r,р справедливость неравенства (36) доказана пр!t

вr0 и р >' , отсюдq вытекают следующие ограничения на основные параметры,

при которых гарантируется неравенство (З6) ллlя функшлй Х@,Z), определяемых

ядрами (39) - (а1):
L) lep<l<*, /<0<6.-,Р>0- в слгlае ,лол !s, р ;

2) l<p<9<e, l<0-.o<oo,<>0- в случае ялрr !*,ь i GZ\
3) t<р<9€ф, 1.0<а<Ф в сrryчае , u а'пvаФ!, 

tT '

Если воспольэоваться предложенияьм П.2|, П.3/ и П.1, то справедливость

неравенства (36) для функшлй !Р,d, определяемых укаэанными ядрами, можно

установить и при других соотношениях межry параметрами. В частности1 в cJT}-

t,,
6, е,
люоом

неравенство (З6) справедливо не ToJTbxo при соотноцtениях (42),

иэ следующих групп соотношений:

а) 0-1, l<р<g<ф, р<6<е з

б) 6_*. |=р<9<ф, /<0<g l

ь) 0-t, 6-ф, l<p<?<eo.
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