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О ВОССТАНОВЛЕНИИ ФУНКЦИЙ, ЗАДАННЫХ ИНТЕГРАЛАМИ
ПО ОДНО.ЧУ СЕМЕЙСТВУ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

В.Г. Х( а tt в ш н, С.В. У с п е н с к t{ й

f tol
(6)

\ lgud"LГу,а)|
dý"= Ф ty,p,

требуется о"о!!;!л" ть класс функшиfi, в котором эадача об опрелеленши функ_

uu" f череэ ее интl9гралы ФtуrР €дпнственна. Эта эадача н9 явпяется кор-
peKTHofi п поэто!0| вопрос о существованfiп не рассматривается. Ниже уста-

Иэучаемая в работе задача относится к эадачам пнтегральноп геомет-

рии. Она рассматривалась для раэличных классов повёрхностеfi многочислен_

нымш aвTopaмtl. Отметкм эдесь работы El _ 7], в которых можно найтп

лальнеfi чую библиографю.

Дпя фрмулировкп реэультатов введем некоторые определекпя.

[focTb Ел - fu_мерное пространство точек а-(o!a,|l)-(ч-еоr2п,,,Iа),
8_ .о"""""ая сфра bE^l

8, {u' l ч)еЕ^ , Fr r: - |! , (l)

E:-("jrO, i-l,,..,rtL), (э)

фw)зЕ)*g+- пшr}фоморФзм класса С|Е) . Опреаелим множества:

1{ -|аеЕ;,Аlф-t"il'-\,l!,@fl,- gУ, (з)

la-|.a, Е:,Ё Ц {^вl'-3л"ld,{,@l'- 0J, (l)

PaccMoTpltM lr7-параметрические поверхЕостп виДаn 
il'-|",,ГJtrф, @l'-рп кr!, (5)

. ь,7 -LLГо,а1- b|*|a^чrto)

"а" чlцttr,.,t)")е3,у4,сеЕ:, б фиксшровано п прянадлежлт интерваJту (0,1).

В работе яэучается следуюlлая задача: на каждоfi поверхностш пэ се _

мепства (5) залан интеграл

32



]

новJIен класс единственности эадачи (0) , " получено в этом классе пред -
стамение. Как частный случаfi из рассматриваемой задачп получаем класс

единственностш для спучая п параметрического семейства плоскостеfi, сфер,

эллипсоидов и конических поверхностей

Докажем некоторые вспомогательные леммы. Значале paccMoтpt{M част_

ныfi случай, когда отображенше у} яшяется тождественным. Опрелелим

классП|. Тогда f am,, еслш

t. l е f,,^(Ел)iп

2. ýuрр | с tl, { е L| (Еп) 
,

"o./Bl =\ '''Uf 
(Е)Ц, ,"о*ество ,( определено равекством (3). Опре_

делим *n^.|{??r, ТогдааГеИ{, ослп

t) f eL, (Е:).
2) Обоэна,шrм через /- нечётное продолжеrпе / наЕ^. Будем счи-

тать, что

{, rcl - F (+)Д 
'"",u 

,

3) Лля любого Nryльтшиндекса У-(Уr,.,.!^), UjrO, /-/,,..,пr,
,)1 @) е l, (Ел).

Пусть r|- (ч,,,,,ао), х"= ( ro*r,,.,,/-r'. Опрелелим

0otx)-etplё lС!Э- lc"!2!; tttl-- lle lo'l'-lo"l'! 0otcl.

Л е м м а l. Пусть/е йI,, мя l>0 попожt{м

|, @) : (elT)'^ \r"'rо U.rli сrlаr. (7)
'h 

Еа

Щtеf^
/,(е)*О npo l+ф,
fi t"l -l(t) Ы l -о.,п

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

liooll. te,lti^\

|iвl1 , 1f l 
ц) 

ё (и )- rr fi
larUll1,1i tqldr < (так как suррf . К и

I
к

аrUС )/q: (эамена +[h=

($l,r') "r,\j*(-Ч'

crl-'\Goods.

,flit-П-p(так как для sc,( 4, tsl* еср

npn l +оо.
л

Так как /,f 'Ц(Еп) , 
то

а, tt:) f *
для почтн всех fеf.

I rrl при h* 0
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l а, (В) i tql| - |i {4l|eL, ( Ео)

и, следовательно, для почти всех .? пра |-+g

Еа

Интегрируя это соотноlлеюrе по /

i" 
0о ur)i G)dq * (i")\ n

.cl п

t B)d| - { el,

Л е м м а 2. Пусть|с7Тl,,, тогда для всех хеЕ_i-
lrcl - {i- (rot-^\r-^ '\r:*'t'c(q)i (;) dqdt.

Доказательство. Имеем

Еп
(}f \^,

# : - (и i'l'' 
\r'*n 

(r4 ) i Е )dr- (эамена r-l''s)-

- - (e|il'Pl-'' \ еЬzsГ'6(s)i (f )ds.

(s)

(9)

rl

fx В) _ fn t"l r РоГ, \[',, \"*",,0 а i (f) bal,

l/стремrrяя l*о.l**и уtштыв€lя лемму l, получаем (в). лемма докаэана

Пусть f-Фиксированное вещественное чясло. Опреаелим:

n (t+zt-t)!! еfr: v_ y"
tl р+еOч)!! е

-т 

l

' 0+t)!! |

.| 11y2|-t)!! 0-sо -- а/f,S 
(t,+ еs+ t)!!

фпР -i a"*j-'' е,q,..Sr 7t f S7t , ýi

от l оо /l , находим

(ýо-е),

a

{rj

I

'ri

z
0rS,r....

(S, "'s/

ф,/ е,

Ii
5r,...'SZ ,;',

)

- ,Jч *,!,,,",r';-'-'
>.,.:sj>t

-е' К-0.le ,

Пi+r"", , K-l ,

r}r+ iirn, K,2,",,0-1,

Hi,r_,, K.t.

I

s,
t rS,

-{
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Поltожям

Лемм

|j'

g-(У1 
,

где полиномы

Положям

о! - е!,

рrtп =

1 | К-0, /" t,
е.
>0орOк

( l0)
хr

а 3. Пусть {eTll,

Г iT , j-/,",, п i

1

|. !, j-п+t,,;,,,
.:,,u.,), .0rО=Д Рli Gr),
Pu, ({; ) опредJляю{ся Ьормупои (t0) при 9- 9;
с' ' --'
} s"4 tsl } а h {@ldcds -
с? ,+'а сп

- l l .с# 0o$lтuff).f p)dods,
г*.{Ел Е^

. Тогда

Д ок а эа те л ьс т в о. Положлм

(t t )

(tz)

(lз)

irsTdpцdcds,

Так как
srеrо--9iDrOоts),

то, интегрируя по tl€lстям, находим, no lr|ra
l<i < П реку ppeнTнonfy соотнощенfi ю

t_rr - (6 e!-ly Xi*r,r_,,* 9X|nr|rrte-,l .

Применяя (tZ) l раэ к первому слагаемому выражения (l2), находшм

tz+ et- t) ! !

J 
"", 

2N 
= 
lrrit' ч H!j' \ _ 

е

| - l} tiii-7 l
д , = f ,

удометворяет при 9-97,

Jna (N-|)!! y,tr(,yy /t;r,'
I

+

где конста "rr, /! ,/r! one"o.n""",,_" (О) прr.r N- ?j. Тогда

xrn*r, - Ai * i 
'i, 

ti',tr, ,
(ta)

9
гд9 константа |i, определена в (0) при /-?i. Применяя (l4) послелова_

тельно достаточное число раэ, получим, яспольэуя обозначение
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фi{, ,r: ,i'
: n}r',!,*1,1n'j,-'

,; -i, r:,: -3,u! 
) rsf 

о, Bl л,' i (|) о, *r^' \ i r,

Сtяýо|у

+ #: Р,_, {- llh'' ) ff i фh'.| 

"; 
r е 

u, 5 
( i t h-' ) fr_ е ф О 

";1,
фlп

*) Е

.l,+l-|

Sr-,,'j
(so- е),

,
Jz+Pt

t-t S7t

+22
згl

+ ) Ь"'Р' ,f,,srl ' e,s,,.,,,S,

lrS,r,.,rSr>t

.Ьr'3 lril' !|stsa" s2

_ z,!-t
* фr,t-,,...,

+
SrЧ

z+P

SP
д

Илп, вводя обозначеЕиrt 

'цi 
, rii

|,

, Ре,^

z.t-l
фr,r-,,...,,А

, из (9) получим

+
а

l"*
'l'

-l +ze "е

+ н:, J'z+iflёl .+j +l

:"' -"З, qu r}ri

: Ёri- x,:r:

,);"Оirrl,'ilrodсds:

Е:Е;

к ,-l.
riojh ) \ \ .r-* С, о| uyzrh,l )frcldds,

cl ctuп Ltn
-\\

Прн 1-0 uз (t5) имеем

-itsl
е f plcds -

,п7 , получим утверждение леммы.

-|п.-m-| ilL
W Ь,ё,h) - Qп) l .4 -

х

(l3)

(t0)

полагая последовател ьно

Пусть

l!лф j=t

где

р.,/ - t
0йnl

-t, l= /,,,,,n;

/, j-O+/,...,пi

l

,- полином, определенный B.Tel.rrle 3.

Лемма 4.ПустьFе//|п

F tc)
у(tr,f) : \ l xud" / (о, с]|

dOr,

|l,р
\фLI4с1 n Г,., 

^',r
36
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F(в)-

Д о к а э а т е л ь с т в о. Так как Fееiilr, то

l

{У,\\',",,,о
)

0

I,

+) Д *,, *,,

,l

It

'"" r(#,,,)lрrrл,, (tz)
-оо

-l l
1tol- r \1 ,

и согласно лемме 2 цмеем

где

lgl
'tll

F, ta) - 1эоi^Вз f ^-'71",l1dh,

l+oo

Х (t,l)- ! , 
аrГ'G 

Е)Ё, Bh-')da,
Еп

л
Так как 4 " F, - четЕые по каждому переменноNry функчпи, то

Х @,l,-r't fi aobr;rh-')0Ell, еЁ')dl -

-r, \ Э r',r=r,(ir" n(E)i, (rh')aq.
l+wso 

(2r)!

т"* **,ý l'#ll 0 e)l. l rl' е'Чtltz ;, rt9crl-'t

(пряf€( ) " прп каждом фшксированном .с о"о n 
(фrf' 

равно -
мерно сходится на какдом компакте, а функчяя F| непрерывна и ограниче-

Ear то 
, -t 2l

! (r,/,1- e^,i_#\,r"e uli (il")d€ -
Ьп

- 2'*'i5 '{r р \ {urot 0"tc)i trl-')dс -
ltFOjзl Gll! n Ёr

(у*тывая четность функции Е )

_ 4^iý; t;Сl-'!.20 
olu \ qr*r!O"B) ,

l*o1,t (2n)! ,J 
ц 

g

(учлтывая (ll))

х (t"l"* ul"h"' F, F>dsd| -

37



,lпё4
.20

( izl-')
Tl b)i",V*rrl-

фпl

2z
l*o i,1

) u"'"'1F, Bldsdr.

(-

-iselхе
is1
т(+0 ( tB)

(zo)

llrej

Положлм
l | Т<0;

g(t)-
0 Т>0;

тогда, учитывая условltе ва sчр fr" р".сrатршвая один чIен (18),получям

t

l \r,,
-+ -?
-п.tп

- l \ ,(Е+ Е+
'm Lп

J
- (эамена S^-;, K-l,,,,,

,, o*et ff);l'+l-'' (s)ds dз -

w' l' - l s " l' ) 0o B l 0 *? (- F) r*'''1 t,ld,d4 -

,| ч' l' |2 - l ч " t' f ) 0о @ t ) ! 
о * .1- iL) ; 

t#''r 
а l d u d t -

{)n, 
(чё)Q*Е(r)е-'rt-'Fr,Що,. (rg)

L к, l
|tlинтеграл на два днтеграла, один пз которых есть инт€-

rTI

х

,-!л!/ Q r,f- w"|') аоЕ)0 o,u.(#), ; 
#,

с+ Е+ьп -ta

tr, к-/,...,rа) -

#), n#.- \ \ 2|lu't' |'-lч"l"l' ) е, tot
с| с{ьпl Ltn.

,F, (+) hdi-G.*.F,(

(i)r,

t(

,д*!.

l)#^- Ffu)),

ъь

граrt по brG". [9] , с.7zз), находим

-tJ
Е:

Разбивая внутренЕлй

I \ ,, иQur, (-
Е+Е+ lьп ьm

ur-'\r,r,',

ars \
т) F, todsЩ -

- \ ou., (#);
;+Jьtп

\ Fr,л

)""@tdo,dpdt
,'i5'1rB; н (zo).Утвер>rценпе леммы следует

ГРсть {-(Ц tr, , . . Yr(d) - отоОрахtенпеЕ+ *С} класса С& . Onp"o*",
класс фнкuппillZg . Булем говорить, qoftile1?|r , еслп
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где

F tl'' t"п|ff t с/,' tcl)|eш, ,

ф''(с) - отображеrше, обратное yl , , |g\l - "*оО""" 
отображенrrя

в точхе у . Россмотрим на классе 7|lg бперiтору
udoa (эt )

Ь,р
1g.ra"t,Цi\1 '

гдg 
'r,r- 

no""pxнocтb, определяемая условпе, (S). Тогда имеет место

следующая

Теорема l. Уравнеrше

Дч(о,р) =о

имеет только тривиальное решение. Если

,Е;

,4u (ul, /r) - \

ти всех 3 имеет место представленле

fto-
Dу ttl
Эt

0

to*
l*o

l|

\ \ ' 
(!td,t,/z),

lЕлфцt/+

обоэначям l,f la,p)-

ряют (S) псп Р= J .

e't"P Af (h ,r) lулrлl ,

)rr..,fu'", , гае L Го,rl,Гцf

\х (zz)

гае функшпяldk,t,l) определена q (lO)

д о к а э а т е л ь с т в о. Из опрелеленuя классайуt следует,что

для каждой Фrкцпи .fiс) су!цествует такая едпнственная функчияfе?tZ, ,что

f tсl -/ U"лl#l. (zз )

удовлетво_

I
Д,{tа,р)= #\n,| 

(а,с)dr: 
#,\,, _,_!оrr - 

(эамена c-<y'lql)-
't@t,clcp

' i r!r,пл_ rf 
{,/", 

"|#l 
* - # rI,п л. r'''' 

о' : l, / @* ),

Таким обраэом, .спп |,f - 0 , то в силу леммы а f= О и, следователь-

но, {1q=9 . Форrwла (22) вытекает пэ (zз) и леммы 4.
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