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В sаIсlЕс о поIоцDD дова8аЕвого А.Д.АлексаЕдровьш [IJ прl-
вdада rовочвоIорвого шпrпсоrIв ус!ававIхЕsDtGя вопоrоро
оr8до"вЕЕ Is. роsудь!аlов aEtopa [Z] о рошпваццr афтраклвцх
000lцr G!рувrурl в0!0рш0 шчOD, вапOсрOдс'вOЕшOа 0!ш010впе в
oовоDашпrI га0llоrрпI.

Гоьорт, чrо Iпоrос!вс а ЕqIоIоЕо о о о в о й
о ! р у r ! у р о fi , ослI в а вшдолена iо8о!орая сово-
rупвооть f ,порrдоqoЕlшI порtцOtвоrв (ooof,) П х прх
э!оlr вшоtвоЕш сIелувцtts уодовшя (алсttошш)з

I0. Вацдая осъ П е 7t пэмолсs соворцаЕво (лчше!во) упь
рядочоЕЕцL sопрорцвЕцll lrBoIEcTBoI (воо сочошпя ого дрдоашвло-
Dш) бов дачцовшего r ваибодьцег0 оtеllеЕ!ов.

?О, Шавовш ф вr бшлш два (раsrхчЕшI) элоцошfа - l0чЕl
э п* у !8 а, в t яа.|[дотоя r ц)пrоц вдlвсrЕепЕаfr ооь

;:frж",l,"ilт;' Ёf,уj*"вашчя, 
порOIдаOчOе о$tOtдовиOч

'rii. 
осм i7аrg1 , П(Y,rS, о!вечаDщдв дшбцr АDуш (рав-

лrчшrr) !'osвal z l у ч8 4, состолл пs одцшх х тех Ie
аtr0I0п!Oво

4о. Еолr гочвш z
прr дDбцх ц. Пkr!
о!вуDцхх ооя'х 

'l1 
Ц ,

rrenT обцуп ,очвl ll2 |

, ! , Е-Q Ео доlа, ва одвоfi осЕ, ,о
, Ье П(?rz) tа8цх! что па оgо!Ео!-
?1сlЕ , рч П(u,t:) ч //(z,z)
Йоторя ва П [.rа/ хlдовлетворяо, со-
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Uпоrество а, падолоншоо ооово! сзрувтуроfi t, Baeuba-
оrся ос еDшI прооl рsв ct Ео I I o6!lp;Baet-
о, чороs (Q,Z1 плш одпой буrвоf, а r вогда ato Ес I0ш!
Dшвваrь водоравуrовпfi .

Прослеfiшпr прпчоро!r оооDого прOсtраЕс!ва IоIо! слуrп!ъ про-
lвЕодьвое афttвпое прэс!рво!во, в вoropol D 8ачесllо oool прп-
ЕпIаD!ся ао!асtвовпшц обравош упорядочевшо пря!lшо. Далоаr ео-
tOOrЕOяпшIп oсODшцп с!ру8ryрачr ЕадOIяDтся Ео0 0lrрш!Е0 ЕшпtЕ-
trBo lшotoolBa в аффинвцх просtрансшат (в аачеетве осей прlпr-
ltaDlcя распоIоtоЕвшо Е аtшl цпоЕосtЕах частш афпвпчr осоl),
t чаOтЕOс!п, оtпрdтшв 9ллппсOпдд, BOIOшo I0Iп0 дlaсOlЕtрlзаlь
rаr афпвпво ро8!пsаццп прOсtравотв J[обачеэO8ого.

Сраау ro ваIо!шI, чrо ос!оствввшшв осоЕцо o!пrвшtц аФшр
Btlx вросlрsЕOтв r прооlрвпоtD Лобачевового (вовочво8 п бвоrо-
ввсшоfi рввIорЕосrп) 8вляD!ся дсо:!еtочЕо одlородЕсrх. Группа
Р(8,!t) оовЕцх автоrофпэчов sаfлого оооЕого пpoij,jpoвctвo

RrП1 Iа8ого llпаr к8r Ее!рудЕо проворпtь, Jrlопrо!эорrвl
сIOýDцхI услOвпяI 0двOрOдвOстп:

ос.) Каковш бц вп бшп !оч8п Jl7 х .zg t8 а r ваf,дезся
автоrофпвlr ре Р (6rС) lакоf,, чtо р(а)=РРd. Другпчr
otroвalttr грrппа РРrП) лвiсlруеt ва ;i TtlaшBntшDвo.

79 ) [авовш бш_ шп бвлп осu П t п П" п8 fo паШдвrся
авtошофпвш р€ Р(Qrt) , прqgбрвурщrf, осъ Пt (вал упь
рядочоЕвOо rвorcotBo) D ооь /7а. Дрryгrrr словаIпr грJппа

P(arФl деf,ствует !раЕвпlшно ва luoloolвe ocBil й .
Первое п8 пр[ведеdншх условпi одпородносtr для д&.тьвеfiпrх

целеfi подосl8точво. Второе - iЕдяо!ся чOресчур tвcTBllI. Оорry-
лпровка пвтересуDщого пас болео слабого уоIODпя 0дпороIлOет,
тробует дOполвпtеIъшшх сводоншi. Oб осеЕшх прос!рапоrвоI; 8 п8-
поIOппD ffOrOFх llш ш парOховдtl.

]Рововупвооtь tочок осд П(-r3) $м, ч!о !o _1o0 , ооп

ПUl,z)) в пропввопьвоI ооовош прострsвоlво 0 , iaaнBaeTb--
п р я'll о П и обовшачаетоя череэ Пkr!),

llBolacTBo L.Q ваашваоlся афФпп,шшц Iпого-
о бра8п оlt r 0сдн oвoBt|6c!e с 8аIдшшшуrя (раэдпчlш-
ш) точtGачш .z ч ! 0одорrr! пряIуо П(zr{) .

llишпrальпое афшввое шшогообрвuоr оодорrsцэв ддввов IEo-
tecтBo Ис0 r вавgваоrся афФчннсfi оболоч-
к о ll чвоfrосtва И л обоавачао!ся чероа вФ.об. /Y .

{l
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Говорt, ч?о !очап IвоIос!эа l'4 Е о в а в l о ш I ш,
осди вu одiа 18 вlsх точOа шо 0одер8l!оя в аФ]иввоЁ оболочrо
0сtадьЕцх.

Ottавшваолоя 1ош. [Э] ), что ocJ,и !очвш rноrества . Д во8а-
Епоtцш ш аrаёФ.о6'. И- , то lt !очвч шноа8сгЕа Иl=ИU{a"J
,atclв являD!ся веааsпсшцшцш. 0тспда оIодуо?! ч!о средп шво-
toclв М с Q , !очшш котоFI ше8аЕпсиllш, шlеD?ся lаксшrtшь
шшо, 8оrоро xapeв!€pllвyDtcя !еtl, что их афшначе оболочlсш

оо8падаD! со вооц а . Вацдоо пв tЬкrх IBoIecTB ваэцваоtоя
аФфш ш в о В ба в о Л рqссIа!рIваsшого осовогопрос!-
рапотэа 4

Цоrпо поrавать (ош. [3l), что эсе афшшншо бавц осевого
прос!рsпO!ва шIOD! oдltl l ty ш IоцЕOозъ. Это пO8воляеl Bвo0lll
пOЕятшо р а в tl о р в 0 о t r ооовOго прOстравс!ва. Прш

Е!оцt qlобш Ео Еходшть в врOтIворчш0 с trривцчншllt в 8ачосrво
рsstlоDвос!ш осового прослрвства fl , обоашачаошоf, чорев
diлъ Q r пршпlrцаоtся шощrосIь его ФФиппой баэш, ttB воторсf,

Jдшвв одlв алоl|оЕt. Прш э!оц, каа шетрудrо вшдеtь, рЁlrервоо-
!Х OCeBHt ПРOС!РаВСТВr ПOРOlДеШВШХ 0tКРlJТШUИ ВШПУКJЩUШ U80I0G!-
ваlш аФфrшвшх прооrреЕсtэl содпадашr о афФttвнншlt раашOрноотяцх
сoO!Ео!отвуDцIх цвOlвоtв, !дх. ,l!0 !0 t0, сOдерtащпх шх афшп-
ЕЕх пр0O!раЕс!в.

Дшео, в ооовЕI проо!раsстЕах вЕодвтся повятшо п а р а Jt -
о о 0 Д (по trобачозсвошу). Для эtого

,

a

,

прOIJIo ЕOеr0
ваоцlхоя оооfi
qr0

"ffi",т*Ё:

rtР,у)=i", а€П, G)
Dвпо!Еоlо ;lпшводlltоо ExIo уоловпо (t), то ато условtlо шполцЯ-
алоя прп лпбнх а | ?, Z, удоша?воряDщIх сооlвопrешияч (I).

УСПОВШЕ (t). fiакова бш нл бшда 1gчка, Ц*е.П(уr") r удов-
tешоDЕDqtя .00о!ЕоцоЕшо {< lL < z , осъ l l (z, аД/_ поресекаоэ-
о, о Ь.rо Лп Е tовO!ороfi ,0,r8о 12 таrойl чло i\(z,'d = |7n

,Гоэодrrrчlоооь П" параrпе!ъва ооч inr"
ллuул По ll Пr , оолl аlп 0оп цо ччепт обцпх tочек п удовдоl-
liоряэл уоловrэ (l) пр: лшdшх 7 , { , 7- 8а8шх, illo lIое?
Ieolo (I), а laalo Е ,oll оIучао, коrда атш осu оовпадаDт.

Пошо попааатъ (or. [3]), что, кааовЕ бш Htt бш.тп осевоо

(orr. [5J)l gт0 8сI! ддя вопорос0-
прtшеЕо!оршх t r ?,7 таfiшI,

?
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прOстравство (а, fi) , осъ_ Й u rT п lочsа а-оеЗ , па!далоя
одЕ8 п lолъtcо одЕа осD по т8sая, qlg q-.e fro а п"[ п .
Iоlдýl тоr s двуIорЕнI озевшх прос!FшстЕах отttошоЕпе пЕрап-
IолDвостп, Еообцо гOЕоря, Ео яаtrяO?оя oпчIвтрuчвЕll (соо!в0!-
оIDуDцItl Ерпхор пIsотся в [3]). 0дtако в осовшх просlравст-
ваI р8slвшооll боJlьцеfi лЕух эtо оlцошsв[6 рФло8сцвяо, oxl-
Iа!РПЧД0 П 

'Р8ВВПТПЕЕ01 
to0o ЯВtrЯOТСЯ OtBOmBEllClt а8ВП8ШеВ!-

Eocтlt D IEoIoclBO оавil .r7 .
0оевшо автоIофхвIц осевого пI)оо!рsпоlвg rc, t) (точвее,

пOроIдЕеllшо пшr аэ!оt офш8Iш lвotecrцa П ), очODtl[Еоi GO-
гrаоуп!ся о вводвЕпнlr oTвomoнlolt экБпваJtентЕOсшr. tloaтot{,
грJппа PGro) оJеЕшI авlочофааllоа (tочвее, пороIдаокlл
oD группа sвlоIофпвIоЕ IЕоIбсtlа Й ) допусýsв, фаrtорпва-
цID, в роsуIьтаrа во?яро! полJчаеrся грJппа Р(аrt) од,ю-
I0фпаIо, Iвошсtш U овяаок параллольпцх ocofi.

Еа яашко вDоrlовноfi грJпш ввтOIофпвIOD пвlорептDцво ваG

у0I0Dп0 0дпорOлпOстш 0сеЕOг0 простраЕс!Dа, дOпOдЕяDц00 раЕва
tвocllolpoEшlo усtовпв оС п tЭ , Форчуrшруоrся оIелуDцхч о6-
рвэOч:

t vcШBtlB Д - Группа аэ!оIOФrзIOD Frc,Е) лsflсrвуо!

lla явцко rсходвоi групш р(а rrz) ооовшI авлоrофпэчов
ооавого прqgтраЕоlда (а,Х) а!о о8вачаоt, tlтo ваfiовш бЕ BI
бшх ocr Пt п Па!э Й r ш8Ддется шtоrофrвrрсР(QС),
прообраsJDщl оOь П| (каr упорядOчоввоо шоrcс!Ео) в tto-
soTOpyD ocbl паFдIольцуD ооп FF2 i во во обявательво о поl
сODпадап!чD, 88в 9т0 tребовалооь в болео спIЕцоI условпп ,Е .

ПрпвеIаr tопоръ lочяшо Фр\тшровrп предJIоIеЕпП hB [I] t
[aJ, о по!орчх !ла рOчь D oalDu Е8ч8ло 8аIаrкп.

| ТвOРВllд 0 РЕАJlшздltl}t (or. [2l). шаlдое осоЕоо паоо!р8поlь
Ьо а r пшоDцоо рцашервостЕ 

'd,iпъQ >3 , uoroT бштЪ ралпЬо-
|ваво э афчшвош простравотве сOотвеtсlвупчеil рsвtlврвосtп l
Ршrc оrкршtого (в ошльшеfiшвf, локальво-вЕпукпоf, топологпп) вш-
lпувдого IнOrtаства G вcleotE9llBoШ ooaBofi структуроfi.

TBoPEllt д.д.,[пЕк;АllлювА (cI. [TJ). пуоtь /7 _ огрвr_
оЕЕоо sашкЕут00 вшпукаов lпolаclвo в аопечпоцервоr афшвноll
ростр8вс!Ео п Р(И)-группа вго проектЕвпцх аэ!оrофчвIов.

ъ
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[Т-гдв дs тrьвэхlшвпоотlt лруппв Р(И) на rраницо Г шноIес!-
|"а м слодJоlr что эtо цноIеоIво является эJlлttпсоидоll.

fiля упрочопия форшулltровrп оuЕовltого роsупьтата, воторшll,
цбг }t0 отцэч8лOсь, являетсн сдедс?в}l0ц прлввд€iiпшх зеOрешl

услOвиltся оце о сдедlпщец. Про опредолоtlвшо ва одноч }l tош Ie
IBo[scTBe а осовуD струкrуру tЁ ш афttнвуш структуру d
будоч говоршtь, что oнtt о о r л а с о в а н н, ослt| во-
!ествевная осевgя струвтура аффинного прострашотв а (Q, О-)

соtпаrаеl с ваддпltоf, осевоf, структуроfi /t , ъвалогичЕ0, оп-
роделоЕншо uri оддоц п lоI te швоIестве а осовая cтpyttтypa
lt ш cTpyBtyp l просlрsнс!ва Лобачевакого очt{таптся

0 0 гrас 0 ва ЕltшIl i 0сли остеOlDOttвая 0сOваясIруш-
lурs прс?равства Побачоэсfiого (arl) совпаддо! с вадавцоl
ооевой структуроf, Z .

ТЕОРЕllД. Пусtь осево8 прооfравство Р,t) копечвоfi раз-
lшерrlостш dl*тъ (arfr) - 5 JдовпотворяеI услов}tD однородЕосrш
Г . Тоглд оправедлаво оIшо шв следуюlltих двJх утверsденшR:

а) llнorocTBo d цоано ваделпть (и притои одноаначпо) аФ
фшввоlt oTpyrTypoil б r согласовавноf, с эаданной осевоfi стру8_

|'у
l0c

ром Л, Прr aloll P(a,rt) осовцх авгоlофшзttов
евOг0 прOOтрансtва совпадаот о группой аффившшх ав-

!ошоРпвllов аqqr"яого прострsпстьа (аrО2- .

б) llяorBcTBo d чоrол бцть надолешо (и прIrтош сдшозввчво)
оtруктуроfi .l прOотввства JtоОЪqовского, ко8о;вя согпас]|0l-
оя о вадавноil ooвBof, cтpyкTypoii lD . Пw э!оll rруппа Р(а,Ф)
ообвшх аэтоlrофшаlrов осового проOтр8нс!ва lQ rfr) совпвлдоl о
группоfi дьшrевпf, (в тош чшсле ш несобствешшшх) просlранатвs
lIобачовокого (a r,l) о

ДOКАЗАТЕtr}СТВO. Jчштцэая lеореш.ч о реалtlзацtlпr цOIн0 счп-

'атЬ, 
ч!0 8алдЕвоо осевов llpoclpaпcтBo lQrfi) реапш8оваво в

вопочЕошешIоll афпшшоr просrрапстве f в вltдо открштого вш-
пук101,0 шпolocTaa, шзделоЕног0 eoтeclвenнoli осевой струкзуроfi.
Прr Bloll, D оlду взороi ,lастш Tooperlш о реалшsации, I,рiппа
- Р(аrо 0севцх автошофшвшов совпадает с группоii прооtсtлtв-
вшх автоrофх8Еов вЕIцlвлого цноIесlЕа а

Пов8rеl, ч!о прr Q = Е спр8воддпво ylBepxJleвшe а), а прш
0*Е -rlDерщtоЕше0).

Если Q= Е , lo Karrmf, проектившrfi автошоФr8I явпявtся
аф!шввшш r по!оlrу справедJIивo в!орая чsотъ утворадония а).

а

J

группе
(а,t)

{
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a

Порвая часть этого утворrдевия тавхе очев[дtа. В каqество иi-
tеросупщеft пас aфttнBoil отруктурш ва а rroreT бшть прппя!а
афчшная структуrв просrрвства Е r а одiЕствошность такоfi
оlруктур,l следtеt из уIе преверенпr;fi BTopoti qастш у!ворIдевшя.

Прu Q t Г r уqптшвая хузрщдilся прOизвол при реалпвацип
0оOвшх с!рук!ур, цOfllo считаlь,
loo цноIOоrв0. Тогда каlдая 0сь

ч!0
п

а - oгрsltпчевЕоо откш-
е й пэааалоя eotocтBeвEшll

обрзоr упорплоченЕшш 0lкрчтшll 0треакOц, сOOдrrвяDщ}Iц ре гра-
впчЕно точвtr IHoaecTBa Q . OдпJ п8 атllI точаlз gс!вствошпо

вавв8тЕ начаrоll осш П , а другуD - е8 вовцOtlо

Катддя грвв}rчная точrа IноtестFа а явля9тсяr очовt|дltо,

ко!цоll векотороd 0си. Прш эtоц ссп П} а Пz пэ lt Tol'n
il tолъво lогда шшеDl общлfi ковецr Еоглд ошш парsлIslьвil. TaкnI
oбpаaolr, усlаваDливsвтся бпекцип .f шноrвства / свi8ов
пвраллепьшь!х осоil в8 грашlцl Г рsссrtаlрrваоIого orttршIого
вшпJrлого uноrоотва а . Вшяспlr сlязп аtого отс/рrовша о

пIоDцпIIся группаttп автошофшзrов.
Грушlа осевшI автоrофпвчов ос9вого прOстравоша (а,а) прь

рассIаlрlвавrоI реалиаацдхr 8ак оrlоqалось, сODпвлвоt с груп_
поi проектвЕпшх ввтэt|оФпsuов о!врrого Ешпувлог0 цноIоства

Q . Послодняя lо одtlоврешешвo являеlся группоЁ пpl)oкtilвttшx
аэтошофшвшов грqшпцш Г п заItlнутого вýпJвJtого чiоrеатва
Q.-Q tlГ .

С дрtгоf, ctotlollшr каrдй осевоП автошофttаtl рл. P(Q,lt)
пороIдао! невоторшtl авт9rофиаш Р из грiппш Р (arlZ) ав-
точофшэшов цновества / сЕяэок па[вллольв8х осеfi. Прч этоll,
пакоЕа бш пr бшла спяэка s в 7Е r tочка J(Fftl) цпоtоства
Г соDпsлаеl с точкоli р(l!q)

Следоваrольно, группj Р(аrЛ:) в рассrаtршваечоч случао
паоuофча группе Р/а,lt) , ш прп 1:оЕдоGtвлеЕrlи 8аlдог0 пуч8а
,r€ П: п8[чллельншх ocefi с отвечапцЕll вщt лочкоil fr' гра-
ппцш Г ltшolecтBa G эIи группш соБпадаDт. Поqтбцу пз ус -
ловпя однородности ,|'' BшTeKooTr чtо грJппа прOектпsннх s,вlо-
шофttэчоп ог}вtlнltепноrс выпJклого эаilrвJтого шtоtоотв8 а
доПствует транзитllвно нd 8г0 грапвце Г . Тавое шlоIеO!Е0!
italt слвдует п9 Teopertm А.Л.АлеrсанлроDа. ,вляеrся аллппсошдох.
tlo тогда, в с}tлу llaBecTHoli шЕтерпре!ацllп гOоч€!рltх Лобачовсltо-
гOr справOдJt}!во утвер:цэнл:е б), п teopeвa докЕ8ана.ъ
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а. РУВltШШtйа Г.Ш. 06 олвоf, BByTpHBofi харавrорпсзпво оrЕо-
9п89IъЕо 9тхрш!щ вцпrцдц.х Ё9iаслв. - DДокл. All СССРП,
1970. !. I9r; Ё 5, o.-I(XIi-I0(P.
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рБПнШIшн г.ш. Тоооеш оrдалtlосlч ЕшtlукшI ццOIоо!Е.-
ПСшбшр. Iаt. цgrрЕ.Пr-I!5|}r !. 5, Ё 5, c.-I098-II24.
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