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тtsOрЕIА 0 llАшстрдлlt в сшьнЕпшR ФOшЕ

А.I.IаФяров

Теореча о цагшстралп в сшльшеfiшеf.t ,Popro, приfiадIеtачвя В.Л.
liaKapoBy, докi-аsна дя бааисншf ) oпT}ttlaJlbншx траекторпfi в шо-
делях Неfiчана с новыроIденншtr теltпоl| роста (сш. [r] l. в данвй
работе ата .loplla тоорош о llагистрали доказнвается с дрJгоfi точ_
ки зрен}lя, чеч в paooтu [r] , и для другого класса оптшц&llьннх
тректорй. Приведенное эдесь докаватФIьство укаачшвоfi теорошll
суцественно опирается на теOрецн ts.Д.llакьрова. ш А.ll.Рубинова,
связшвающие пqнятllя )арактерпстики траектOриt{ ш трqектOрииi
растущвй среднfrlд тошпоu d, . 8 статье рссшdтрпваптся так
назшваешне / -oп!шдаJlьвше трqекгOрич, лдя кOторх э IoдоJIях
Нейчана шшееЪ шесто Teopelв о Iагl|сtраJIи в сильпоftш:ой форле
(теореша I.I), q в чоделях Геttла - сходlшость оптпцаJIьнЕх
траекторий к Hei:irraBoBcKofi гравп (теореша 2.I). {алое paccrtаT-

риDаюТСя шОделш Неttшана-Геfiла, обладающше единствевЕнll рввво-
весннш BeкTopori цов. Дя тцкшх tioдехеfi указьтва^тся т,lЕая ковtr-
ческая 0крестнOстъ луча ценr qт0 лDOая oптпшаJlъная траOктOрия
прпнадJtе8lт неtчановскоfi гранш с того цошоЕтаr с 8с8ого ео ха-
рактериоIпка окатетоd в атф ospecтHoctr.t луча цев (теореш I.2
п 2.21. В конце статьи описъвается ваrшнf, власс чоделеfi, в
кстOрых ишеют шест0 указаiнше вшще теOречш.

l) - атоЁ раOоте используется терllинологияl принятая в

Ic

tI] .



Io. Рассrотрltч цодель Нвйшава Z , опредоляешуп парй не-
отршцатольнпхlв!риц l п ý, ичепщахr соотэеtстэоЕп0,rz
строк ч l?"/ столбцов. Ilустъ ввЙшавовская грань Nф этЙ
hсделu, сOOтвOтствуD!вя теrшцl рOста ос r 8атянута Еа гful
обIвзупцrrl, tда rтъ.,z27. Счrrтаеш. чlо оOраауDцдв веftшаловской
гравt{ аапушороэsЕш ltЕдокоаIи lr2r...r rи,r. Пус!ъ П| а Bt -
Iатрхцн, сосlавлонЕшв иs порвшх rT?,| сlолбцов сOOтветствонво
шат9uц '? п В,а Н2r.В, -llаrрпцдrсоставпвввшоп8
посдедЕпх l"ъ-tтаt сло16цов сооiветстзенпо шатриц А ч 8 .
В атоfi paбote всDду сштаеш теtaп ростs а= l . Далее, полошli

.Qn=[cJ, g lrZ" t Д, - { B"l,

"де 
Z' - цOдбJIDr дзоfiствеввая 8 цоделш Z . flсао, ч!о все

раввовеGпцо парш ( р, р )о гдо реtпt,Пп, Пп:{ре(Р|)*,
Р@)>Рq),tчуsrl}, dривадлеrаЬ IвоIоству Q* : 

' 
деfiстзtл-

телъпо, пs определения пеfiцавовскоfi грвlл (crr. [] ) слолует,
чtо дtя пDбого р8вновосЕого зекторs р е iпt lLпuвпт цос!о со-
отношвнtlя рПt=рЦ , p4rrpB.i Отсрдв Ештекает спра-
вqддпDость J8а9аЕвOг0 вшцо утворIдовпя. tsведеr сдедlпщое опре_
деJIеЕшеr коtороо будет пгрть в далъdеfiцец сJщоствевнуD рль.

шрцДЕIlЕIt}lЕ. 0птичальнуD lраекторuо /-={-cs)io ва3овец

/ -оп!лrшпьной, если она допусваот харакгорпстику Y:(il7_о.
т6,:уп' что все предельншо !очкп пооледоваlепьности 'а!"rrt;*;ц
прпнадлоlат lrвоIесrву Qn.

Существовавив у -опlичаJlьпцх траекторlrй Федlет п8 tого,
что ллбая бесrовеtiвая трaоlсторl,tя, лвIащдя на вейгавовскй гра-
Еп ддя воох цоцевтов врецеЕп, яЕляотс8 / -оптшчаJlьноft. Дlя
ташх траекториfi искочоfi :ирктершотшкоf, Ьляется траов!оршя

Y=Ur} r ГДО Jt=P ДДЯ ВСеХ * = 0,Ir2r..., РеопtПа.
В частвости, TpaeкToprrf, r=(2) , лде &t=dna- l d _ вей_
lввОзскЙ тоrrп рос!а, Т=аЕ, 8аведоr.о явJиется y -оffп-
uaJtbвofi. 3alleTшt, что в лобй цодолtд Неf{шана-Геfiлаr оOдалаD_

щеfi строго поJIоtптоJlьншш равВOЕесвшl вектOрort цевr имвется
хотя 0ш 0д!а F -0птшlrадъная траOктOрliяi та"к lcaк в этOш слу_
ч.ао чодопь содершт Fввовеснуп пару ( Е , аЕ ), В rryBBTe 30
0удет шокааан цельй кJIасс шоделй tlеfiшаваr. в кOторшх все 0птп-
чаJIьвно троктOрхu являDlся f -оптшчальншци. lядетиш TaKlE,
чt0 пOнятия F -0пт!цадъностп п бавtiсЕOс!и оп!иD|апьпшх тр8Oк-
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TOpd? являптся незавпсичшltц. 0кавшвается ,/ _опlшальвшо
траектории xopolllи тешi что для впх в llодехш'Ilеfiчава шцеоз шоо-
т0 теOреша о шагпстрsлп в сшльвеtшвfi форrо. Лродваритшьво
докаБех следуDцуп лсцl!у, пеоOходIчJD ддя дOка8атеJIьства теOреш
I.1 ш 2.I.

!,

ПЩДI.I. iIIycTb в Iодепt{ ttеЁцаЕа-
-Геf,ла Z шшеотся равцовёсЕая па-
ра (Е,фЕ), соотвотствуDщая тош-
пу роста d---!. l так8я что Е>>о
JIшбая характершс!шка 9=(t ) !ра-
еКТОРИШ /=(at) атоt Iодо/лч'uZ .ог-
ранпчеЕа.

дOкд3АТцlIы.;ТВ0. ив опFдоrеlшя хдрактарпстuвl сIешlеl,
что Функцяя lurtt1=./*rарубнвает ддя лпОоfi траевIоршп шоде-
аи НоЁчава-Геf,Й. tsоэьцвц TpaatтopиD /=(Zt) тslryD, ч!о
дпя пDбого ttошев!а вречевп l пшео! шес!о разовс!во: аt= Е .
lla услов}lя деlшш следlот, что та8ая !раекторrя ваfiдотся. Ив

тOгоr что эектор Е строго поJIоtштедов ш ддя дDОого Ё опD8-
ведJtшво пеFвевст8о /r ral rr/-tP, слодует огравччеввос!ь tIосло-
доватолъносlи Y=Ut) . Лешц доlза8аша.

Прпводiцая Йlе Teopelв I.1 покавЕваатr что в цодепп Нйша-
на ддя всех r.4 -oпTl,|tt8Jtbншx травкторшй uчеет чосlо lоOроIа о

шагшстра.Iч в'сплъвеrtцвй 9орче.

Тш)РЕtlдI.I. Ilуотъ в tдодеlll lleiuaHa
ичеется равновесвая пара (Е,аЕ ).,
С ООТВОТСТ.ВУDЩаЯ ТеIПУ РОСlа d-=!,,
такая что Е>>о . Дпя лпбоi Р -оп-
тишальноfi тгаеЕторпи |=(-2) э'тэi
чолели ваfiдется в.оцор х Ta.8ofi,
что ддя всех tr.X иIее! Ioc,jo

(4 , аt-)ёNd
ДOЕА3дТЕJIЬOМ. Пусть Y=ф) - lааая )араЕшрао!шsа тра-

окториu / , что .IIЕде; лпбоfi Ыодяцеfiся поддосподоЕ8!е,IъЕос:
тч {C/r^'r./rr*r)J пгпвапrеIпт t{BoIecTBy Qn. Шв опрделевпя
харавsоршстliвп следуот, что I) для лшбоtо цоцевта вроrевш f
шшеет.шесто неравешстЕо {rflr.J.,В а Z) ва тех сзолбtвх 4(
а 8^ Iатршц П а В , 

-fоторшЪ' 
шспольвуDтся в ltвектощп F

с полоlптельноfi пнтенсивностьD, дэсlшгается раэевство. Теорша
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будет докаваЕаr ecJm удастся по8ааа:ъi что лпбй процеос ca\€"l
с Borepotl H" J , J = {r*оr*ц. . .r ,fu}ъ оптшllальвоi трцокторпш

F:ё) пспопь8уотоп во боаее чоц коЕечпое чшсло рав. Предпь
ЛОаШl ПРОТШВЕООr ТО ООТЬ ПУСТЬ ДДЯ IС8J(OГО-ТО ПРОЦВССа Са", €\,
ке J , ваfiдется подпослодоватодьнос!ь (t") , для которй

швтоltсивнос!ь атого процессs (а*,€^ ) в состоянuп(Е'^rЕц+)
поJIоптельна. Таr вак посдедоватФIьвостъ (/6* ) ог.Dанuч'Oва,

шв Еее шоrtsо Еrдепптъ сходящуDся подпоследовеiiелъносtъ 1|*t.
Рассllотршr последоватапьЕость ( Jt"_*.1 ). Ив вео Taвre rдоlшо

вшделптБ сходяryDся подпоспедоватоiЕвость: .f**}? g . _По-
цпцо этогоr ttr;- r . !Iше9I, что ilсаКл=g85? r' _ke J,ч!о прOтЕвOрочит тOцу JсдOвиD, что Ur,t)ёq* . ТOOреша

дOкаваgа.

3ДitЕIlАltИЕ I. liэ доrаватопъства теорош ясвоt чзо оош
тIвовторшя Iоделх EofiraBa Ее явJIяетоя f -оп!пIвIьшй, !о
ддя Еее lоороIа J Iаг}lстрадп в сидъвеfiшСП Eoplo r.otвT ш че
бшть еправеддшвоfr. 3ацетш TaKIe, чт0 f -оптrшальвостэ тlв-
овторши Ее являотся веобходпrдпr условшоr 8огоr что лдя Еоо
шIео! чосtо !еороца .t IагIстршп э сидьве!шеl Форlо.

3ДllВrlАНШЕ 2. Еспч вейrацовсвая лраЕь N& таIФва| чlо
пршвадIоtац}tе ой трвевторпr оходтся 8 IвзЕоэесвоlry пучу
(lЕ)b,- то всо / -опlшrаJlьвЕs !раов!ор}rп будут сходяцв-

Iшоя а Eтolty лу,lу '(),Е1,_.^
Раосшотрич теперь чоЙii ШefilBвa, обладшцуп ед{вствоввцI

(0 лочвостьп до швоIш!оJlя) рввовесЕцц BoKTopoI цеЕ F (о
таашх Iодешх сш. [з] ). 08аацэаатсз, чtо в атой шоде;/ш rror-
п0 укааатЕ TatcyD едЕуD для всех 0п!иIшьвшх траокториfi кови-
чеоауD 0врествOсlь дуча цвв, чl0 0п!пlвдьЕая трае8тOрtrя прr-
ваддOшт пойшавовскй граяп с !ого Iоцев!а, о кавого 0о ха-
рsвЕершстшва пр[ЕадлоItrт aTofi оврествос!l Iуча цоЕ (ф)хrо.
ltr шсЕоцJD € -шростдосгь точвr / цs^(LF)еrа Iolвo'rrib
дкiуD оЕростЕостьо опродспrсIуп iсрrвовствош

(I)

- вацболъдце апоllоЕ-

. ТочЕео говоря, lIе-
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1ШРЕШI.2. Пу с т ъ Т--(Е) - оп l п ц.аJI ь цая
(ковечная илп бесковечвая) /t р а'е $ r'о р ш я I.о д о л х
Неfiчава. Еслш суцествJо! её ха-
рактористика :lt) та8аяr _чIо пдп
векOтOрЕх t а-с точ8п 

"/" 
, C,/t*t

ваходятся в € -oKpecTBoc!lt точ-
tr (гдо С>о l а число ё

(/)), т о п а р а (Еr,Е"?,)п
0ПРеДOЛЯеlСЯ Ш8 С0OlНOШО-

риЕадлеIшт
Nф.нейчавOвс8оfi граЕш

ДOКДЗАТДIiOТВO. Вектор F шQшо представптъ в ш.lоз

р=с/**& п р=сfr*r+ъц, '"дu Д а d'- /?,-rrерЕшо воктоЁ,
'абсOлDтЕая ве:iичцна iФорл:rват коIорdх шовьшо € . IIродполо-
Iиш теперьi что (-1 , Es*r1alV*. 0тспда следуот, ,r1o веIGlор

tc|= Ь" lL7, гдс Г - гввь копуса ,Qf , ватяцутая вs ор!ш
irrошэрашЙLtъr+/r...,fu r поотриц8!олов шчшсдо J ,раввоо
cyllцB tсоордлЕа! атого вектора, полOIпIФIьно. ЗаIоltdI, что па_

эл tr,T* rar,r)TaKTe цо пршвадлеrпт воfiшавовскй гравл Nd ш,

кгоце того r РG а) - р( # -" *, ) = {(р ( Пru!) -рВru!)). попо-

*\,+ dх=Еt. fiоордлнапr воs!ора йt Еео!рuцатеllьнц !

E'lt".}'=f , 1де {nr|' - коордлвата ве8тора dа с но-
шOрЬш L . Цшеешз

JэрGrЕ) -р ( В, Её) = ( cf; * В 2tп, й") - (.с j2* 
n 
* 8'у g.i*1 =

: k Jt G2 4 ) - ф *, ( в. ц ) tt (ццьt в,п)] - t l д rаr) - 3' в 2ц ) .

Спрэедлшвосlь равовотза сjr{Нrrr)=$ц(44)слеауот ив
!0г0, чт0
I) ддя лпбоi,о цоIЕпта врвцоЕп t пIеоl шосто вораэеЕство

/, i,. ?1ц В ;

2) ва тех отолбIвх а.К а /^ оrр"ц Д l В , которнЕ
исполъэуптся э оптшlаJlьноlt траек!орпш / с полоrптедьвоfi
пвтOвсаввOстьD, дOстшгаетOя раэеЕств0,

3 ) хаоактершстпка трао8торип опредоляе!ся с точвостьD до по-
ло8птельного raноз{тодя. Далее, ицвецз

&{ fl" аr1 - У ( в" dt) < t 3 t ( Н, Z* ) + t 8't Grп) z пQ, * lr) е,

где tBl " t B't - вокторш, составдеЕвце ца абсо_]цю!нцх в0-
лшчив Koopдt'a', соотвоЕотвевЕо, Be'l.po' В n Е . IДта8,
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trц попучшIи неразеЕств0 J. rcr!1*l),€, кOтOр00 прO!шDOрdчп!

вшбору числа € . Teoptв доsа8аЕа.

СJIВДСВИЕ. Пу с т ь 0 п т ицал ьв8я
тOрия F-(Еt)Еоп8кая| чт0 для

т р а е.к -
въ 0

ваfiдедся харакlOршсlIаа
сходяцаяся 8 lэчве сР ( с>о ) са
пУчо (IP)ju,.2. Трае8Iория 7 принаr
лоrит к ноf,цавоЕскоt граЕш с
того llоltеЕта зроlошш t, с 8а-
кOг0 tOчкд пOспOдOвателъшOст}t
Gl+) trрпЕадIеIа! вовпчеокоfi €

oBpec!Boc!r луча {)P)p.6r !де €
опрOделяе!ся хв сооlводlовшя (I).

ДOlФ3АТДПЬСТВО. Посдедоватодьвос!ъ G J) явIяется ]в-
ракrоршстшкgfi траокторип 7 , сходяцоfiся в !оq8е Р- . Пола-
гая €=ъfur l наl'tдоч Ъошер J , пачшвая с которого все

Еочкш пос:tедоваtельвос"о (*Fb) находятся в € -окроствос-
!и тiчвtt F . По тосршо I.2 получаеlr спFверlшвостЕ ука-
аавнOг0 JlверIденшя.

3ШЕ'ЦfiИЕ. 0птшlлальвшв трао8ториш, дJtя lФторЕх наftлутся
харa8торuсtшsll, охOдяцпося к Fвновосшшц вектораI реittt Пp,
сос,JавдяD! уакй подсласс в lсдассе / -оптишальннi траекто-
рчfi. 9тпr и ойясшотся то, что для itltx ицепт цесто бодое
сшлъЕше уrверцlешия, чец дJIя / -опзшшльвшх tраевторй. 0т-
lrетшt Taкter что !вореша I.2 'ш следсlвио uв Еее пцеDт Iос!о
п в сдуча0. есш харавтердстшка оптлtшальвой тр8ек!ориR сходrт-
ся Ir лучу dр)лrs ллв рсиtП*, о l=ry(po!1-pt?|)>o.
0дпако эIDl уоловtrя трJд!о проверяеlшr есдш lfuorooTBo l ln
сОСТОп! но хв Одшого ду,lа. В цувктв 50 буryт указашц услоэuя,
при 8о!орх в ltодопях Шейшаша шноtасlво Л* сосtочт !s од-
вого лУqа ()F\>о, fiроча того, TaI ta будет доказашо, что Е
та8шх цOделях шбая харsк!оршсlпва лэбtтt бесrовачво опlшшаль-
поfi траекторпи, иохо.цящеfi rа BByTpBHefi точlG! конуоа Р| ,
сходlr!ся к точке СР r где С>О .

2О. Рассчотршш'аваJlогu пршведевпщ вшшо ЕоореI дш lrодвлп
Геtла Z . Пусть по-преrвецу Nф - поftiаповская грsЕъ ltо-
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дела z , соотвотствуDцдя тбшIIу роста ос (tцпоцЕицr что сL
счиmется равпшц I). Полощц

Qn={</,tr,l, Z|, /c*l-gV), (-, р, Z t Лt },
гдо Z| - уодепь, двоf,ствеЕвая а шодел}! Z . Ter rо спосо-

:H';ilJrfr;."oou- 
Неfiшапа, вЕеде'. поняlпе F _оптшltаль_

ШРШlЛ2.I. Пустъ в чодоJIш lейла Z
пцOOтOя равпOвOсЕая пара (.Еr*i,),
соо!эе!ствупцая тешпу puc!a d=4,
т8кая ч!оЕ>о. Дпбая y-опти-
цалъЕая TpaeKTopпяF=(Et)' этой шо-
деп! схOдится tc нойшавовсвоfi
граЕп Nn.

дOкАздтЕ[Ьсlв0. Так кап сс = / , то послодоЕатвльвооть
(Е) огрqвпчова Предполагая, что ааtзIцOчевпе Еоореltш неверно,

поllучшI, что Bar в!ся сходя[вяся подIоследовательвостъ {{Er*,Еl.*r)}, прсдеп (е,у) ttoTopfi ве пр}tваддешдт веишавоЪсвЬfr'
грйв Nф . Таr вак йовус Z вшкшутйr то пара (х., 

U )

бупот приваддоIа!ъ llшotecтBy Z r Na . PacctloTpnr последЪва-
tOдъвостъ {cJt., Jr_nЪ соёmвлешнуD ша эJIешввтоэ характе-
рпстпк! r;Ut^] тфекторшlt /=(Е1). IIо лешrе I.I, эта по-
сл едоватеhьвость ограшшчеЕа. Сдодовательшо, нойдется подIо-
сJIодоватФtьпооть S\ таtзая, чtо (lt., , ttлу)-V,УI
Так как треклоря l явпяотоя / -оптfurшrьвЙ, lo наfiдет-
ся тавая харавtершсiпка f =Фi r предвп rшбй сходяцвйся
подIоолЕдоваrвдьвосIп rоdорй прша;цоrп! шоIооtвJ Qп
Шшоец: Ur{), Q* . 0чеэшлgоr что 

'Еtнq 
, аtц,r)- (э,!h

Ш8 tого, что !раов!оршя 9=ф) явдяоt'ся хаЕiктерлотивй
траеЕторшш F=(Et)9 шчебч: ld[а"l=.ltлlt (4л;l, ._ on.:
да, переходя в продаllу, поддlчшr'что' /balrcyt, Tld. Ф,glzQ*
Получttаш протшЕораqпо. teopelв доrssа!а. - -

аАIЕ'IДlшв. IIрш условчях зеорош лэбая / -оптшrааьная
!раOs!Oрпвr.рао!уцвя 0родвшI l0шоц & , схOдl!оя а !очко
@,{)ёN&, пршчоц (.э,8D*р, о).

Рвооllолрr rоiош l'еiла Z , оФвлвщуD Gлцвсlврвнш рsв-
ЕоЕбсцшI EeвTopor. цов Р . В алй Iодопl Z ЕIоо! Iecro
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аЕшог !оорош I.2 при сдолgDщеI доподЕIтФъЕ0I 0граЕичеЕпп

Еа цодедьз фr{Рсzl-Рсу1)=l rО 
ryпя Есо.х (е,g) ё z \ /{d. п

це,рп=Ё|а.]'*{g|'=|. гдо t }'" {у]' - юордЕваrш векторов

& п { с BoIepoI l Есдд ато усдовЕо ввподвено, то
справOдлrва

fШРШlД2.z. Пу с т ъ /.=(Е2) - 0tI т lt ца л ь в а я
(вовечвая плп беововочвая) ! р а е к т о р ш я цр д е -
Il Геfiла Z . Есдп _ауцоствJо! её
харав!орпсtхаа P-cJtl такая, q!о
Ерl Еоко!орцх t'u .С ?очк\ сfё ч

сfi,r 'входя! э € -о8рествоOIь lоч-
вп F r где с>о п €аl r т0 пара
(Ееr4,r) прlвадпоlп ! вайчав овс к оl
гравш Nа о

дOкА9Атц[ъс.IВо. Вевтор F IоЕо пведq!авчgь з вlд0:

F-"tr"В l р=ф*r*В', lie В " В' - ra -IервЦо BGatO-

Ц, абсошлпая велпчпва 8оордшЕа! solo$tx IеЕьшо € . Пре&
додошLопврьt что (Еt Ft+r)Z{r. Отсплв сд€дуоr, чlо
(еt,.эtц)Z/Vd! гдоJ:l= fu \ ъt*t=ffiv toBul
обравоI,

l, р-с-" l - Рсr,., > =ccfl * 8 х 4l -rc,fi* r * !5 ras,, ) =

: сл сz* l - с fl *, са2 *r' ) + ( ! 1;ц.r t - 8'с.", r'9 = В t*, ) - B't -, *, ),

ш, BpOIe !0г0,

Вr-r, - 8|-, *, l n t 3 t rа, l + / 3| сzt -t l z €

где tBt о tl't - воаrоFi сосЕаэлоЕЕц9
чlЕ Boopдt'a! сооlЕо!оtЕовво ве8торов Д

п
Е
|=t
п8
п

Lr*l\|-.n|n=€,
абсоштвцх ведr-
Д . ш.о"."ar"о

l.e Ероtпворечпт вшбору чиола € . Тоороча докаsаса.

с[ццсТВшЕ. П у о л ъ |rrЕ2ffо- о Е т п ц а л ъ в а я
sрае8!0рпЕ, ддя котороf, сJцо0!.:
Еуо, xapaB!opf,olEBa P=ФrlEo r 0хо-
дячаяся а !оq8о ср- ( с>о ) ва !учо
(7F)хоо. Т р а о в ! о р ш f -7=сЕ)f_6п р х в а I -
пвап! ЕоЦдаЕовсвоf, грава Nn о

2т



тOг0 шO}iOETar с

следOвательнOсти
какOг0 тOчви п0_
(tjr) п р и н а д л о -шат € -0крествости точкп F r где

сё,|,
Укашеш такЕе, что в рассшатриваешоlа ситуации справедIивd

Jтверцеuия, сOдерIащ}rеся в зашечании к теореше I.2.
3О. В aTorr пункте указывается класс Iодедt,й Нейшана, в

кOтOрых иriеют шест0 устанOвлен}rые выше теOрешш.
Пусть llодель Ноiiшана Z определяется KoHycoll Za,B),

где В=(Е.В,), Н=Н,|Нл), д - единичная шатриtв порядка
п. , ý, J fатрича порiдкi .TL- п. , 4, , Дz - шатрицЕ,

соответстзующие Е, Зz. Далееr густь z - lдil(сиllаJiьноо
характеристическое числс tlатрицд Д" . tia rлодель Z н€шошиш

слsдlющие ограничения Т " Т, которые в дальнеfiшеш будут
играть существенную рOль.a ) Натрица б -пришитивна.

lta аТОГО предtолошЁция следует, что найдутся строго полOж}1-

тедьпше и единственные (с тOчностьп до шношителя) в.,,торш .Е
ч б такиеi что .d_T=zE. FН|=,LБ l тде z>o (сш. |z_j1.

Ъ ) Ишеет мрс,то нераБенство р lz 2 zБ В, . Это усло-
вие (или Fп"r.фi", п+.l<R,m) с эконошической точкп эре-
ния означаетr что затраты при ценах Б яа пOследЕпх m - п
базисншх процессах не шеньше соOтветствующеI0 выпуска при тех
ее ценах Р r J}lношенного на число z . 3ашетиI еце, что ус-
JIовше Т явJIяется пеобходиllыш и достатсчншl для Iогоr чтобц
число й бы.то таlлпоц роста шоаели Z Ccr. iЭ] ). Рассrлат-

риtsаешая шоделъ язJIяется более общеfir чец чоделъ liоришиrш, рс-
сшотроЕная в l4l. Деfiствительно, есJIи I) условие 7; заше-
нить на более жесткое, а ишенно, требовать выпOлвение стрOгOr0
нераченства F ir, ь- В2 , ;r 2) шатрича 8, спечиального ви-
да (в частности, что :tаfrдgя ее стрOка состоит иа 0пределеннOг0
числа нулей и едивиц), то эта цодель совпадает с шодельп ilорu-
шимы.

ilTaK, пустъ в lioдели Не+шана Z выпOлнены предполошения 7
а | . Jбедишся, препде всего, в справедIизости следчющеfi

лешшы.

-il!{МАЭ.1. Число ,/? }I 8л,:0тся sдинст-
!1::!llli:l, TerrIIc}, рOста мСДг.']и ; ,.jC

))
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стрOг0 пOлOаительныlJ и единстз(.,н-
в ыч (с точшостьDдопоJtоаителъногоrаноlкителя) рав Е 0-
весвыш BeKTOp0ll цOЕr р8вншц зек-
т 0 РУ Р

ДOIШЗАТIiLЬСТВO. Едпнотвенность теrдпа рOста следlOт иа !!а-
эестноii Teopotш 1сш. [r] ) о шодолш с состоявиеч раэвовесия
(a,rra,vl,P ) со строго пOлошлтФIьЕвцIд векЕорши_Е u Р
Kporrs того, поскольку 2z ] течп роста чодедч l , то су-
ществует Еоотрицательншй веrзтор р , дIfi Koтopoto рН, >, zP .
Это вервевство з сшду ограst{ченfu f п | шчоеi едлнствен-
ноо (с точнOотБD д0 шнOшитепяJ рещенuе! равЕOе вOктOру р
(сш. [Z] 1. JIешша локааана.

TEOPEi|Д5.I. IIустъ в irодели Нейшана
Z эЕполпевн предполохеншя Т, п|.

Дале е,,пус rъ f=tZr) -бес8оЕ.ечв о оп-
тичалъная траектOрияr }lсхOдящая
иэ энутрепнеfi tочки конуса Bi.Для лпбой характористиаи Y=(hlтраекторlли F ицеет шесто равев-
ство &*_/"а*=ср- r где с>о.

ДОКА3ДТЕIlFСТВ0. IIусть Р=ф' - прOшввольпая характерис-

тшка оптЕцаJIьвой траекторип У=(Еlffц исходящой uэ начыIъ-

дOка9ательства теOречы

pt =пЪD-' п

Pn

вtiго соотояtlця Zо>>о . Дя удоботва
введац 0педrющие обовначевшя. Полошлrt

D-
о
о

о

Р"о
)

о й
где D-l - цазрпц8, обртвая к Э, Fi - кOордивата веЕто_
ра Л с ноt ероц i . Пустэ рё,i - коордивата эектора pt с
аошерош , . iIршшеняя Iотод, дохоrшй на ToTr которшй dшл прш-
шевев tlорпшишоП 1cr. Г+] ) дJIя довазаIедъства оходшшостц в веfi-
lлaнoвcкolly лJчу цеЕ, шоlшо докааать, что 4r-Cr:2i"-ex:c.
0днако зqaетиlrr ч!о адось его цоtод прпIовtrц толъко частичво,
так как в атоЙ шоделх послодоватЕльшость (j]*) шoteт и'ше бшть
lloнoтoвEo воврасlаDщоfi. i(роше того, доказательство ва&tого в

2э



эsоfi Teopolte воравоЕства с>о в вадой Iодедп уддется прозос-
Tltt ка8 ветрудrо убедпться в этЬш нttв, trашь опuраяоь Еа IIps!-
JIOIЕция, свяашDаDщлo пOвятпя характOршOтшtfl траOшOршп I !рq-
ектOрии, растучtей средЕиl| letrпol ф . Дп8 доtсав8!6дЕства тогti,
чт0 с > о r воспольвуеllся tец, sто F=(4) - бесковечво оп_
тцчаJIьвая траекIорпя цодgJIl Неfiшава, чсходяцдя rв BBxtTpoBBofi
точrа коЕJOа Pr. ]еfiствшзвJtьво, прпIевяя теороцу 5.5 п9 [r}
пOдуqиI, чт0 траектO9ая F=ёЕ) дOпусlв0! характо!tlсlцву.
Так кал Zluо , то лля лпбЙ :карктершс!шсu Р=tf) лра9s-
тораu /.-сЕ1) ццооI, что fic-z"1.o . fuя траdкrораu /={f1)
характершстшкф яв:яется траоктоJпя F=(a-) , зал вал .I)
ФJнвцlля lъ7=,Z"с/g1=/*r.z-): Еlхаё1 постояв8а, 2) для ль
бой траоктЬрд:ш f=U) шоделI Z/ фунящrя lъ7=Еосl|r)=i(4)
убшвает. Справёдлпвостъ последнего утверЕдонlrя сдодlо! и8 !о-
го, что ддя лDбого f, =0rlr... пара (/, , l",r)c Z' , а потоIУ

t*(at) --tё"t (-a+l) .

Итак, шбая характеристппа 9-=Цj.) трае8tорпа 7=(ЕDяв-
ляотвя траокторшеft, допускаDщей харктершсзшку Е=(*])l прш-
чеш Tafiyltr чrо J;@1)>o . Ддлее, по дешв 3.I уодбм Z
обладаеt oостояЕиеtr равшовеспя (ф,а,л,р-). таrшч, что d= !2,
а.Е:trr>о п Fr>о . 8вачитrшоделЪ 

'Z' 
пuое! состоявшо

ра"воэ'ас"я (2o,Y-,7l, =1 такое, что !пF=y-rrо ч Eu?
(чтобш убодаться в этоtr' достаточно подоrитъ J=PHl ," г=р ).
tеперь, пр!IеЕяя ленrу 4.2 ша [r], поryчшI, что трекго!шя

р:(Л) р8стет сродЕаI теIпоц '|/* . 0тСПДа СIОДlОТr. qrО
' с>о. Теореца дока8ава.

3дtlЕIlАIlиЕ I. В рсоrатрпваоrй Iоделп Z все оптпI€шъЕце
lраевlоршд явJlяIlтся / -oп!пllаJIьвцIхrш п0!0Iу спраэоддцэц !0о-
pelнi рассIотреЕншо э'пувв!ах I0 п 20.

ВДХЕIlАIlltЕ 2. В доваэаtольотвв !оорешl 3.I. оJцвсгэоЕЕуD

роJIь lгрsла пара шIршц (ЩrЕ). Теореша осlgоrgt Е сtшоr оо-
дх 9ту пару аахенштъ Еа другуD парrJаIршц (/L,Ц) , облада-
llwD ToI овоftствоl, шо цаlрхца Ц gi прпIвllвЕа.

3ДIВlДIlШЕ Э. Еош в рассшзрпваоцоfi Iоделп Z I) уоль
вцо Ъ вацовхrъ на болео recтBoe, а !цовЕо, трсбовать вш-
поJIЕоЕие о!аогото веразQнотва tri,rzFB^, 2) требовать прI-
Iп!пввость отобрrсвuя*), опредЬшБчоiо ioBycol Z(H., E1, rо

ш.Цl) пршIцт}tвншI, ослч для
лDOOгo начапьвOг0 сOстOяадя :с>.о ffiм,дотся вазуральЕOо чшс_Л0 t ТаДО0, Ч!О аа €а'"(Zо)Ц ,lo 22О о

zц



чшопо Ь будет вевшроцдевЕшI тоllпоц роста. В полученпоt та-
rпч Dбрвоll шоделш лпбше вовечвне Bycкtt бео..овочво опзиtlаJIъвнх
траавторй будут бавшсншIti Е оIцодо сдвдуDщего опредепопш.

Доrryотшrуп траsкторпD (.zrffочаэовеrr бавпсноfi, ослtt ддя пIF

бого Т сущоствует пп.о.rurпЪrr",*=f,o'u; ,qr*r=f !iu!
(L=o,r,...Ft) та8ов, что зокtор (u!,...,u|u|,...,пi_.,ф,...,фr)
содерsш! во бопев пТ*н отлпчЕцI от'нудя воорддватi где
К - воко!орое Еаsуралъвое qи9по. Вачетшш, что щ здосъ ве_

окодъ8о вllдOшsчвЕrлш опродепеншо бавлсцости травкторrцr 0дЕ8-
ко, тOореш 4.? (Е]) осзае!сi r опIс f, ддя laпlx траскториl.

Мор вшрrао! norpeвпDn dпагодарвоо!ь свооIу шаучвочу ру-
sоводlIоIп А.I.Рубrвову ва вЕчlвЕце l поIOцъ в рботе.
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