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*) В элоi рвботе rсюпьsуоlоs т€рlпЕологшяt прlшя!8я 
" [I].

работа посвящена псспедовавшр асиIптотttческого поведоЕия
оптпrа.дьпой трао8торшt{ :rоделей Нейшава ш Нейчапа-Гейла черев
оё :ираrтеристнку (акоrOццчоск}t - чероs траекторшп цев). Эта
о!а8ья явдяе8ся продолIониоti предцшцой работш автора, в ко-
тороft во ltноаостЕе всех оптf,чалъвшх трае8торий укаэаЕЕЕх тех-
нOлOгпческих шодолеft вцделеЕо более уавое цвOIоств0 та8 паэш-
э8ешшх ./ -0птпцальЕцх трвоlсторшfi, рlя которшх справедлива
lоореца б шагшстрали. в спльшоfiшей форlе. В этой работо вцдр-
леlн кдассш чододеfi Воftшава п Нейrава-Геiлаr*) в которшх
пшеет recтo теореша о шагhстрлш з сильнейшой форrе.

I. Рчсчотри,, .оr-" цодвдь НrП*i"-2liri,i-Й"', u, PTj,
где К* - веотршtвтодьвd ортаЕт /7?. -I€рЕого евшдпдова
прооЕраlстве, Д п В - ЕоотрхцатЕдъЕшOц8трlIщпорядffа
rъхрп, ( rъ - чполо пролувlов| m. - чшсдо техподогшчесвltх

бавrовцх процессов {i;,?), 
-ai 

ч €i - сооt е!ствупцше
столбщl Iатрпц Д l В, прпчоI предIопагавrся, tlтo в llат-
рпцс / дет чпоlо вJIсвьв, столбцов).

Пусть ( ar{E,f;)rp) - состоявшс рsвпоЕос"" "од.п" 
Z ,

сооlDолтсJвупчво тёrпj роста о( . Подоlчt Zn={ac Рt :

адЕ. Вф яспо, что Цп - эшувllое Belrycтoo rцЪrество. Но-
,рудlо убедtться ш в !ош! что воо вокторш Е uв iй Цпацом
олвr l !о Io попоIrtепъiшв воордIЕа!ш. Подоrпдц Jn={;,{nl"rq
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Ее tпt /1_|. |аолосзво эсех шдовсоs , бвашсвшх процеосоЕ

@ё, 4;), iв/ляпшхся обравупчrцп веfiцшtовсвой гралп Nп ,
обоЬпачшl ,lopeB J . Мя лпбой шодвдш Неfirава шцеоt шосlО
ввдDчевшо J > Jn. 3ашетиr, что существуD! Iодопп Нойчаlа, в
коIоршх IвоIосsво J сЕрог0 ЕаJшчао, Jn .

Расочотршш шодепь Z' (шдедь цов), дэйс!веЕЕуD к чоделI
Z . По опрододеЕиD (_2j ),

Z'={tJ,gl, Pi, Ri,Jz, r.8l w дпбого е,у)с Z ] .

Ясно, ч!о Z' - в"**"утй вшпуклtй rвогогравпrй 8очус, воудо-
влетворяпцrЁrбнль llоlоз, условиD Q,,g)е Z' прп g+o .lля
цоделп Z| ээеюl повятио паfiшаповсiй//граш!r. 0боЪшачиц чс-
реа N: веfiчавовскуD гравъ uод6rtп Z , ооотЕетс!вуDцуD
теIr(у роста |l",, . Полошrr

N!.=k/,8l, Z',/ДЕ =gВЕ, Ее tл.t ЦпL (I)
где адц < Ва. нетрудно поlсааать, что

N!=trJ,gleZ|, /До=gВо}, (2)

где до ч Во -подЕтршцшооотвеlстЕоЕЕо_шатрlц 4 шВ,
составлеЕсше ив зекторов-стодбцOв а' а €/ с аолоуахп te
ё 1о . 0тсшда следlот, qто ltноtество &/ - шогограввшf,

копус п, Kp0l!0. тOг0, спраэOдlпв0 равOвстэ0

М! = Z';]u!rла,вЕl ,

i!i,"!У:п!,"l,-"*i;!r;:}?,",ФЪ:'З,U}-',!!,rРо:;!:
rдо Q* - швоrеотво, определвЕшоо в Г+]. Спрведлшвость-Ьrа-
ааявого спвд/ет хз следlюцt{х очевид!шх соотвошенrfi: I) лпбая
парs (аср_. 51е^N!П Qoar волш ремtП*, 2) лпбая мry.n.р,р)
прпвадIеrит fu". , но не припадIеtит Qjcc r вOлtr ?ё /la_, по

,раrлtП*i 
').ч9бая 

пар (аср*6)rр)пр!наллешт ' Qn , flо
пЬ привадлеrшт N; , еслп € >о s, р е irъt l/n.

Теперь сфорlушруеч огравичеlияt ЕаJIагаошше в далъвойшеч ва
чодель Z .

ol) Рz, Znl}LtPif Р.
О" ) Найдеtся эаIG!ор Е с tп,t Цптакй.. чtо ос ДП=Ва,
Б =да >:>о .
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Оr) Ддя лэбого ir7 с лля дпбй паw (/,g)rN! оrо-
ет Iбото Ееравецсfво /о' ,.| €' , Dдо J=(r,5,...,r,-lrJ .

Шв укавапвшх условй rашболео Iесlвпц являотся 0, . Оава-
80 а!0 0гр8вшtlеншо по сущоотЕу, пбо 0Е0 харадrершауот вдасс
цодвлой llef,uaBa, ддя 8оторвх спраэеддшва loqporв о lагшоrралl
э опльпвйшоfi форrе (оr. леорrу I). ПрrзалеI прпшор IодоJIх
ilef,rlашa, удовлоtворяпщd убд99хgу Оr- Оз .

ППШЕР. Пусть,шодедь Цеfiшава Z опродедяоtся сlIошlDпшII
rrа!рпцахчsатра! А ишпусЕа BZ

о= (!;
з/s 

2z
/| /2

)
)

в- I
о

о 8,r\
1 !.r)

гдс €r, 
^ 

о ý, : Еооlрдцатшьвшв чпсда, удовлетворяDtцо ус-
довпD !в * €ri'?/з . сосrояв!е рцвЕовасчя эзоfi rtодвлц опре-

доляо, тро]ва ( d.,@,7\P.)r гдо d=|., E=7:p=(.1,1) .
Dо8т9р Е =( |, t, о) e.kt'lQ. Сладоэа!едъ!о, вЙfirавовсвая грвь

N; Iодедl Z' пIоет эхд:

NJ=[,/,f,, Z', ./о^ =8?* ; *-r,rI .

Простьш подочотоц убецдвеlся, что

N: = л{к rп - 2 с, 2 с - nlz\, ( с, t - с ) . //l . с < rl+ )}, ), > о .

0тспда ясно. что эlа шодедъ удовлотворяот сграпичевпяш О| - Оз.
Лв огравичевия Оз сдедlет, что

ftLLrъ rпiп ( { ак -
^r7 tl,glcNj rlflt=| 

''
Так вак N; - шногогранвМ 8онус, т)
аrплъ. Двf,с,твптельвo' ц .тЬ (./', l r r, . .

19аЕп N; . Тогла

g€H)=1-o.

tIпсдо l
, tJt,g4

Ф)

дегк0 внчпс-
_ обраующие

| = rтz.,,дz miru ( /'t - а' !^ l _U HcJ /1i.<C'J о
tt/ltt=/

3ачgтшr оф, что ддя дшО'ого н, J пIоо! шесто нер8веЕство

Ёl|<*a*-{"l]'t-O . Чтобш Jфдться в этоI предпо-

ooftll противвое, lo есть пустъ ддя ЕеIсоторого воIора /, 7



спрведJIttво рsэевство а ai= l'. 0*"r,о в alol слJ,Iае J'ё Jn,
что противоречиl условпD l, J . Полоluц

М = rTzapЁ./Koo*-€".lj|. (4)
К€ J L=l

Докавательство tеореIш о llатцсrраJtш в сшльвеf;цей Форlо ддя
рассчатриваеlоfi шоделп Z суцос!воЕво опхрается Еа слод/ь
щпе дэе деIIш.

ЛЕllllАI. IIустъ Iодопь Ееfiшавд Z
удовле!воряе? JсдовuD Ot. Тогда
дщя лрОого €>О а dеlпtU&ваlдеtоя
$e(o,1) ! ак о е, ч ! о gВо-Z(/-$JДЕ дIя

любоfi парш (J,g|eZ'" r Jдо_вло!в0-
ряпчеfi усло}lt'ш p('J,t/o1tt ,N/)..с .

ДОКАЗАТЕХЮТВО. }1в условшя О1 crc\lat| stо (o,8|)Z Z'
прu t/+ d . Тогда, пршевяя te !о FооуIдовпяо ч!о п-пЁ до-
ваватЪльстве леlш 4.4 в [I], подучшI справсддlвоо!ь псво-
Iог0 утDерIдешпя.

В далllьпеfifiеll дJlя простотш поIо!{ll ф=,/ . Спрводлвва

JlEUllA2. Пусть Iодедь Нейчава Z
удоэле!воряот условшяlt 0r, 02.
Тогда по лпбошу ё>О для iлбоt
о п lичальвоf, lpao вторпп (Jo){_o (гдв
jT,-zP, ре tиt Пп, "rо ) I о д о л п i' 

"-"-п 
д с !-

oh ваЬурапьвоо У о вOвавшсяцео
О! поршода ппаЕпроЕаlпя Т, ?о-
Boer что чхсдо па9 Utrh,,)о JдоЕ,-
r е ! в о р я tt цш I у с д о Е х D р(fl,!tч)l,r"оrN/)rrt,
ве превосходп! Z. '

ДOlШ8АТЦlllСТВ0. lЛв условй !ош слелуG!, ч!о lTErzp,E=: ъс r 8до C=f.x->o. Далое, учu!шЕаs лешry I, полJчдIr
чт0

-| -Г Efr Р.-,.... _+<EJou_gf,ЭJт =ah'4l {rr_i . 'фJо

гд0 к-чпOлOIоIоЕIOЕ
0тспдд lIеоIз zc{E/o

t laкtxr ч!о р((tхэfХ+t)l,
{t- В|| , Ki.hg,_o('i;;

,, N!. ),,Е.

)-

в



IIолгая Х= к , подучаоI справодпlэосtь lсвоIого уrЕерIдеЕпя.
твOрЕшл I.

удOвд0!
Далео,
rOi. tl!
чlсIо z
ЕOlс!Еу
ддя лпб

0 в8йдотся
r IдOвло!воряDц00 Еора-

рlr / =r-il{-o
пр!ЕадtеIаqпх воtчавовсвоf,

аЕш Ц" r Ео презосходшт вба0-
рого чIсJl 8 Х r ЕGз8впсяlего

дIlвш тра.овrорII Т.

Пусль IодоIь Цеfiцава Z
воряо! уолоDпяI Оr- О" с

пустъ Фушrц5оваI JrPi !а-

7.р r рда р"*1tП&. Тогда
t -оп!пIалъвоil !раев l0-

ч[ Gп0 п рOц0 сс 0в (zёrZttt),
f"о!

l0
гр
!0
0!

ДOКАаДТЕПЬСtВO. Вшбереr чrсrо € r о вотороI гоЕорIrся в
доIIаЕ I в 2, лаrrчтобв эцполвядооь веввоЕс!во

с. t/M (5)

1ав вав |=r.z)[.;явIяо!ся ;/ -оплпrальвоfi траокторrеi чо-

юш поrшlа| lo оlа допJсвае! харsslорпс!аW f :Ur)Lo
laвiD, что J, =./ ("". тоорецу 5.5 в Е] ). hрпrевяя лешчу
Z| поIучIIr чrо ддл уваааЕЕого qlсда € шаfiдолся ваlурsль-
вос Х !авосо ч!о чlодо шоIеЕlоЕ t , прп 8оtоршх парш
(/rry'r,r)r сооtаэловЕшо пэ адочGЕ!оЕ трsбЕ!орпtt y r удOЕлот-

DорD! шораэевсrву ?(r",lr-r2,1o , N!)r.B , Ъ. np."o.*o-

Nl х . Тоорча фдот докавава, еслч удастся повааа!ь, qlо

ддя лпбого IoIoEla t , для Eolopoto g(G"'tt'')/ry"tt ,N!)r€,
rloc! Ioolo вшDrlоIlо (,z, ,z*ц)аNп. Докаватеtrьство пOспе[-
вего Фаrта проведоI цезодоц о, проlпЕЕого, то оо!ь пýlсть л]п
у8аsавЕого IoIGlla t процесс (2s,л.l+t)4 Nа . Тогдд вай-
деrоs Eor:op ка 7 тавоr, что бавiсшй процесс (а',!')э
сосrоявrl (z*, z".r)лспопьвуо!ся G попоIительвой пвтешсиввостьD.
Для увааавцого чоIовrа t xloeт loclo продсtавIеЕхе

(Jt ,,/tн| = (,/,!) *r{, 8,1,

ца (l,!)€ NJ 
О/:О 

цr=i',u' t 1'if t'.5 , /= f ,2,., ,l,,
Д9лоо. iтолоrпч tt/, tt=-T/r ддя лпбого t; fo,Tl Пв спра-
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ведJtвзоотп перавепств о - Eczol<z/, < Zlt 
= z.f" спедlолтr

что найдется 0 . о тако€, что (/t ,./t*t) = ОГ(,gl f rd: d(r.
Kporro того, }!s условl|я Jtzt=Jt*t Et.t следует, что

Jra'=jr,, !*- Тогдв пшееш:

с = /t а^ - ._/t,*, 3Н= еL(а'- g!*) * Brа.*- В^il .

0tсшла

л.3с€*- аА) э с Ё tLrc" - aKl!' l < N .

Получеввое про!пDо реqиа ааэорцаеl до8аааtопьотэо.

ЗДIЕЦ"НШВ I,. ltB доrавалвльсlва тоореIш вштеtсао!, что прп
вOвшaпЕовt! усповия Оз для ука9анвDц в lоорвцо оЕlII8пЕ-
вЕх траоlсtорd шореча о шагхс!ралr в спдDвоf,вой форrе чоrет
ш Ее пIетD цвста.

ЗДХЕЧАIl}tЕ 2. Докаэаввая tеореIа ддет прпапаts прццаддошос!I
1роцесса к rеlцпвовсrоi гропп чороа хараtсtерисlиtзу TpaoкTopntr
оодерrацеf, а!о! lrоцоос. Есдх процосс (xr,,.z*r)e Nal to яс!оr
что ба8пспшб проlсGоIr во являDqпбся обравупццlп Ма r пс-
попDауD8ся в ooclorllr (Z7,Zaa1) о цулевоi пвтЕвсf,ЕЕосtьD.

Прдставляэ! пЕ!врсс !опрос о loli IcaBoBa пltовошвЕос!Е
увааавЕцх процессоЕ з сос!ояЕIп (Z7,Z2,)l ocJlf,'оЕо ' € _фlrэ_
8оm 8 граЕх Nп 1 !.о. оспш вцпоIвоЕо lopaBeEofвo

?(W,Nn),c,
0звет ша атот вопрос дде! прlводllоо ElIo преддоlевпе I,

спраэаддпэое ддя лэбоl шдеш Шеf,чава. Првдвартолшо ЕЕодбц
сIод7Dцlо обоввачевля. Пусзь oораsуDцlе чоfirавововой гравr_(_",
sаЕJцороваЕц шЕдавсяrtп |,2,..., s i ý Lln ). ВоmOр шrРТ
( -4ш,у=Вф предоtав!ц в вrдб ц=(цr,u2), ллв tl-r:Pz.t1
u"=Pzv й , Г - грвъд)Еуса Д!, ваrяву_rая Еа ор!ш о l0-
чевш f,2,.. .,s r. а: С - грsвъ 8оtу4а Rr, Еа!яlузая Еа
орlш о ппдоrсаII 7е J={s*t,..., m}. Полоrшr vM рё** П&

Р = rпiц ( apai -р €r) . F = mа.Z. 1npo.- р 0j1 .
ic.X l l icT l t

flово, что 8, r. Р>о . Далео, !ав вав Nn= ZПН, , Нр- lu-
першосrосtь фшкцшошша @р,-р) l рс itftlla r !о для про-
цаоаа (а,!) l ltzll = / , ваlдеrоя Klrioraвla а 1d>.,/1 !8,а8яб



что

pk-,7), Nn) ,d р1,.r" U), Hr)

ПРЕДПOIЕЕIIЕI. Ддя
@, з ) = ( Д ш, Вtо), ttлtt=!"

ЕвравOЕству

pkn,?), Nп).€ , (6)

справоддitво соотвошевпе

F-[*,}' , 2в ,€ . (?)
Lё \'

ДOКАаАТЕllЬСТВ0. llB вервовстэа (6) оrедlоlr что а-рz-руа€.
гдо р е +ct Па . .Повуп чаоть поJryчаЕвого воравоЕсrва про-
оОравуеr сдош/DцlI обрвоч: dр--рt:Гар Дtur,о1 -р Bcu,, oi'
-"Z;:о:=r(_!W:F.т!:::'_!В:!|*,I',ВFорJ'-
0тсЪда след7ет ворЕость веравепства (7).

Сдо&упцее предлоIеЕше пчка8шваеr, чт0 осли lrЕтеЕсliвноотъ
бавuсвшх процессLв, ве явдяDшихся обраушшиltи Nп , досtа-
точн0 шала, т0 это сестояние блl:эк0 к равновесноlrу.

IIРЕДДOIЕНИЕ2. Для лпб ог о п роцосс а
(ч?) ={Дu,Вu),uzr=7, д д я к о, о р о г о

Fоt",| . ?р r

д n б о г о п р 0 ц.е с с а

удOвдеrвOряDщOг0

ё (8)э

гправедлшво ЕеравеЕство (6).
Довааатольство логко спо,(ует ца слодtDщrlх сооllrошевй :

f 
(r,z., yl, Нр) =Е_с*ро'-р€'){чI". R E=U"r]'

3аlетшш, tпо перавенство_(?) ворво прш лпбоч , r- 2р , а

шеравевство. (S) - пэа с. /"о . Так ваЕ /g=- 7uZ , !о
Ее всегда пайдется таfiая копотавта с t прш котороt фдп бш

сп'раведл:вв одцовреrtевЕо преддоsовшя I r 2. Еслп ro цодель Z
и процесс р, ?) , ilxil = У , TaKoBEr что 2о -- ir.r1 lTo

естъ i =.Т , f (,х"&,r. Л:\=.р(t.r.у),/r)), то }каацнные пред-

II



JIOIеЕия справодJlхЕш 0двOвреIевЕ0.

2. Рассrотршl ааалот теореIц I для шдепr flоiчава-Геfiда

? . Пуоть ( фr(а,N), р ) - сос!ояЕsо равЕоЕоошя rcIолl Z
Полошl

Q'" =|., а.Е < { о (Е, з-), Z ! .

flсво, что а: - вшцушов 8аIкцуlOо Еепуqтоо шOtос!во.
Пуоtъ в Iодош Z ваiдотся процосо ё_ lt ) лавйr. чло
ni--!>>o. ПолошI N!_ ={ct,g)€Z!'Y JA=g! J .

В юделr Е Фдеr очштать шlпоIЕоввцI ограЕlчоЕlс

о') rt.r-gg) =l - оLfuJ
(,т,у)ё Z'N*
ll (,r-, y)ll= {

шIееl I00t0

Lfu{
r7,,"gle|!

/lJ ll=1

1ЕOРшА2. Пусtъ в IодоIl Воfirаlа-
Геtла Z с ,вIпоI poc!s о{-=!_ вц-
полЕево условша О'. Далее, пrо!ь
Фушrцпоц'ал JcP| tаrоf,, ч!о ral-
дотся пOлоItl!ельЕое чЕOло > о

уд0
гд0

зде!зOр
р z lпt Па_

о п тцчал ьвой трав Bl ор1,1 |={,z){_е
q ХСЛ О ПРОЦеСС ОВ (,Zёrеё+f)r ЕOПРlЕ8Д
леIацпх пвlt,чаповс-воl грава Nа ,
Е0 прввOсхOдшт вOвOrорOг0 чf,спа

Х, !С 8авпояцего о! длlЕЕ !рs-
е8!орхl Т

Докаваtедьство прlЕодl!ся lаtr tor в8t r IоЕава!елDс!во loopo-
ш 12 с Toil лппь раавrцоЦ, ч!о вдесь EIOclo шорш 3.5 Li]
lспоIь8уотоя tеорев 5.2 Гr].

trплера!ура
lаrароэ В.Х_., ýбlвов A.I., Сrпарrпвеf,вшQ !oчечЕо-Iв_QIQGI-
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