
l

Т9?2 t- 0шт IизАllия 5<22)

уДк 5Iэ.88 + 5.:-9.5, jэсл1I5

пOвгд!]ЕшЕ трАдктOн!Й, пOрOцдАшlцх
0дшиш 0пЕрАтOрOr

ll.Д. Впryдrвов

В атоil работс Еаучае!ся повOдоЕlв трасвторй, порlдаоцшх
п!срацпяIr 0Есратора, продстазII0г0 в Епдс I)аBBoOTи дDух су-
псрлшвойпrпс опсраторов, доf,озвупшшх шв Ri э R", , rдв R|-
ItOEyc вевтOрOв с ЕеOtрrцаtOль8нI! ggц1lgдбцзяtlц лз п _шсршOг0

овалчдOва простраЕства Rn . t(oHyc 4О* разбшвастся Еа Еочеч-
воа rяоrсство l ЕепусlЕх подlяоаасIЕ lв ,QI таr, чтобш ва
каlдоI цвоIооtва пЕ Jc опораtор F бцд лчвоfiвш. Покавшва-'
оtся, чtо обраа лшбого цвоrества па l прш отобрrошпп tr
оодершtlся Е ЕавоI-дпбо шпоrостэо пэ l . М Iовав8тодъства
осЕоввш рсаудь!атоЕ лаввй нботш.шополь8OваЕа rсорсtlа Фарша-
ща cr. [I].

I0. [усть /;" rli t i-l,...,fu,, K.1,2,...,s;!-!,...,rn) - дх-
hсiнцс Фуввцrовалц ва Р}. Ввопоч обоавачовrя

} , /,/ ={t,z,.. ,^| .

r ie N ) оIолуDЕш обраsоI:

N= t t,z,..., ol, S=t1,2,...,s
0прдааrr Фупrцповалц Рr' , Рr'

Pf ,-, = ttrb /r!* t,-l

Pf ,*1 = уg_lfс rаl

(.х е RI
1x"Pf,
для DссI

, i.M 
'

, i'N l.

icN .0увпцпопалr Pi " Рr' о5rпсDдrвсfiвш
0прсдашr Iадсt епоtвлор .Г: ft| -

аупсрппвсf,пrх опсIв!ороD Р' l Р'
Ri ааа рsвпоG!ь EJx

3

F- - Р'- - PL r-. R| ), (I.I)

,а?





(плr, что то t0 с8хоЕ. ei.xl,о ), то оlо яъляетоя спсдо!эrоI
ошстоIц (I.5). В сrау тоороIц Фарваша, лrrоtrое lеразевс!в0
\itгЪ) "О яЕляоlся оледсtЕIоI оrстеш (I.5) в ToI п !олDао

з точ олучаеi вогла оуцоатэуе! d ЕооlрIцаtелъвшх чпоел ,to
!a8lx, ч!0 d

е'= Е lra;* (I.6)
t.-t L '

Сrозеrа Еораэевств 8rBr&1 "о (t со1 Евляотся сдодсrвlеI
с стошl 8rдв1 >g {t<o1 в ToI х lодьво в Ttiш случао, еслt
Г(д).В . В силу (I.5) rошо счt?8тБ, Ео уIаляя обцЕооtп,

чло фуввцrовал 8: IIоеI вцд

4'=/ri, -/io 1ц,S l
(вшlетrш, ч!о Blecro "ri . а i/r'7 uозо бшдо бш paacloтpolb
оооrзоlстЕоtrо ij ч _/п ).

Вшпrдеr !ецорь доO!а!о,lЕшо усдовш для !ого s!обц веравоЕ-
пВ-с!во ёr(til >о фlпо сдедсrвпоI otclotlв (I.5). !ля отого

перепrшеr @.6) в вIдб

|'tbl =Ё r, 8!Bl (I.? )ё,l

}lопольвyя 0продоповш операrора F r Фувццшовшов to ct.o1,
продопав ооо!Dо!сlЕупчrе преобр8оваЕхя, 8аIшшеI лввуD qасlD
алй сuотоlш сдоýDцiI обравоr:

8 Ч trd =/i- ( [к /,|, в l, . . ., ?.{ /i^, 4) -ltr ( ж/i (z ), . . .

., trh,/i,, l -/,iz ( 
r:ý "/,i, 

* l,.. ., ууfr ,, t t/i (f;./n', r,, ., 
2,д !i, rl

Правая to часlь соолrопевrя (I.7) прlIоз вдд

#|,r)",= Я * a;*Jj,Bt ЯЁ, *iц /*- rz1 +

' *Яr,l.fi,,l tЯ рil ./,,Ъ,ч

3деоь вевзор ,t , суцеO!вовавшо воlорого гараЕtпрJоl тоороI8
0арвала, lloeв вlд

L =lОrr r..., dls ,... , 4al ,. . ., &аs rfп,.,.,|Эrоrr...rРпr,...,Р,^|(!.8)

Пустъ р -- /,2 . IIолоIсI K(pl-K r еодt р- ! u Kcpl-T,
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осл;а р-2 i €rP=[, еалu. р=/ I Qрl=Г, ""О' р-2 па
сва8аЕвOг0 сподýIеЕ

TEOPEШAI.I. Еслr суцоству ет веатор
Х>.о, опредепопвшf, форш,улой (I. S)

I такOfi, что DшпоJtЕяDтоя равоl-сrва
l2,r, ( у; -/,|,,-,,

/,!,r, (2y/,|c.xl,.

, Ti!"i''') = Ё * аl*fi|*,r,t,, ; p=1,2;

-ц- -!Е

, 2,;$, B1,1 = - Е Е Рr, "f,"rn,LD 
; р - !,2,

!

tо lеравовство [\f-loo
оледствIец спсtеIц (I.5).

zo. В ддльвеfiвеш в вачеотве Л бурr рассrа!ршва!ь опе-

ра!ор F аля оллорошй д -оIс!ешl (опродолопrе одпородвй
Л -сЕоlвш сш. [21 . ) Еоордrваtпчо Фувrцrr атого операtора
IIoD, ввд

f;,r -*"'ri,(*,r) (t:=t,z,...,p lt (2.I)l
гдв ц"i,о ддя Есох KrS=N , j," . JIегво впдоrЕr tllo
оперяо$ Г-(П,...,П) , доЙтвупчйчз R" в Pn,
Обдадает свйствяцI:

а) F вопрвршве! Еа RО a

б) есrr х" R| l zi -О хо!я бш лля олlого irN r !0
F.r =о i

в) опорвтор F подоrпrолБrо одоролав первй сtOпоЕ!' !.Go
ддя ,.Rо ч L>o вшпопЕяо!ся равоЕс!во ГtLх)=,LПzh

IIри векоторшх ограшtIовцяI ва. воафпцrевrч dii l 8*l
( i,K = t,z,...,n;J . !,2,...,tп ) цошо доваsа!ь сушвстiоовавпе вЪбо-

ра вбоrDпцвrоlDЕЕI тrоол 12 ( ?=!,2,..., d ), удовдетворяпцlх
5lсповrяI lеоршl I.I.

0боввачrч чорв П;={i,М , ац. ,.oJ ( ic /t/1 , а qероЕ

М| =М'Мr* =0'п' а./<оlGё/у)-. Шопольвуя этп обоавачовrя,
перепшtеI сооrrошевпо (2.I) в зчIо

E,,l = t;"y пtr(а) - 
|*1aiit Ш(Й) . (2.2)

я)



а

Если теперь пOлOIштъ Р/,-, - 
,7;;"n цftbt) Р!rrl =

='Ро,-/О,r'rt(Й) , то (2,2) аалпшеlся в вIде
-fi,т 

= Q'trl-P;'rxlr r ЕД0 1' " Pi2 t i'Ml суперлп-
неЙвше фувлционалш. Следовательшо, Г опродвляотоя каш рав-
}tостъ двух оуперlпнйвшх оператороэ Р' ц Р' , деltстэующих
1,1a R" э Р,О , Т. е.

г_=рь-рr- 1r"R"l. (2,5)

По построоttшр операIор .Г , определеввМ форrулоfi (2.3), от-
дччаеtся от оператора Г , опроделоцЕого ФорllулоШ (I.I). Tell
ве шеаае операIор F шохпо прчвеотш в вIдl опер8тора F
IlосколЕку нас ивтереGует спецшФичвскй вýд операторд F , чц
пр9водец все построеЕчя дlя этого 0ператора.

]]цяониц твперьl пр!л ка.кпх уоловиях ва вооФrцпевтш lti ш

8;g ( t,p- 1,2,,.,, п;j-l, ..,m)оЕератор F оставляеt цоау{ Ri
Iввар!lаЕтвцI.

Полошц .а
бl 11a..L , iсД/)

tсN)

&; ia, М|
€-J ( /' , П,.- ,v э l?-.il|

<s д/

(2.4 )

.[ЕШД2.I. Еслr для опора!о
рвдедеввOгО фсрЕулоft (2.
Еев0'воразеЕство

F a, r -; ta,,t j "о 
(lcV),

lЫi''l $' j-,M,-,-,/, еr,

ра
2) l

Д, оп-
в.ш п о J!.

(2.5)

f о Г(Rr),Ri
ДОКАаДТЕПЬСltsО. IýcTb -, l2i. Ив соотпошевrя (2.2), чо_

попьsуя (2.4), вrооr

f; t-'l : F";оц Tfr (а) - 
Pr_lo,it^" 

(t) ,

" 
( 
F,,,О"* -F",/",it f ) *n,-",

По условuп rеIIц BEpaIeшIar сзояцое в овобвах, веотрIцд-
tetrbвo. СледоватодЬво, праваЯ qасrь IвосrаlршаеIогО ЕОРаВеЕ-
с!ва вооrрrlвтеltьIа (посвольlсу 2с ft.| , то T:rr,.")>o). Пеl-
ца дO8ааа'Eа.

a
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В дальпейшеч будеш подага!Е уоловrя леш (2.I) вцпOлЕоЕЕц-
lll.

Вав бвло пова8аво Е пуЕ8!о I0, вовуо RО* ваблэао!оя lа
коЕочхоо IвоIоство -4. ввпуЕлtDс BaxBIJrmx !оIооЕцх вoEJrcoB,
!а ваtдоI хs вoтoplx F лпвеев. В раосrатрчваоIоI ЕFцI слу-
ча0 9тш вOЕусш шlоDl сподlDцгй вIд

Дч 
,=Л,zrчДЕ,/ , 

(2,6)

гДе

д"i =t,,Ri , 
**.= rft ф} 'l." '

(Пв опрелелосuя F (сr. (2.2)) ОДолýlот, ,lo Д'u, =Air;..,,ýl.
Сдедоватедьво, воЕус Дп совпаддоl о IвоIоогвоц ршевй
оlо!еIц лчrаfiвш Еорsэовс!в

!oi**-8*1 ,z,p >О (/.П , кrN l , G.?'
Раооrатршвая всево8IоIЕцо лабор. tt та8пе, шо воЕуош Дп
!одоовцi равобьоr вовус R\ Bi ковеsвое чIс!0 вшЕtкдtlх а8х-
8ву!ц воцуоов, Еа rаIдоI 18 аоrорЕ F лцlвов. 0човrддо,
Iля лпбого ..r, R| оуцво!вуо! вовус Дп таrо!, ч!о -.А,..
Есш ддя вавогьлrбо -"Pi l мя s)cН швпryI одвOшовй

*, РеаЛr8уо!оЯ ддя весвольшх аIоIоЕ!ов l8 lL r !0 в fi8-

чеётва к- береш перЕцfi 18 эIоIоЕ!оЕr лля 8о!орого эt0! IIBI-
trJrц роалпвуOтся.

50. Раосчотрrr лля sовуоs А," , опредедоввого Форryлй
(2.6)rrвоrоо!зо Г< М , гдо f ={teN, t -E =Еt| хотя^16ш

длЯ Оiвого J.M } . 0човlдЕо, чIсIо аIоIов!оЕ IBoIBctBa /
цо проЕосходlt tL . Ее варуцая обцЕостr, Iolвo подагаtDi что
а?о lвoleolвo совЕаддел а T,fu,e,...,t}. Легво вrдоtъr ч!о
tlnoпo шер8ваЕсtв сЕсlеш (2.?) рзао пl..to . ПоваIош, чlо
olcrola (2.7) рзшооtльва подсrсIочо эtй re схсtоIЕ, tllcno
вораэовоtЕ вOtорогo во преЕЕшао1 fu.t_ . Дуоть tъltтL . В
эtоl случае, хо!я бш лдя одвого t.T эuполЕяItтся ооо!воl!оЕЕя

L = Zgп) = *-,Jrl E(jt), Ф.I)
lДо jсУУ . OпродапILоперъ велхчиЕу

D

l

,_

yz



а

,

, вс
(э.2)

ПолошI. опредапоЕЕоо!I радl, 3cK,tt =
"I1
6* tK.N). }tB сrсте-

ш (2.?) хсвIDчш псN_- 11 ЕорsDOвO!вi яЕдяDqш(ся спедсtвrяIl
ЕоD8ЕоЕо!в tte, - бкt8ь >o(KcMl. 0олавцаяся сtrсrоIа,
очовtлЕо, IlаDЕосlльЕа orclolo (2.?r. Поотупая аваIогпlrвш об-
paaol с ооlальвшIr с- | аIвIоЕ!аш IвоtооlDа Т Ia (2.?),
IоЕо rоаIшlI!ъ рвво (tn-t).n воtввово!D. Хогшо вrдетьr !Ео
00!аэ!аяся cxcrola

8ua*- €ý,хс >О (t =t,z,_..,t; r,r,2,,..п) (r.э)

равЕосIlьЕа сrсtоIо (2.7).

trЕццlr.I. Вопп хо!я бц дI одпого
t,to.f эшпо!вяDl ся н о раЕ 8Ес!ва

Вв zdt.t
ýcK,tl --.-{ #n,' ,, ,

J

fu,- -ц4ь 8ье
(P,9el/ 1,

!о сIс!оIа (Э.3 ) (а сдодоваrоIЕ-
Bor ч (2.7)) рsЕвос1lIьва Евв0!0-
pOf, по!сlс!оIе (3.3) о
Ч r О t oI Е О РаD О В С 1В 6-(лъ+2rt-G1+2r.

ДОШАаДТЕtrЬСШО. Дя всех хr( tef,lt.Yl
(Э.3) вшпоIЕrD!сi ЕервЕоЕо!Еа

*".-n 
Q ftо 1 

*.-", 
о

Пробрввуеr BotnDoвorEa

ero -р , g* ag > о (р, ? ,T, tt"} )

о поIOчDD (r.5). Пroor

>о €.4)

Е сrдll сI0?0Iш

о.5)

Ф.6)

Q.7)

Првая чаоrь В.?) воо!DIцв!оIDЕа. Пв В.?) olomle!, ,t!oloo, .

ворqваЕоlDа вrлв В.6) раDЕосllьЕц lоDоэбsсlЕ5l Z2o>.o . ПФ
вID!шв воо воразOЕсtlа DIIд В.6) rB оtо!ош. (5.3), Iц Eotr,шI
orololryt рqвЕооIrDщlD olorolo- О_.5). Чrоло воравевотв d по-
rучовпй ololoшo очODIIЕо, IшЕо ,поIу Ео!аDоЕо!D оrоlош

$gпr-uп,r,qr(* *)*,, 
.

%



(3.5) пшо t(п-т, (це rtп-т) - чIоI0 Ебравевств rB В.3).
.Boloplo ваIь8а tрдO!авI!ъ в впдо (J.6)). Пощlчеввуэ талш оф
paэol сIоrоцу обоввачrr чорв (х) .

40. Рассrолршl Еоравовсзво

!", ** - 8*r,xv >О , (4.I)
lдв к+Е t к,Fе/|/ n " j.H . 9lo ЕораDввоtЕо опродеIяо,
поIупроо!Dавстэо. Пуоль !t-(E1 ,..., Е,*) - вабор вацtраrъшrх
ЧlСеtrr |до 

2-^ 
с |/ . Еодt ЕорsзоЕс!во

0uiE--t"/E.z>o (4.q)

Ешолвяо!ся дла вооt ,z.Дч , tо вораDовошо (4.2) Евtяо!оя
сIоIс!вIоI спсrоIш (х) (rлп, чтч ,о Io oaloo, (2.?)). э!о
о8вачао!, что опорвtор Д пороводr! 8oBJo Дч з lolyllpoo3-
tвпс!воi опродошоIоа ooolEoloвIor (4.2).

Првуrешёr EopaBoBGlBa, DIодлцIа в оIо!оIу ()+) , чlоJIаIt
ot / ю б . 0бовпачrr чора ,,;/р фупrцlоваr, шодцй Е
левуD чао!D lораэоЕоtDа с lolopol € . Пв оrlаоlDоDаll, вооl-
рIца!оrDвц чrоод Т2 l €- 1,2,...,7; laBrx, Blo

а

E;'"fi- - *ri П - - €q Fi .х (4.r)

BEleBaolr ,r!o Еоравовоtво (0.2) ЕвIяо!о8 orol0rElol сIо!ош
(r) . Пспольвдlя опреIаIоirо опора!оDв F r Еролэtав ооо!-
Boto!ryDllo преобIввовавпя, пDвэJrD часв (4.5) 8апшоI t DIдо

(у $ - - lrа G - - rrr Я%, d*) -+rf;ч, ffi;[;r,
=CL|L| +dэзэ+. . . +а"*"

trовая ro qасrЕ соошоrешrя (0.3) прIIо! вII
е
Zхr/rrq-Сiвt+С2.аз ?... +Сп4а, (0.5)
€nl
гдо Сr-Вк,))kсlИ (гдо 0*=(4rr..., е*а) - DoalgD-crol_
боц rB коаФrцrопзов.Iа!рrц| clclolц Еаtвsовоlв (rf ) пDц r" ).

Пв соолвоцеЕd (4.4) r (4.5) IIaoI

cr-E!s2 L2 -as, t-/,2,...,t 1 (а.6)

i
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э

d
Ск= 

EO"utre -o , *= Ё+ft",, tъ (t,6)

П8 оrстош Ъе'равовсrв (rЁ) Фешlо!, чло 8r>о для аэбого
Kc|t|.,f . пршlоI чlоtо попоIl!оtrьшцх 8шпошоц! Ееr!оIв 6*

разво z . }lB ошоtошl (4.6) олOлуоrr чr0 вOо аOIпOвOЕтц вOа-
!ора tr =( l,,. . , , ,tз)с ЕоIорахri оoo!tsо!о!зJщп (п -Ё),r
пооIодlш Eogq9oшolвal сlсtоIц (х) , равЕц цуш. Вовторс!оп-
боц {* {t.T, lt 11 IIоо! Ео вецупеDшо 8оIповов!ш; одЕа
18 во!ор.х поIоIr!оIЕваt а другая 9!рrцвrельва. Воrтороtолбец

tso rtJоа| 2rr-q во IвDЕцх цу!D 8оIпопоЕ!r прччоI /-r' п8
BIx .попо&rоIьвшl ос!альвво 8е t- | отршtвтольпц. Дегво эl-
до!ь, чtо clctola ypaBBoBr! (4.6) IвввосшлъЕа спс!еIо

2tt - l)

E8*rl?=dtt-/
f,ополъвзlя пOсдолllо 7- /
час!r уразЕешя

l,

|sog ).2 = Q|o

(х=/,2r...,t)

гДе

8одп а>-о ,
0сдх azo .

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.I0)

раDоЕо!э сIсIоIш (4.7). rB левй

2G-

Е|.t
Iошо ЕоадrtqlтD всо чпода )ч , BolopDr coolB€lcTBJD! озрдtta-
тQtrьвшо воэФпцrевтц. Посде апх проМравовавй сооlЕодоЕlе .

(4.8) вапIsо!ся Е эlдо
2tt-o-
Е €r.rl, =Vb ,
€=l

гдо Vrog .-О (t - /,2, .. . , 2сr-t11.
Прпполоrшr !опорьо ч!о

ý{п drо -Sgrпа"

t,T.{t,J

l
-l

аOrя бц Iдя одlого

9оо= ,
Еолl вшподсешо trродполоаоЕlо (r}.I0), ,о clolola

2G-l)

f-"nr, 7l =аt (t "f- {t.} ! t
€-|

%

(4.II )



2л-ll _
l 8r,, )е =4. (4.II)
t.{

пшеет ЕеOтрlца!ольвOе решовпо )=(Дr,. . ., )zro_,). 9то оледуот
ха тOг0, чг0 чf,одo gрэвеншfi в (4.9) разв0 r r 8 чlсп0 Ев-
18ВеСТШШХ 2rr-ll (t,2 lв вIх Iolшo вшбрать пропвэоJtьво).
Такчш обраоIt дока8аЕа

clBtioll сшсrоIш (2.? ).
Теороча 4.I ylвoFtвol, что оператор Д пероЕол!t лDбоо

IЕOtосrDо ДпrлР в одво ls попупроотtвЕо!D, опродоIоЕпшх
гlперплос8остЕD

/-7Е- -!вiБ--О
прпqоI acJll. qlааr^= / , ло э подупроо!раlс!во ф Е- -

- €*; Е- =.9 J_ооr.i ro ýgп a-so--! | !о D поцупроOiрвволво
€Ё Е- - €.;Еz<О . Шб леороrш 4.I clomlolr ч!о обраs ль
бf,го шоrесЙа Д r} . есrD вшпувлrй вахsцупй roвyo п F ,

ва alol обраво л!ЕOЕЕ; т.о. Fа)< Дч э !8 Дч€4 .

alXE'lдllllB. Веrпчпва dь , опродоIввЕая Форцулй (4.?
продставrяет ообЙ опрододlrедь порядrа Rп,/tх(п+ti l l
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пDп,lоI оодп FrДil ооIоDIIIOя D поIyпроо!раЕOIDо (4.2), зо

dbro r оо!! reЬ F(Дц) оодоDш!оs Е поIупDоG!равоIво

lriE. -€rrSa,<O, to 4о<о, l ваобор!. 9rо оIошlо! ll
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ctpoalr Iц получII IIя ЕоDого опролоll!олi аёо?о . Хогво Еп-

доlьt ,tlo эtол вовй опрдоIп!о!1 Qto oootвelolBJlo! пOлtl-

проrрЕоlDy 8u, Е. - €о.fr -r. g .
8аlоtпl, чло'fiвшшо zjl оrроr опроIоII!оIя (4.I2) оDtва-

Ев о BoByooI Дц (оФаоtьо опроIолоЕtя), а посшIппе Dо
olporr с поIупроо!IЕво!DоI, t 8о!ороо Г пероDодt Дч ФЬ
!ао!ъD 8Еачош!).

ОIIРЕДЕIЕШШЕ. 0перлор F , двfiоtвуэцй пв R: " R:,
А e"f вцпошво!ояsаgоRоU JF

ooolвoloвlo
tЗOРШД 0.2. П у о з ъ F, Р| - RО*, 0пр0I0-

Пуоtьrда-ловвнf, ФорI5l ло[
tr00?

D веравOЕO!в, IE0I00!B0
роговrt rотороfi ооЕпадао! о Д,
l

оя

r ДtrЯ лD-
а!урадьвOо
F'tД)<Д (гле

а) дIя дпбого де} lIoDt Ioo!o
ооо!вошrвпя (5.4) r (4.I0);

6) сучоо!вrо! чшоIо t^d !авоо,
ч!0 ЕораDоЕо rэо /.c,zl>O соIорtl!оя

(z. э ) .
усдовtr3

dцlq',0

lцпоIвяо!оя ЕоразоЕство Ц^-
d2"r2i'O. Тогда опора!ор F ""-'n".n__4 -цlвлlчOовпI.
ПВ а ) Сrеýоr, чtо лля лэбого -х" Д пrоот roolo лrбо

'Fа)>О 
, мбо /ссFzlаО. Еслr вцподЕово б ), то, очо-

";iо"i:Т:;яе!ся Eot}аBoвolвo *r&) . О . Таrrч обрааоIr

спцшшпвI. В очлу вовечвооrх ччола
эIоIев!ов IвоIослэа А
бого Д.-* суцос!вуе, в
чпсло z=zсД) тавооr,rIо
z<д)=с:,-:-, с I. [2] ).

сJIЕштВЦЕ2. Е сдr вц пOпЕя е т с я
Blo а) тоореIш Ц.2 в
эоох !=|2,...,7 1 lo F(Д)<Д.

аШЕllДfflЛЕ. В уоловпях ,еоршr 4.2 операзор Г Ее IIоеl
El одlого собстЬовшого эов!ора. 9ло олелуеr lЕ опроделевпя
-rf -щвппчвосtп опораrора F .
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Все рвулэtвтц I0 - Ч0 IoIBo поIJчtlь l в случаеr вогда
элосло R| рsсоlса!ршваоtся дDбй шогогрsЕЕfi вовус пв 8f .
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