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Iq. Пуоtъ

F,t, =жirчt). G)
тло Qrt1 - BaIвryяIo llвolocTвa пв {' , ваэшсящ!о 0l па-
ршOlра 2ссо,Гt. 8адвsа (I) есть паDаIотрЕчоовая 8аддча
IаlOIа!lll0080го прOграшпров{lяпя.

Проваводвая ytol r ооJIп оЕа суцоо!эуот, Еа8шваотоя пор
DшI IарrивальвцI'ввачоЕпоr эадаsш (I). В FI ус!авошеЕ0 су-
цооr8оваЕlо y'tol ддя с[учая, волда tr-r,t1 во!цу!а ,по
,z , а шоrеёзва l2cb вшцувлш п аЙвg форryлоfi (2). В
Еаолояцеfi раболе раооrа!ршв8отся аадача @) бов продолоrв-
Еlя о вогЕутоЬтr ;У .

ПУСtЬ ТОчва .-zc at О). ВведеI IвоIооl'во slt,xl :
_=!а. Е*, Jto.o , ,.z +ta еос tl й о. t з t J .
8вшrвавrе tca,t обоапачrr П-l f, вавоЕоI IпoIoctBoI д(F
пус!пщI папраэлавпi дя оошеiстъа {actl} в !очво [.z,оJ .
В Оryчао, вогда Octl ве вавшопл о-т Ё- , авалогrqвоо цЕо_
Ioolвo рассчозрпо в [2]. Iцоlество Пzl IoIoT оваааrься
пуЬтшш.

flrrо в леrцо I рассrа!щвао!ся одв чаотпrй оцучаf,.

ЛЕШIДI. Пуотъ ()сf,) шrеет Епд
Qctl=Qo{.z, h;(x,t)c.o, i-/,.. .,l,/J, (2)

г,до о -зшпу8поо BaIBqy!oo Iв_о-

бэ



шество в En, не зависящео от t ,
а функцип hiсчt)flепрерывно дшф-
ференцируеilн по t,x,t]. Пустьr кро-
шо тогоr прu t=O функчпи h;la,o)Bll.
пуклы п0., и удOвлетвOряDт ус-
ловир Слеfiтера, т.е. существует
аоёl2 TaKoer что

hicao,o).o, ,=7,...,М. (3)

Тогда П,zl Ео пус.то и ицеет вид

П.s: Па,х2rl |?; :(hr-tz,о),ц)+hlttz,uл.о, i.Qcxl}, (4)

где Qr-l=!i,hrr,-r,ol=o'} ,О а ПQ,аl -ко-
Еус допJстlиlдtJх наёравлениfi для
llHotecTBa {2 в тOчке а

ДOJИ3АТЕЛЬСТВ0. Зведеш liнOfiecтBa .

К = П Q 
".ъl 

tl {а, ( h'!,il, Цt.о,1 l, Qp J ;

Kt= П 0,-zlПlu, ( h,. "ч) 
.hlt <о . t.Qal|.

(Вдесь ч в далънеfiшеll все IlрзriзводЕше 0срjтся в точке.дz,оjt.)
В силу налопенпшх вшше ;тловиfr К = (n . llри Qслу=И ато

соотЕошенше очевидво. Пустъ Qtz1+7..Ясно, ч.то К.К,,
Докаrеш обратное вклшчоние. i.чст; va Kt . По условшо В)
ДЛЯ i е Qtzl

(hr;сz,о1 ,ао-а)<hrq.z."о)- h;сr,О)zО. (5)

( hr-, ?) +Е(ео - х) * hrt, о

прш лпбоlt Е>о . Пусть '€**о ', 
€*>о . Полоrшrt

?)к=?+€Е(э--) . Ясно, чло _?)кё К ,
этошу zleK . Вшлючепие Кr.К доказано.

riустъ tl. К , тогда дlя i.Qr,z)
h; la +tzl, tl - tf(hl.,a) +hrrJ +oct2< о

прп шшшх Ё . 8начшт , К<Nс.z> . 0тспда Кr=К.П-l .
06ратво, цуоть Ое f7.,rl . тогдд

У - 4а zl" , !. ё lr-),
п поатошУ (hl.rar)+hit<O длЯ ;с QB). Отспдд zlсКr=Ц

!"-а . По-

t

,

a
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J

!. е. П-л.К= К, . Jlеша доtrавава.

опрЕдЕ,IЕниЕ I. Будgr говорrIь0 ч!о сеrfrслво {аФ| до-
пускао! аппровспIацlп перого ЕоDdлrаr GOtx лдя шбоЙ оходяцвf,-
ся послодозаlопьЕосll {.z*} тавй, чtо

a"B{)ct; , t" 
-+Ol 

(6)

справOлл!Е0 прдсtаэлOвlо

,2*=z *txlr +осёв), (?)

lлда ,zct2(о) , D*cb1 , t*Du-o
ПЕШIА2. Еолr DЕполЕоЕш услоDlя

лошIЬ I, !о 0oIo!cTBo {actl} Iопуо-
ва0! аппрOrсlIацlD пOрDог0 п0-
рядв8.

ДШАЦТШЬСlВ0. Пуозь вцпоIцоЕо (6). ПрдотоlII д. в BI-
ДО .х*=.r,+|"У' , t"!!-o . ЯоЕо, чt0 .zc (2со1 ,
u/rПО,-) . &tя tG QB,) уuаоlr

о > /ц {zr,t*) -t"f(h;n, !*') +hаJ +Осёr1. ,
(hьrо,{)*й 1€", €*-о.

В ошу (5) оучоотвуеr Uoe Г(а,а) rавоо, qlg (h6,л)оЬ

-<-! ,,t;ЭQr,эl . Полозr lопсрD urc-a;+lýBl оо . тог!д
(?) будоз вшолЕоЕо.

Перtюш в раsшс8аЕш парOг0 вршпалЕЕого 8ЕачовЕя для 8а-
дачt (I). В двлъвdпоI DоDлу 6rюI пDоIпоtrаm!ь, чtо !очочво-
IвoloctвoвEoo_oloбproBrB t2ctl ЕопропвЕо пF t-O о ,эооIBoIoorDa Qctl оодоtЕа!оя Е Ебво!ороI огtввх,roввоч rцойср
эа 9 , а Фувrцlя slc,r,tl EcEIloIцEBa Еа Orfо,ft. 9лr уо-
довlя обоопочпваD! ЕопроF[вiооль Фуввцr Fаю Ерв t-o .

Вводоr IEoIaolBa
' Bctl:tz,cQaS2, yct2 -/r.z,tl}.

Продполошш rоЕорь, ч!о Jc.z.t2 Еопtlорвво лФФоровцlруоrа
l вШЕОtЦоЕо УсIОвlеs oorl .uд_.= +trо.+Осt) |, l tr-+6 ',

Ез Pcol , t"t"* g , zl.c ПЕ1 r !о оправолдЬо оооtвоцсЕхо

t r-r, t * 1 - J сЕ, о > з t* f(/n с.z, ol, r, ) +t, с,а, о >J + О a ti.
9ло 5toloBro вцпоtrвбвоt Ешршцарr ооrr Фrвrцrя Jrэ,о1 воцуtа
Е 08I!0о!шOOш !0s8п .z .

1ЕOРЕШДI. Есдп врп аIелаввцI ЕрOд-
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пOJtOIовпяI соIойолво toh} дOпус-
rа0! аппрOвоIIацпD п8рвOг0 пOряF
K8r !0
ЕальЕ00

суцOсtвуе! перв00 Iаргl-
в

Pio1 -5n su7 f(t*сz,O1, zl) фс,.z,о2J . (s)l ,-ъ.Ьо) llcП.zl

ДOКАЗАТППЬСТtsO. Ouкошруаr ,х. Рсо) а uctt.xt . Тогда
,.z*ty"Orfr пр цалцх t п

yttl >/r,z*t ч, t ) : у{Ф ;tf[-(B,o),D+!"cz,Oi +o(t),

узр - fu-!гуоl -F@)] >(/rc,z,ol,u) *,/"(а,О).

- 

t-"o? f

Ьсли сбоаначt{tь череа Д правуD частъ (8), то ,p?olr- А
Поr:спиlt

й - Ы. 1г,рrtl-,рtоl] .l t++ob | '
Вшбереш l*_} " It"J так, чтобш

yt t"1 - pto;

ff 
- 

Pl , ,.Z*e Pct"1 ,;Ех+,7, t*-*O.
В СШЛУ (7) шееш .-Z*-:х,+|"2!х+о(ti . Ясно, что ,.zcplQ2 ,

ус t*1-7o2 -Уr-^, t") -Jr.z,o2 = tKfC-, u) +./J.+oct"1 .

Так как U, е f7.х2 , 1g

/o'(o) <sup [(r,u) +lr1< Д. (9)
' ?le П,хl

теореша доIса9ана.

IЕlllrА3. Еслп вшполненш усл.овия
лешцш I, прпчёш в (2) tZ=E r т0
в ,!оршуле (8) зпаqение р'rо) ко-.
нвчн0 R супрешуIн дOстпгаDтся.

ДOКАЗАТЕ[ЬСТВ0. В силу (9) супроцуч по ,.z е РtО) дооти_
ГаеТСЯ. ДtЯ ,.zе PtO) по нообходшllоцу условпD шаксхчJIа
(сu. [2] ) существушlт tri>o h ДrеЕо ташtеi что

-i!.c,z,o1- А, -F.о}; h;.(a,o) ,

причёш ( А,,l) >о ,&ttя всех zl . П а ,.r) . с учётоr (4 )

{

a
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,

ддя !ё П.D uIееш
е

(1f-r.z,O)' ч) --( Дt ,,) йд,r(hr-сэ,О),Оl<- *у,ъit 
(z,Ф<ф.

Поэтоlу o'rol кошечво. В данпоч слу,|ао tlB конечностtt g'rol
следlет,'что супрошуш по zle П,zl достигаотся. JIешrа д'ока-
вана.

ПРШllВР I. Пустъ в валвчв (I) асф:|-т,,о<а,<а.сЬl
д при шапЕх Ё >а шаксиlryrr s/rз,t1 по .z" (2ct) достигsот-
ся прп -z,-act) ; т.о. Rctl={actlJ . Тогдд

уrtl =trасtl,t) , y?ol -t- сасо2,о)а'сО) +l"raot,o).

l!рп q.=616s пв (4) !tц9оц П,rl = to, zl-a'ro1.o} . по Еор
шуло lB1 полJtlаоrr

for= {9i.сФ, о) 2| + tc (асо ), о) ] .

В счлу вообхолпчого усдOвшя шаксиlryшs /осасФ,о1 >о . IIо-
втOшу

F?q -tn (а.о), о)а?о) +lё k,lЙ,o) , .

qто сOвпадае? с0 ввачOвшец! вшчислешншI вепOсредотвенпо.

2О. Пусrь первое чаргпЕаJlьЕоо 8ЕачоЕ!lе yo'rol дJIя вада-
чш (I) сущвс!вJо! п коЕочЕ0. Предел

f"ro) =f:" }с yrtl- 1"tol-t y'roй,
еспl ов оуц€ствуот, будеш павшатъ вторшч t|аргпнадъвшtl вЕ8че-
впеш ддя аадачш (I). Еслtl lу"rФl<а , то справодливо рав-
JIOtевп0

F(il = уrоl +1o'tol t *! 7'colt' , осё3.

0ИВСПРуоШ .х з асО) а Ое П,z) . Вввдоll llgolec13o

t2Gr,r) -{u, 1to>o :,х+tч*L"uГ. Осф при о<tзt; .
3аrдrвавпе !7.x,ot обоввачшl черов Гl.z,dl п вазовеlr
швоIесtвоI допус!пшх валраэлевшi второго порядка ддя оецеД_
ства /2сt1 . В случае, когда l2ctl по а8зисит от t ,
aвало шtlЕоо IBoIooTBo бьtло рассUотрено в [2]. шноrоство
ГЪ,zll ШОtеТ Ока8а3ьОЯ [ryСТЦЦ.

ПЕrШ4. Пустъ асЬ ишоет вшд
l)сф={-, h;rх,t)зо, i-l,.. ,Nl,

6?
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a
где Фуввцшr h;tэ,tl-дв8Iдц непре-
ршвно дхФФоровцttруёшш по лz,tl п
при t-o вшпувпш по а2 ш удовлоl-
вOряDт ycJloBxD Слоfiтер8 (3).

Тогда Гl.z,ч) вопуото I иIоет
впд

Г1-, vl -{r.r, 2chi-, ?rD +(hi.аэ. о, !) + 2rh67,а)) + b.tr4 з9,
гдо 

- ;cQ,ra,ц|,

'Qrr-,ol ={е,/z,rr,z,о) -о,(hз-,ul +hls -oJ,
8 всб пропвв,одЕче беру!оя в lоч-
к в t\o|

ДOКАЗАТДllЪСТВ0 завоо IеrваJз Е лешIо I, тошьво рlя ccQnz,u1
!GпOдD8уOrOя ра8l0tочlо

Lir,z*tа *t'цl) = ! #tаh.,, tаf2+(h;.-о,D+2сhr.r,ф+hri
+ осt21.

Чвреа Т обовнаrlпr швOlесtзо t:шp Б2, zr7 l па BoTopfr
достшгается супрешуr в (8):

Т:. {6z, yJ,.-za Pcol, Dc П,z2, y?ol -|А(а,о), u1 фr,z,, ol

(I0)

}
По лоtпо J чвоrоство Г !спусl0.

1В()РЕш2. Пусзъ 8шпOлвоЕш уоловЕя
пвцIц 4l llЕоtвс!ва {zctl ог.раЕf,чо-
вш э сововупЕос!li ФуввцаяJr,z,t1
дваtдц вепроршЕн0 дпФферовцlру-
еIа ч дпя JIDбого .zсРtФ ц8!рf,ца
Jsа(3,о) 0 ! рЕ цаl 0л ъв 0 оп р0 дел0 ва.

Тогд8 оуцоствуOт второо чаргш-
палъЕоо вЕачевпе y"col ч'

p2ro1 = 
gцо sry_, t2(A,z4 "U.z.zu,zЦ 

+26r, ц,Ь], Фт)1 EzlaJcT uсГ.Lz,u)

гдо воо прошвводвшо беруtая D

! 0 tt в о Ea,oJ.
ДOПА9ДIЕIЬСtЗO. Вводоr обозвачовпо

Фс-, о, чD - 2ф , t) +(/аа zl, |l * 2tJnt , zD *Jr, .

0пшпруеч Е,z, z,J.T а 2,гсN2(а,t,, . Тогiв ,z +t2 +

+t'ccoctl прЕ Iшц t . Поаtоlry

a

}
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a

yctl>/re+tu +t2ar, tl:frol +t y\ol * {Ф-,о,z.г) +о(t1,

F ? О l = Pz,.$ Г,7 с t l - Fо ) - t 
у'с 

o2J -- Ф,-, ц |,, ) .

0тоюда

g'?оl > sctp s&p ^ Фа.z,о z,Гl. G2)

- 
c,z,vJeT ц СГ'(zrо)

Полошшu

Р ="Qо $ Г,7сЬ - fФl - t y'rolJ -

Вшбереu !-.} n tr,} так, чтобш t*-*p ,

7Ф =*fu * 'F' 
t"1 - ,7col - t*,ykolJ, ,_т" в Pct*) , ав +Ё,

Ясно, что zвРrФ. По лешrо 2 2"=а, +t"O.+oct.2 r гдо
zl.eПa2 , t*t"-o. В силу (8) $*r.E,o1Jlx)+jlёE,o)"y?ol.

Ероше того,

f(t*l = уrФ +t^ ytol +o(tK),

frtrl :Jc-*,t*1= ,7COl +t* Г(L, ,1,1 *l* 1+ott*1.

0тсюда

Uе, r*) 4 * у?о2 прц к+ о (I3)

Доватеш, что lr.} огрпччева. Лшоеш

f( t l < f,ol +t у'rol * ! ti,dЬ_ rц, rr ) *(Дt,о")*,./u1 rоrён,

.1 F@) ) t* 
у', о, - j r: f|п" l zl" tt2+(jot, о*) +JrJ +оr tf,г (I4 )

tде ft1>o в оилу отрIцателъЕоfi опроделеЕностп цатрвцд

lnn(E,o) . Вовъшеч проI8вопьныа f,ао,4]сТ п u;et2rTo,1lo1.
Тогда

;[ r..zo * t uo * t'4, t) = F о) + t 
у i ol * ! f фсоо, zl., l"г, 1rut3оч 

1

ЕсЛш предпопо*r", ,,no |r"| ве ограничова, tо наfiлузоя t"
та8ие, чrо !сао +ё* Do ;t:Ц , t*} . рс t*) , что протшворе_
чпт (I). Лтак, {rrJ ограншчова. Вшiолиr сходяlцуюся подпосле-
доватедъвость. lliшЬ счвrать, ч!о ?,r2-V , Т.П.zl i
га,r]€Т в схJIу (I3). Проастаэш. теперь ,zB з виде

,_zK-E +t*T *оrt*) - z +t*T +ti,.t"' " tf, zrг"'-6,.

Шсполъауя равпоrcЕшо (I0), рrя iBQIE,T1 nlleel
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2lhr- ,z"f/) +{ kr,r_ ,7"V),2(/zr.t ,Т) * Ьrs7 +€*, €"-о.
В силу условпя Слойтвра существуsт ?)о такоо, чtо l hr., lnll
4 -|, t сQtzr.IIОЛопиц тепорь аr* = z;! + l€*/ Lb . по дешrrе 4

zzr" е Г"r.z,,Т2. 0кончательв0 иIеец

yr t', l :Jr-", t*) = f,Оl nt. y'rzl + !t! Фlz,v, z7)1 * Оtt}1.

Йо, * snp skp Фt*, r/, u) , (16 )/ г,z,'Dlс'Г .zrle Г'2l.х, tгs

гдо zu-Ett.t +tf,чlr*о(t:).
Иа (I2) t (16) спедlот,утвертдевше теоречш.

ВдхЕЧАflш8. I. Еслп Qtt1: Q не BaBucliт от t r I0
чноlество Т вепусто п шrеет вшд

Т: | 
Г.z, й : :х а Р r О l,,7? Cl, - / rz, о 2, u. П*l. ti! r,z, о l, Ц =ol PZ 1

гдо П,жl - обыqпьй воЕус допустшllшх направлонй для о
2. Есдш {2ttl =r2 ч !2 вадаво дшвеfisшIш неравенстваIи,
то Г2rlD совпадаоз а П,z)п лttп :ъе Ptol в сипу
веобходлrог05tслOвtlя шаsо}rrrуча

sцр ^ (l*rz,O1 ,аr)=О.
aj,eГ'ta,u)

ПoaTolly Форшула (II) пр}tвшlаеt Еlд

yiol - sup ,fЦ_zl,ч.1*2фt,z,) 4rJ, (IS)' tх, uJeT
tде Т вадааrоя равоЕоlвоrt (I?). Форryла (I8) бшла полltчева
в [5]

ПHi|llEP 2. В усаовшях пршIора I вепосродсlвошвоо дшфе-
ронцlровацив yttl мет

,7'1 Ol :l- a1ol +l._Га7оlJ2 +2l_t a7o1.+J"", (l9)
где все пропаводвsе берутся в точве fа(о),оJ . llспоаъауеr
фошулу (I4). f,воrаство Т состои! шз одшй точrш
f-ъ,oJ=f,a7g,1, а|оЙ lM этй точвп по Iошо 4

г1*,' ul -|zs, 2 l,s - aiol < О J .

По фощуле (II) пцеоц

f"ro2 : яno f2{ z,г *l-_ D" +2_/-t, *Ь, Jl' 2z,r за-'rо) t zr=ф'(о)

t

s
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a

В сплу вообходtшого уолоэпя Iаксшшуша J*ratot,o)>-o . По-
этOчу

flО, =J-a1ol +l*-taio!2"2bta'ro) *it. ,
что совпадавт с (I9). ,

Прпшорш I и 2 покаашваDt, что в форlуаш (8) и (lI) все
слагаешшо сущосrвоЕчш; t.o. форlулн (8) ш (II) вельая упрос-
тчть пJrтоI. оrбрас$rвавпя ЕовотOршх слагаечщ. Есдш это сдоJIатъ,
то Форrула GтаЕет давать повервшо ревультатн. В форшуле (II)
все слагаоIшо суцествоввш ддrc Е сдучавi когдд ortl не

вавшсl! о! l , чло lcolto поаавать ва соотвотс!вуюцпх пр}r-

rерахl

3АкJIOrштшЬннЕ 3дllЕЧАншя. I. [вдоrовшвt внше ltетод позэо-
ля0! полу,rать.Ео тOль80 перв00 х втOрOе Iаргинадьвсв 8вачOЕшяr

во ш IаргпЕаJIьнше ввачовlя бодео вшоOrOг0 пOрялка

2. Ревульта!ш перЕося!оя f, ва босвовеqшоlершt случай, прпчёtl
с!пувrура дOкаа8?0Iъсrв Е0 ЕЕяOrся.
3. Ilолучевнн9 вчше.реsульlа!ш rоцlт бнть пршIеЕенш ддя реще-
ВшЯ ааддш llвrulааrlnш Фуввцrп впда

f?'= rna,rJr..x,y)

Еа l'olecl', G.+:;:flJn"r"* (s) п (II) Iопlо Еаходпть
проllsводIше фувкцrr fr{) первого ш вrорого Еоряд8ов по ва-
праэдевtяI, п с lx п0I0цэD сlрOпlь Iеюrш пOслOдOваIOдЕнЕх,
прпблшrовй. Тап, ослl {2r7l эадаво с поIоцDD воразеЕсЕв

l)r7l =!.х,, Ео, h, rz,7) 1 О, i = /, . ., Ц J,
то порвая прпsвод!ая F(p по ваправдовпо !ё Е- ,ltgtt=./ ,
llo0! Еlд

гд0

'tr' =::r,r, 
;:F,-,;Ц(z,j2, ч *Ur r,,z, р,g)J

П.хg l - { 
u. Fп' ( h;- (а,{), ?) +( hj{ a,?,il) <о, i 

" Q g)} .

trцторатура

'. Бl*irg|l fi"Ib,riýlfloo прогрsшIроваше. (элеrевпr лео_
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