
1g?2 а- оптицf,зАIlия ilнпчсп 5 /22 )

,

уJIш 5LZ.z5/zб

чшOд пФдЕцOвдтЕщuOпo улу,II[Ешпя шя
вtцшкпшх sддАч с lшнЙнцlllt 0рАншчвшrяш

В.А.Булавовй, ll.A.f вовлова

В Blofi рабO!о халагао!с8 isоloд роцоЕпя 8алвч вшщrЕдOг0 пр0-
грщшрова8ия с дпшеf,вшцI oгравlтOвпЕiп, в пввоолвоч сllцсдо
обрбсдDсй Iотод послодOва!впъвOг0 удJnrшоЕf,я дOIryо!пt|Oгo рошо-
Епя [I, Д, прпдояяоrd в лшвфвоl прогршшроваяхl. |[сподь-
вуошr' Е 0татьо.полход яЕ!,lо!оя шодlФчва,шеfi рвработавнй ра-
шво а учасilоI одЕого шв аs!орш пдоr [3] о ttопрорцвЕOц п8цо-
яовlI дGпуо!пlaого роцевuя лаrш обравоI, что оЕо Есо вроllя яз-
дrlо!ов lоsвой опtицlIа фуввцrв цодl ца Boкolopolg спбцшаJIьЕо
эшбrраошоr аФпнвоч цвогообрss!l. Следlез отцо!пrЕ, что lрудо-
сIвOG!Е I0тOда суцOOтвоЕЕ0 вазroпl 0l ра8шOрвOOtl пOдпрOстран-
clвal ва BoTopoI фуввцвя цодl ведlвоfiва. на эво обсзоятоль-
сзво бшо обращово вЕlIавпо в свя8I с дпугlI llо!одоI [О] .

ý I. Клаоо рошаоrщх sадач

Пуоль вадавш /ru -rорЕцо воцесtЕоlпцв столftlц Р а Д; ,

/-/,2,...,r.., п вогпу!ая_фввцпв ,/ , опредвлоцЕая в t!пйзп-
чос8оI прос?раЕс!эо Р'о. Iш прдtолоlхIr чtо Фвfiцвя /
дэацl ЕопроршвЕо дхфорвцtрJоIаr прlчоI для поршх l D!орtх
00 чаO!вшх прOп8эOлпцI Е !0чв0 з прхI0I coolвetclвOвпo
ОбОвпаsенпяз ficrl п Jчсrl , i,l-/,2,...,ru.

Расочолрпr слодlDцуD sъдсчу вшtlуtслого прогршшlрова"в!я.
Тробуолся ваltп вевтор

с
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,х=(а|,Е2,..,&а), *J rО,i,/,2,...,fu, (I)

удOвдотвOряDцЙ опс!оIс JrpaBBoBй

t *rА;=Р (2)l-, d .l
d,,

I досlавдяDцЙ цаксхt(уI водичпве Jr*) . Шаш обшчво, прп ве
поIЕовlЕ 5lоловй (I) ш (2) вевтор з ш бJдоlt ЕавшаIь дф
пуоrшцшI репоапоI, а trсвошй - оп!IIальнЕц.

В о!rу ЕогнJrfоотп фуввппп / рrя дшбого ж. R" ч лэбь
Г0 ВШРаВЛOЕХЯ ý =(Sl, s2 , .. . , Sл ) ВШОДЕЯOlСЯ ЕеРаЭOЕС?В03

S,.r= fi,r,r,,,",sl 
,о.

Вопду в с!атьо шr бу4оr доподвtlедьпо прошlоIагатъ, чtо вшпол-
ЕOво спешDцс0 усдODхе.

r) Еолr ддя даЕЕого вапразлеЕlя ., , удовлоlворяDцого ра-
|L

ЕоFсtву 
|rr, Л;=О , прt Eoвolopol хrВО в (5) досtrга-

ется рвоiоtвоr !о r прп лйоr другш Jэ п прl Totr to .s в
(3) шает чсоrо ввак раsовоlва.

Прш вшполЁоЕttп yсловдя r) пв рвевства $ro = О одо-

ауrr, 
"no ff (х) Ве 8авпсп! о! -т зatotrt, ,rro прI lц!OIвв-

впr условrя *) для всох ý хЕ Д'" оуцвствуот раsдоIовхс
,8" впрlryDсJllllутаsпхподпросlршrсЕв Z п N, qIо

фупвция / пrвеiiа ва Х r с!рого вогпута ва ff r 1f!х'+х")=
= /с,х')tJrx") врt -х'сý , -zo./!. Поtпrо квадратпчвоfi

п строго вогвутй Фунвцrд отшr овйствоч обладае!r ЕапрlIвр,
Фуввцшя вшдд

/r-l =- Е e*pГ,f"r.j*d.J,
* ,",

гдо сr; , d

о)

к - прOиавOлЕЕш0 ЕеществеЕЕше чшсла.

ТфРЕШI. Прп вшполЕвuип усдоэпЕ
r) для суцоотвоваЕпя' tiпздIадь-
вOг0 poIl 9впя вообходuцо п до-.
0та!OчЕ0 сущос!эOвавш0 дOпустш-
I0г0 рOшевпя ш 0!суrствш8 допус-
!IшOг0 пуча (сосlояцого пз до-
пус!хIцх решовиi), Еа дO!ороll
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D

фJввцпя J строго воарастао!.
ДОШВАТЕПЪСТВО. Еообхолшrосзъ. IIзtсtь -ъп-опЕишальЕоо ре-

роппо п пустъ ддя в"iГтоЙ - д sro луч {.z*ls,|cto,*oo,}
явIяеrgя доIryстиl|цI, ttрхчоч фупкцrя ,/ Е8 атоц лучо эозраQта-
от. Полоrпr прп \<to, t -1

,xL= ,u-'* fr(z+Дs) =fic.xo+sl*frz.
В сшлу вогцуlостtt Фувrчпп ;/ пшооttз

.fr-^l " *fr-o) * ,uL/rz+le 'r*.'fr-ol+ ruL!r..).
но Ь.*^'=.ъо*s r !88 чfо в предодо подучшtlз

Л+tФ

if саО +S s ,v1| r,x" l . (4 )

Посвольву Фч {о. +)g: |<tg, + е)} соотох! п8 допустпIцх
рсшевй, то Jrz"r7з1 <Jc-") прt. 

^GГО,*о) 
. В ашу (4)

! Еогвiтос?r Фуввцпя "f поGlOяЕЕа Еа оlроаке /.эО+,ts ,).tо,OJ,
а э ошцу JrслоЕ[я *) п огравrчешвостп f сворý/ ва доцусtпшrх
рdшевпях 0в8 пос!оявЕа l Еа параллопьЕоI лучо /-T*).s , l.
.го,,-)} , tllo дрот!ворочl! раЕоо сдолаЕЕоlry продподоtонlD о

вовраотавпп / Еа эrоц Iучо.

Доолаточвооть. llорrпруоr проо!IвЕс!во RО . IIуоть {--} -
Iа8с!IхапруDщЕя пOспOдOЕаIальЕостБ, т0 0с!ь lааая пOсдедOва_
тольЕосrь допустIIцI решонй, чзо Ur-*l J шовотонво стро-
Iп!оя в сувро\у\у Фувrцдп ;f Еа IEoIoclBo воо!рпцат9дьвшх
решевй cnclorц (2). Еслв iослодоватшьвос!ь {.rzf .во огра-
впчоваr !о, ве уIа.llяя обцlоотш, IoEo сч[тать, ч!о (tinLaK1-*-

в чlо crfcolEye! tlпz"/ttэ,Чt-s . Дродольвоо ЕшраЕдовпе
J'=/ý,, Sz,,...,Si) веO!рпца!OдьЕ0, 0!дПqв0 0I вУДя п явJIяеlся
прп аrоI рошоЕхоI 0дородв'ф спсfоцшз

п

I srДr-о. ýг,l,t
Д.пявоох K-/,i,... полошI Д*-tt",rr{,ц, s;-oj п
zВ-.хR-)ý. В оплу (5) п вшбор qпсод ,t* вевiорш 

-.z" 
ав-

trяDlся дOцуо8шшI роIOЕпяIпr пIпчOIr ЕачшЕая 0 Ее8OтOрOг0 к,
z*. llоо, болшо ЕудоDшI воIповоЕ!, чеI &* .
Пуош теперD .t -допус!rIое IвповIе п L,- О . В спл, Bor_

Eylooll Фувrщrt _/ прш досl8точво больдrх к lIооIз

lftl-rýl, *fuoa*) >(1-ftо)/lz1 + ýr!,r,l .

a
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Учитшвая, что 4^/t,*l >iFcl , в предело полуrrпIs

"{r-, ),s l r/c-x1
Таппч обрвош, фувrцшя / огравпчоЕа сшву ва дучс /.z*ls ,Iro}
r в сплу вогцутостl пе убшэаэт Еа ЕоI. С другй отороlg, по ус-
лов!D lоорошl фувкччя / .Ео loIcl с!рого BoвIlactalb Елоль вос-
го луча; п вЕпш/ усдовпя *) ова Е8 а!оц дучо пос!оявЕа. Есдп'
!опорь в ваqостзв ,.Z в8я!ь zВ | т,о полJчхI, во Jczчl=Jcx'),

к= 1,2,.... Шш построплf,, Ta8xI обрааоI, EOByD IавспIхвIруD-
цуD послодоватоIьЕосlь {"-} , паIдй член воtорой lreBl бодь-
шо Еулознх rоIповеЕti qош соо!во!отвуоцй qпоЕ поододоэаtо!ьвOо-
lш (*-J. Повторrв опlсt}ввое поотрооЕIо цуsвоо чпоIо.tвв, ааво-
доцо Boвotпoo r. полу чпI ограsхчоЕвуD IаffсtlцIвпрупцуD пооiодова-
!ельЕосЕъ. lloшo очхIý,!Б, ч!о tшtй бцла yro пос!OдоваtоIЕвос!ь

{r'J, п что -rО-о0 прододьвая Totl8a. Таr ваr ,.тО-доцзtоtl-
цоо решаЕшо ч / r,znl - tсm;fса") , 1о .ЕО явдяс!ся опtпIалшL..
решовшоI. Тоореша дока8аЕа.

Пусвь валаво вовотороо аФrввоо шогообравшо V рвповd
сlстOшi (2) ш rrycTb #-sпперш!освостъ в И r Е.40дэ 8о!OрЙ
Фуввцдя "/ отрого Еогву!а. Ввплу условпя r) вторя проIавод-
вая по лпбоrrу вsправлоЕtD, параддодьЕоtrу # , оtрого оrрrца-
!оJIъва. Вшбороr бавшс {st, т. ГJ в парлдопьЕоч rвdгообравrэ
Н подпростраЕСтво f, вшбороr ваправловlо .' тшl, чtобн

V=U rH'X). .Otrеtиrr, tlto кшс s , taп,I ýz, t,T,
Ес(,ф,+о)

являDlся рещеЕпяIt{ спстош (5).

тВOРЕшд2. Еслr а,.Н (олпЕсrвевЕая )
точва цакоttIуIа фувкцrш ! ва Н t
tо прп дDбоч 6€(-Ф,+ё)фуЕвцая/
ша IпогообрааtrI 'H+€s досtпгао,
IaaoиIyIa в 0дlЕс.твепвой точко
,zc€). Прп aloI фувrцrя х(.) Ее-

проршвяо дхФФ.ер9вцпру еча.
ДOкАgдтшьстВ0. ЕIдвствеввостъ ..э(6) сдед9ег шв отрогоfi

эогЕутосtr .f ss # п свйоrва I)._ Доваrец суцео!Еовsвtrо
а(€) . Норlrруеr прос!ралс!вО R'. flля того, чтобш .I(Еr€
с Н +€s дос!аэпял вЕ Н *€s чаксхIуц ФyBBltпlt l rпаоЬ

ходхltо l дооlаlочЕо, ч!обц

Ё ./7{rceDsrr=o, кет
1-1

,

D
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PaccroTpurr споtе\у 0тЕ0сп!6лъв0 вOществOЕвшlс Еер0I0ввцх t
\ Zct тrТ.:

. рк(е,rr=Я,/;(,х*55 
*\zr"" )ýf = о, *,т,

Девше части ураввевd этоf, очстеlш вопрорвво дпферепцrруечн
по € п z п.обралвшtсп Е подь прп €-о , Zt-ol теТ
fвобшав ошсIсIш Фувrцй f* | к<Т, ло с9lсtоц0 пороIоЕЕш(

Zr l t.T, о!пхчоЕ от вуля прп дDбьш t ш Zt , т.Т l
в сшу строгй вогвутоо!п фупшпп / вдолъ Iпогообрай, па-
раIJIолъншх il , п овйства х). Ilоатоtцу ддя вокоторх а >о о

€ rо ва проIеryIко t-l,а) оуцоо!вуо! ошсlоllа Фуввцлй с",
т.Т , tакаяr чlо заатор

.r(€) - л f €., *L4- rcls" (?)

удовпетэоряот psвoвclвarl (6). Прш атош фувrчпп ct непроршв-
п0 дпФоренц}rруош а сzФ).о о теГ . Буоa" очптать, что
а а { мбрнш вашбодьщпцх ша EoвIoIBEx (что доцустпшо,

la$ BaIc в схпу 0дЕс!венвOстп Сt прп расшшреЕпш оФlастп оп-
родопоЕшя uовая спсточа Фуввцй явдяотся продолtеви€I хсход-
шЙ). llш долtЕш пO8а8а!Еr ч!о q-s-ao .

8аlетшt, чtо еслш ct коЕочЕо п фупкчич Ct огравlчоsш ва
rо,а), IО ПРОДОДЬнаЯ lОчка cta), т.Т , пабор фуввцй
Ct , 7еТ l пороIдает ве8тор х(а) - х *a.s *\c"cа)st ,

УдOвлоlворяDщtЙ раэенсвщ (6) (прп 6=61 ). it сшлу одхЕст_
BoBBocT}t !акого воктора фупкцuш С7 в точttо а шцоDl lcoBotl-
Ешо прододш. Так вак прш атоI в точtсо 2(а) фуцкцrя / дъ
сЕшгаоl lrаксшIуllа ва шногообрвшш H*as , то грапиIý ct
чоtшо бнло бш увелпчлть.

предполошш тепорьr qто а ЕоЕвчвоr а пабор Фупкцй cz ,
т, Т , во огравпче1 ва го ,а, . Тогда существуо! последова-

тельЕость {сr} til(ая, что €р€fо,а) , &t'.€p=d, ,
Ь lac€pll -*n а 4crn x(€p),///xаpll - v . Прш otor

согпасшо (7) ваправловие lГ паралJIодъЕо шногообрвшэ Н ,
ПРIqОШ llП-r'. .oтlотшt такЕо, чtо прti воох €ёГо,а)

/rxreDr/r*+€S) > tnio{Jc-*€s): €.tо,а]J=l .

Подошц

uр-(/- шJФ)* * Й, zGil.

a

l



Тогда 0;о" ur-t+?r о С другй сторовн, прп достаsочшо Оольlцххр

l?zi >(/ -l#д)/еl* *z,BplLl;/r.zc) >(l-rafo|al- Й ,

п в предоло получхIr что jlz*tл ,./r-l . Но ато протшворо-
чит единс!венпооти llакси\уца qrrпцпп / на Н r та8 кas
..z*л/ё # . ПолучеЕвое проtпЕоречхе пока8шваот, что d-lФ .
Равонство /_."о trолучаотся вацовй J. Е8 -.s . Теореtа
докавапа.

IIродФФоревцхроваЕ (6) по t с учетоI (7), дJlя опр€додонuя
проиаводЕцх ci получ!ц систоtlу

Е(;Ё, lцtйuls,?sf )сirа =- 
о*о,

./itrtarCD$S, , квТ, (8)

с ЕенудовшI опредодЕтелеr. Сшстеrlу ФувшцД СtrtёТ,
Iorвo получптъ', пЕЕогрпруя crrcTory (8) прх ваtIалъЕшх ддlвшх
С70)=О , teT.

3ltlElllшшE I. Вс!r эrН ш, вообще говоря, во являЕтOя тOч-
вй шаксиrrуш фувrцпв / ва Н , to lоореIу 2 rorBo пршIо-
Еить к Фуплtиtt у, вадаваечй равевствоIз

grz2 ,/r"l -_/'rnlrr--) , z. Р.О-

8досъ черев Jial обоввачеца прошsводдая функцшu ,/ Е !очво
э . Iш сЕова получхц во8торЕозЕачЕуD Фуввцrr (?) r опстеry
(8). Как Еоrрудшо убедштъсяr. BerTOpl хt€) пDш agol удовдот-
вOряпт сOOтЕOшевшяll:

*, 1,-,r.rr; = E.frr-lsr:'=Ф.st, 
к.Т. (6')

/,| J
ЗАliЕЧАНИЕ 2. ПродшФ!еренцировав (?), с учетоц (6) получшll:

ff /r-n,l =Ё,, {zrс)) s7.,

Предполоrшцr что в началf,пой точке | /rr.ls, ,о . Это,
j-| -

в частносrп|'оаначает, что z Е0 является точкй цакспrrуIа
па ,И Фувкции / , п потоrу / ичее! в V не боаео од-
но точкlt rra8cl{lryIa. Кроше того, прш каlдоta Ес f о, + оО)

t

ваfiдвтся такое чшспо ).С) , чтол

f,,lr,rn,,si =(/ -)cl) El,
ц2

/.flSi
(9)



Ввttду (6) п дlя лшбого другOг0 направлепшя .' r парыlJlOдьЕOго

ltвогообрзпш У (п, следоватвльно, линоfiво вшраtщlщегося чероа

St , т<Т rа s ),
п|L

| /; r.ъBll s} = ( / - ) t е )Z !;,- lS,
l' j,l -

3аlетпч, что по теореше 2 и ввиду ЕепревшввOсти втOршх прO}rв-

водЕшх Фувкции / функцшя J. нопрершвво дr{ф!оровцирJоIа поt
Iогут встрец}rться rа случая. jiпбо при HeкoIopotl €о<(о,+о1

Totlкa хGо) дOотавJlяот rr€rкcmшJl функчиrr ,/ на У , r тогдд

lcc.1-|, лпбо таfiого €о яв пайдется. l}o второш слJчае шц

попоIш|l €о=+а. Посколъttу )rro1-o п ), вепрер8вно за-
B}toml о! € r х0 )сс1 - У прп € ёtо,€о' . Тшсиr образоll,
водшчtrва Jrжсеl) во8раотаот Еа Го,Ео) . ПродфФвроЕцхров8в
(9) по €.полуttпш:

Ъ(F_/r',.t)s, s! )cicl "#,ro,*,,,lsrr, =-|f.4ols] la
Учцозlв paBeвctBa (8) ва ооотвотсзвуDщt{о
посподlеIу равеЕсrву, ваfiдвrr, чт0

Cicel ш добаэшв к

(I0)ý{,'r, = - Х'rc)Ё /;tэl s7 ,

гдо для краткостп попоIsЕо 4= s*|c;cels. . lДа (I0) впд-

во, qто ).се1 по убшэаот ор" 
"orfrIr""o" € . Еолш фуввцдя

./ сrрого вогвуза ва У t то ввшrry уоловия *) левая частъ
(I0) отрого отрпцатольнаr и 

^ 
строго воарастаоl 

"д 
1-е,+о).

Еслu ro по Beкoтopoly направлошиD ý-s *Errs" функцrrя/

лпвейва, lо петрудrо зидотъ, что в (8) шоIво полщ|tъ фtеl=tt,
tеТ''. Такпш образоll, в а8оЦ случао ХG)=.з.tý , ,\се)=о
ПРr ее(-фr+фr.

ВДlЕЦНtlЕ Э. Пусть функцrя ,/ строго вогнrrа вдоtrь lшого-
обравпя V п {ý' , ""Т }_ бааuс параллельвого rпогообравпп
V- подлространства. Пустъ лакrе х. V пе явJIяотся тоскй

IаксrrцуIа фувкцчп ./ аа И . 0боэвачшI черов Н афшввое
швогообрааиеt состовlцоо да векпоров х" 

*а)З" l гдо коф_

фшциевтш d,r удовлотворпт paBedcTBy:

4э
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\п"ф1,,,е;) =о.

поскольку ве всо воффицпевrш прl dr развш Еулпr то равIор_
вость Н в8 однuцу IоЕъl!о равIорЕос!ш И . Крош того. в
lочке 7 фунЕцtrя ;f достшгает шакоtrIуlв,sа Н . 0првделчr
.2G) согдасво Teopolo 2, ш пуоть €о l ).ccl вшбрвш rав

з ваIечачхи 2. Ввrrду строгой IоЕо!оЕЕооlи фJвкцип l Iш IоIоц
вшосто перешввнй € Bвeclx пороIо!нуD ,l.-rlrдl , обо8вачпв

{3r,rrТ|:
zt).l=a **a"t).)ýt .

Поскольttу е€ лпнеfiно вшраrаDтся чоров Сr , а фуцлцпя }
вопрерввво дrФеревцпруеха, прччоI L'cc) ,О. прш tе(-ф ,f ф)s
rо фувкчrи Г; вепрорцвво шФеронцпрJоIц по ,l . fiроше того,

,Ё_ 6,or^,)s; -(t -1.1t !;Blsrr, *.Т.
Продrфорешцировsв этш разовсlва по zL , попуqRIз

_?r(a,listл,<^,l)Ts7,) 
cit).l = t$bo-sf , к,Т- (lI)

0тшеtЬ, что llатрица коэФшцпевтоэ прп е; веособеввая ш

что ддя попуtlеЕия цatсопIуIа фупкцчп l на V вуIшо спотецу
(II) прошштегрировать ва проIеrylке СО, t] прп вачsлъIlнх ддll-
Ешх Е"сФ -о , Tu 7 . Волr фувнця l ше достllгао! Iа8оп-
rryua ва И r !о,при шнтогрпроваЕчш рошецlо уfiдёt ва беоковеs-
Еос!ъ прш tr -)о =!з!,r, . 0тцетиц, что прti этоl ,lo< У .

с

ý l. iiетод одrопар8rетршчоского шнтогрtlрова"вшя

}lала!аек:!1t ниав шетод рсшения начшва0!0я с нахOIдеЕия цв0-
IecTBa
|.Дi,i"Д r .tr,r,..., fu} , для 8оlорого оочоfiсзво стодбцов

является базпсоt арифчоtического прстраffства Л.
fп

l
8 роЕовпо систешн (2) при дополнитольвшх уолов!tях rs-g ,iёJо ,
в0O!рхцаtеэ,lьво. При ливоfiпоfi Еаэшсиrlоотl уравненпfi систеш (2)
tа8ого Iвоузства а подобраlь, воночво, но удвстся. Oдtаrо
в olol слiчае чошtо добавпIь в сшс!еrrу (2) вео!ршцатедьЕцо ве-
ш8весlвшо так, что ураЕненпя otaityт лдпеfiво неваэшсtлitшчш, а

,ý
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добавловЕшо веп8востншо раввш вудD Еа IDбOч дOпус!!I0I решOЕll.
К aTotry приводtl! Еекоторая llодrфпвацпя ставдвртЕOг0 ПOЦGВа Ва-
qальЕогО бавшса в цотоде посдодOва!OдъвOг0 упуqшашпЯ ДOIryСШIo-

го рошввшя [Э] . Поатошу ш бJдеr в дальшвtшец.сч!таtБ, ч!о olc-
теча (2) t{Iоот ра8г /7L f, ,tтo упоIявутоо IEoIoclBo 7о Baf,tr

удgдосъ. futя удобства дддьвоЙце80 ш8дOIевшя вЕOд0I р8 0прOд0-

лOltия.
ОПРЕЦШlЕШЕ I. IBorgcTBo J .tr,z,. . . ,ol будсш вавшвать

баапоньпr для рассцатрпваешоfi 8аддчп Еа шакспцII, оолп эоlоtоз-
во сrоJrбцов |Д, ,аrё} ичво! tвнг п1, I g ФJввlця / ctpo-
ГО ВОГЕУТа П0 НаПРаЭIOЕUЯU S } УДОВЛOlВOРЯDЦШr УСПOВПЯI3

п
ЕoДi -О, (I2)d=l " sl.О,jёа.

Еолп фувкцшя / Jlинйная, то шоIосtЕо /, бупетýвrсшш
в тбч ш тодько в iош случаеr вслп сецеfiство tДi ,lu7l яэм-
есся бависоу R*. В болое оОцоц случао, когдд фJЕtlцхя l дr-
воfiва по ваправпеЕRяlt пв (а - 

" )-цорЕоI|о подпрооtраЕо!ваi ччо-
Iо аtrоIсЕтов баапсного IHofecTBa, очовшл!оr цо IoIo! проввйш
rrL +ъ

0IРВЛЕПЕНИЕ 2. Баэионое rrпoloclвo J будеr навшвать до-
пустхIцш, еслш фувкчшя / досlхгае! Iaacпlryua (в едпвсrвоввой
точве) ва швоIао!во решввй спсlочш

,fu

Е*iДr.-Р , -j=О,Jёё, (I5)
l-|

прпчош кOIпOвоЕтш BOBTOI)а, Еа KOtOpoI достпгав!ся lаsспlryцO
веотрпцдтопьЕш. эЕот BoBrQp будаr ваэшвать f -оптшзrальпrш.

Jlегво проверяв!ся слеш/Dцая

ТВOРВШ3. Есдr су цосlвJr с, оптхIаль
Boq решоЕпо, lо IoIEo вайтц та-
коЕ допуо!чIое бавшсвоо IEol0CT-
ВО }* r чtО Z" -0пl[шальвцй вев-
т 0 р я в д я 0 т с.я

0тrетпш, ч!о упоIяЕутоо вшшо Iсходвоо цвоlссlЕQ }о яэля-
оtся допус!пlшш бавпоньш IноIостЕоI. llд построlI ЕOсдOдоЕатопь_
Еоо!ь доIIJслпцш баапсЕшх tlвoloctв. { }"} Е пOс!оIOЕа!оID-
постъ /6-опrrrалЬпшх вевторов {-'" } т-авпr обравоI. члобш

l5
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последов8?ольЕость 1fr.x9} во8расlала. Посколъку допустхrшх
базисншх шЕоIестЕ ковечпоо чrсJIо, а zo оддо8шачЕо опредоля-
ется llнolecтBou }о , то последоваlелъностч t7" | о {."}
i,снечные. Ilрш этоll хш предполагаоllr что вшполЕепо спедlDцоо ус-
лOвие невшрOfiдешнO9тлt.

!rx) Для шбого допустпцого рошония ,z рашг сешеfiства
сто.ltбцов l Дl , .r. ,о} равоа пz .

Ilри варушlенuи эrого условия так let Kat( п в лuпоfiноr програt-
цшрOваншш, Iш Ео сшоrеш гаравЕироdать отрогого ЕO8раоrаЕrilпоо-
ледоватепьЕос8и {lrrЧ } .

Пустъ ишоется базпсное допустшчое шно[есtво Ъ п }r -оп-
тичапьншt вектOр .Td . tsвилу базисностlt шшоf,ества Zo п 7" -
оптишаJIьности зектора .Td вайдется }r прп тоц едЕшсЕэоЕЕая
стрOКа f/ , УДOзДетвOряпшвя равенстваш

7Дl =.f7txdl , i,Zn.
Еспп ддя этого у вшпO:tнены HepaBoIrcTBа !Дl uf1 ,r"1 ,

,/- 1?,...,h l то iектор .}d оптишадьвй. В-прdтцввЬч спучао
Ъайдется поuвр 7'e{1,2,...,n} , 7в r дIя которото 7 Дr, <l;,tzdl.

Переход от }" в }o,n осуществIяоtся ва одцв освоввй п,
BoBlrOtrHOi пес8Oльlс0 дOпOднптельншх шагOв, ва прOтяIеЕш IсOтOршх

растет значоЕше /' -оt воlrпопевтш допусlишого рецонf,я. It пача-
лу fiаIдого ив атшх дlагов предtоrlагаоrся sадаЕЕшI некоторое ба-
аисноо llвote_cтBo 7 ш допустцll0е репоЕ8о "D r J ко!орого
ёd-о прtl Jа 7 . fipole того, ш будеr очIт8!ьr чtо Il|о8!ся

фувдаrевтальвм coBoKJtIEooTb рошевй спсташ (I2).
0ппшеш освоввй шаг. IIодоrшч } = Jo, x = &dt и IIустъ

{s", т-Г}-Оавпс просrравсrва решовй охсl9Iц (I2). Вшбороr
в качество вапразflовtlя ,s невоторое рецоцшо саедупщеfi схсlоIшз

,:

Еr;
gацетчш1''что

*Z ql дl
j,Z

Дi;0, s4, >о, sl=o, i"}u{i'J.
F l:'", = !1"шl у *Z li,r,", > s/,/ Д7 *

= у нs;д;=о . Еолп в качвстэо Н ввять llao_

,

IocTBo рошовй систоIц (I5), то'Iц окаlоцся в условшях теорош
2. IIрошнтегр!роваЕ ошсзеry (8) прп Еачадьвшх усдовиях cr(o)=q
шш ваfiдсц пвтограJtъвуIl вривуD (?). Прt атоI tlогут встретитЕся
сдедуDщRе случад.
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вш

Еа

Д. Ilpш всох €,-о коIдонентш ве8тор8 хG) Еоотрпцатодь-

, 
Ё lrrxc))si ,о . Согласно зашеча,ниll 2 фунrщя /

дос-тцгаот чаксtrllуIа Еа цаоfiоство решонй систешш

f;rrAi 
=P, -l,,o, {. }u{i'r, -/,о, Jё}ч{аJ. crut

Ilo теорошо I (доотаточвость) паfiдотся пучr состояцй ив решевld
сшстоIш (I4), вдоль воrорого функцпя / строго воарастsоl.
тогда по тоороtо, I..(необходдцостъ) фувкцшя / но досlшгаоl
цакспlryllа п на более цдрOвош (вообщо говоря) IЕоЕостве решениfi
сшс!оIш (I)-(2), !0 бсть искоltое решен}tе Ее сущос!вуот.

ll. НаfiдетсЯ €о2О такоо, что х/,(€)>.о прп €e[oi€J l

J. J. , 
^ 

Я !1tac€.))S; -о . Согласво ваIечавиD 2 ФуflJз..

цая j| в ,Ъчiе Jэr€о) достигает IаJtсицуша на lrвоIостве \r
репенй cпcтorrш (I3), вслп aarreнHтb в (I3) 7 ва 7u{t'} .

Таr ВаВ ,Z_./;r.rr; 
,О , то 8tо воацошо лиfiъ в rоI случао,

есдu Фувiцшя / стрго вогпута вдодь цвогообраия И . IIо-
aтotry цоlво полоtоt!ь 7о*r- 7 utj'| а xd"-:.(€o) . IIри

arol Jr*o" )r/,r"), та8 ltaш 
- Ь"!-тоsва шаксшryша фувr-

цur / ва И , а лd таlсовй во явJIядась.
Ш. flайдтся Е>-о u j".7 такпо, что ,zr,сЕ)=о ,

xl.tE)<o FJп во8оlорого €=,Е r T,$.t,zte)s; ro l
-bc)>o прlt €GЕо,Е] . B 'эToll оfi'чао посзупхч следпчшш об-

рааош. Поробо,ввачпш s-Jz. r гдо т"эТ , ш пусть lSjT l:
=rrLar, , ts|,t . 3аlстш, чtо l sj t ro, tаЕ каtс 

""npoтlr"-ceTutt,} О _
f,оц спучао бшло бш х;о (€)zcotBr. llолошI Т- (Tu tT"J). {7l t
пРIЧОlr во по&tlЬчбЕоr tlтo 7-tо . Поаоrпц запе

ýK=ý"-*S?,K.T, (I5)ёj,

r перйдоч в эшподвевID допопЕптельвшх ш8говr BaIoBlB соотвеI-
ствевво / п .z Еа 7 -( ],{i,hu t1,1 п .Е = аtЕ) .
Поваlвt, q!о э!о Еовцоlво. Преrде всего 9lIеrпI, tlto сечейство
{ý', *.7} дпваЕо вовавпсхIоr !ак ваr ливйпо ноЕ8вшсII0 со-

rЪйство {J', K.TutT,}}. Так rап стодбсц A;l вЕраtао!ся
дrвоilво чврсв оrодбцЕ Д1 , 4,'" 7r ttJ 1чвачj ач tsjt-o ),

ц?



tо равг соrcйсlЕа l Д; , ; ,7 I равоЕ Itангу оечеfiства {А; ,
. ? u {l'J} , то сёть' Й .. Тох sто ооцеtотво {3*, к.f J

ляотся фувдаrевтадьвой совоryпвостыt решешй сttстоIш

trrA1-o,*=o,1a7
i=l

ic
яв-

(Iб )

IIредподоrяr твпорьr что фуввцшя / лпвеtпа вдолъ Beвotopo-
го решевшя счоlоllш (16). 9тшч роЕввuвш шогло бш бшть лшцъ ва-
правлев о ý D 8аlоча!Iп 2. Ilo прп этош z(€)=:Е+€ý , 8
j'е7 r х Iц uшвлш бш э.l|€)-cotgL IIоскольttу ато во таs,

!о. фуЕsц[я ./ строго вогЕIlа по роlllоншяI сиотошr (16) ш IЕо-
IcoTBo 7 ба8шсвое.

l|TaK, к ваqалу доподЕитопъвого щага шн ншеоI бависвое цвь
Icolвo 7 , ФувдвIOЕтаJIьЕуD совокупцооlь {ý" , *.Г} рошв-
вй очс'тсшr (I2) в допустшrо0 рошоЕпо з r ддя кOтOрOгo -т7-о
лрз / е al . обоааачш черо8 V аффшшвоо шогооdрапе, пръ-
ход,Iщоо чоров ,z ч параллопьЕос подпростраЕотву рвпевrfi спс-

теш (I2). Всоп Ё !;r,xllf = О прш *.Т , то .! яшяот-
JBt

ся лоsrой ,аrспdЙ Фвrцшш / ва V х lotпo дgд9ц,л5-тd'l.х,
Jo.r=}. В протrввоr сдrчао Iц оааашваоцся в усповшях ааIоча-

нIя 3. Прu пвтегрпроваЕчп охсrоIш (II) шоryr всlротиться слу-
sаt tвалогtrqЕшо олучаяI Ir Пr Щ.

r, . Прп вово!ороI hо < У ва проIоtутко Го, ).") рошоЕrо
уход[, ва беововачвос|ръ, прlчоI Е,<),) >о прш .Л €fО, 

^о).ItaB п рвьшоrубоrдаешся, чtо рошаоrая ааддча Ео'шцоот оптшIаJ!ь-
нOго рOцевпя.

П'. Ша проIоцlве tо, lJ иЕlограJIьЕая sршвая -Trzt.l огр-
Епчена п веотрltц!одьва. В э!оI спучао шоrшо попоlштъ 7а,г7 l
аd"=Еtf), Ваlаtпч, ч!о прl 9!ош /,-"') >Jtx1 п, сдедова-

,0дьЕо, t,*n")r/rro), Taff KaIl Ёа освоввоц п допоJIЕптедьвшх
шагах вЕаtlоцпа фуввцшr / ве 5roHBaeT.

Ш'._Прп Be8oтopol I rco, ! оваацвается 8s.tI1-o _ n_ _
Е/, (7 i< а opr-"eкoтopol Х. eli , r';l . Шаfiдеш 

" 

Ttr lS;1,1ý;,l,

воторшt sаводоIо подоlштопеЕ. ВашоЕlш uшotecTBo 7 ша },{i't, ,
во8тор -Е на Et)) l сошеfiство |ý" , к.Т } на сачоfiство

{s"-#.'s кеТ,{т}}
L .lo

п перойдвш в следуDцошу допопЕштольвошу шагJr. 3aloTttrl, чЕо Е

i.
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случао Ш' rноrcство Г заводоllо uе пусто, и что бавuсностъ
шЕоIооtва 7r{i"} следlет trв баашсвостп llвоIоства f и прол-

.0tавлOвшя
| -t' дi,=-Z .*А.,.jc|\|irl'l" О

В заклрчевrа атого параграфа отllотицr что после fiаIдOlо ос-
ШOВЕOГ0 ШаГа trolol СЛOДOВа!Ь ДИШlЬ 8ОВеqЕ00 Ч}tСЛ0 ДOПOЛВШТОПБр

пшх шагов ввплу убшваппя чпсла 9лешоЕtов в бааисноll ltнolocтBo.
fipolre того, УtаП"l>Jrx| Твх sак прч рпIешши по ивтограль-
Ецш вршвЕI Еа всох шагах авачевшо фуввцrв l строго во8раста-
eтr !о Jran") ,!l.П) , ос]tш хО"+хО.llш дока8еrr, ч!о ра-
веЕо!Ео ,C"=Jtd вовllошо дttшь.прЕ варудопш условшя rBr).

0боввачиr черв Н IBoIocTBo решепй сшотечш (I3 ) пр:d

}= 7-, чороа И rдоrвство решевий tй rе систешш при

7 = J"uli'}, а чоров F - пра ,J=ё;,,. Пооrольку в тOчко

_J -,.лd+1 =xd Фуввцшя / достшlцеt цакспlrуда ва Н и ва
Н , во, досtигает шаксиr(у!в на V , и равIорЕость V лишь
ва 0дlЕацу больпо paвIepвocтu Н r зо Н <Н. Поэтоlrу разен-
стзо zit=o , Koтoporry удовлЕтворяют все точкш Н , является
спOдс!вц0I спсЕсшl

t-rАо,Р,2/-О, j€Jo,,
. /=t

Эт0, в частностпr озвачает, чт0 сущос!вуот та8ая строка х |

чт0
Z Дr,=/, ZДJ =0, /.Zn_,,{l,J .

IIоэтоlry .р,авг сечеfiства {Дt , / ./",, ., h,}} ценьше ,r? . но

{ 1 , -zr!,o }. Jn", п /а . 7о., ,ti'} , что lt оввачаот нару-
, ловпе условшя ж) ва векторо ,zО .

ý 3. летод опраэдавнцх сrещевй

0ппсаввй в предшдrщош парагрdФо шезод в своой форшуjtшровке
сOдOршт 0перацш иЕтегрировавпя сшстоI обшквовенвьос ддФорон-
цltальвшх уравневй ш потоllу во цоtеl бшть отпесоп в эфектив-
вш. Топорь llн lыlоIпш п обосвуеш Iо!од, в l8ЕоотвоI сIцспо
рOаливупцяй цвтод предшiryцого параграфа, во форryлшруошй дrшь
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Е !оршЕах 0перацй JIинеfiаоfi адгобрн. При aToll чш о!8аIоIся от
'сколъко-Еибудъ вочпого rптегрпрозаяия,спотеш (8) ш (II). Вчос-
то атог0 шш будеш рпгаrься вдоль касательной в начальцоfi точ-
Ке В ШЕТеГРаДЬШШЦ ltРПВШll ЭТl|Х CIICTOI ДО ТOХ ПOРr ПO8а ЭI0 ОI0-
цовшв oцрsвдrваотся достаточншr увалuчеЕпоц фуввцrr / . В
обоововапtrп шотода Bar. удобпо будет счштатЕ простр8ясlво R"
нOрдлрOванЕнlt, хотя сах шетOд от эЕбора Hopдl Ео аазшспI.

Преrае всего отllетпшr чtо шв бааисшого llпolocтBa Jo, rоr-
но вшдодпtъ tакоо порrпоIесtво rd , что сечейство /А, , c./rJ
является базпсоll ,0*. Авадогхчное подlfiохестзо в 7 'чш 

оу-
Деu обоввачать чоро8 I . Тоглд шоIно прtrЕятъ Т - J, I l
для r"7 вчбра!ь вапраэленшя sz , полошв sr.Lo прц

/еrч{r} l sE./ l ц опродод!в осталъЕшо коIпоflеЕrш па
спстеIш

Е ,r'Дl "Дr
l€Ie

Строку t в aToI сдучао чоrпо ваfiтr пв овстоцц

fПДа =.f1r.rnl , j, rn, (I?)

а в вачостзо направIsЕпя ý в8ять sj' .
Каr ато обшчно делаотся, ш в KqtlocтBe ЕоIер8 /' будеч

ва d -otl шаге вшбирать ве лпбоfi Eolep, для воtорого 9пд;,<
.il,r,xn) r_a Дllшъ таrоЙ, чтО ?ОАа, <!s,t2Пl-Бо ," цЬ
ПбарьарО Ьо >О . Прп этоr Iш пOдагаош Ь6,,1=Ьа1 оолtt во-
цер ,/' пайтш уIддось. ш

Б on, = Q mах | зъa5. 
l lr,*nl - у 

nAi }, Fэ: { 
t lr,*Э - у." Ai l J l (Is)

в протuвЕоI олучао. 3двсъ О < Ot. /. Пероход от хО 8 .]"d*'

во BTopoI случае будет осуществJlяться весволiко хЕачоr чеI в
первоI. lloryT, впрочеI, прпIоtlятъся и болео квалrфшцtлроЕaввшо
алгорrфшr lвшсЕоЕuя барьЬр. Цш ддя простотш ш8доtввшя octа-
вовдIся Fа оппоаsвоч. Поrшrо барьера Бо в Iоtодо }tспольву-
D!оя оце rоэфшцчевш da ,о r роль ко!орш( бJдоt эчлша пв

дальвоfiшого. В вачало Б rо п о , do . /. 0дв ш8г 16-
толд, реаJluвупшrd пsроход ol дd 8 8n'' , в cBoD очородD
СOСlОf,l П8 СODПЕ ДOПOЛВf,ТаДЬВШ, ШаlOВ Ш, ВOВUOШOr 0rОГ0 0О-
вOфЕOг0 traтar Iс0l0рц0 Iш опIшоI Еоо8Oдьво E!Io.,

Пуотъ топарь пIоо!оя О88поцоо шlоIсство Zn п доlryолrшй

с
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веВтор .]гd r У коIорого 91о прп ja J; , IIусть laalo со-
швйство {st , *Т J вшбравЪ tшG, вак afo укsаано в Еаqадо па-

раграфа, п шв сшстоllш (I7) ваftаепа сtрока у" . Полоrиr

f,.[,-",sf , r.T,
J=t

llн откаtешся оr предIолоIЕншя, что ь"",о , cZT , иrследо-
вательно, веsтор -тd , вообщо говоряr во явJIяотся /о -оптп-
tlалbнEtlr lioгут встретuться шагп трех tипOв.

А. При всох i' Zo, oкaвaJlocb lJ r,xnt - t!Да < Бб В

атош слуqае подагаеll dаq-dо , вшчиоjlяоI Ьа.*, по форtуле
(I8) rr, еслш Бв,lrо , перохOдшш а вшполЕениD сориц дOпOд}IL-
тOльншх щагов, приЕяв 7= а; .;=:Bd ,Т=Т ; ýr-5r прч
теТ.. Еслп ro Б6,,-О , то 7"Д; з$rхб l ща je А t

n уОДi = 1, tаё ) прш J. Jo . 
- 

IIоатоцу вокlо9 .rd являот-
ся оптишальвцll рошsппеш, п рбота ваJсаЕчивавтся.

Пусть вайдеп_воllср J'€ 7о r ДДЯ 80r9рОtО t.,r-dl'fодi, ,Б.
Подоrш Бо,, - бо и рOшttц сt{стецу

Д(alor*"ls{ sj) ui = -fi.!,i,,"lrr-r" , к "Tl (I9)

отвосштопьвокоафшцшевтов ui
В. Есди

Е о!ь". , -8Бо,
tcT 

L _L -9 , (20)

то полаг8оll do.r=d" tt переходш к вшполвеЕир освоввого |ла-
га! приняв, J = Z" r &-.эd. 3десь 8eto, t) .

С. Если Еераэовство (20) варушеЕоr то полагаоI d.6,1=Ordo,
гдо rоЕстанта Or.lo, r',rt ш переходш к вшподЕеншD сершп до-
полЕиlельдшх шагоЕ, прtrвяв 7 - 7о., .Е-*а Т-Т ,s-"-scпри,т.Т

0пишоч освоввоfi шаг. Полоrчt
;?=Е,.ц!s" GI)t.тчti'l

tr пOдсчиrа0I
а/ ý|
;э- l3) = ьw L IGT'U

Ьо" =

I

''Й/#.,!i;os,t2{'){ ,
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гдо дJlя удобства аап}lсш t ш полоrилх

. Так вав ь.Оr, ,5о ,
Полошrч €о=+со , если

=-ý,-l/T,-,
=f; /;,-"rl'
,i)-StБо .

ur1,,t а ь|, -/rl,'l-!ПДiл

*I9 rчоду (2Щýеt,
ýfrBt-o , п €о=

- в lIIJотивноlr случае. 0предолцц Ta8re

e,=,*a.|t , ,; -oJ

и поло8шll f'.> = rn;n tс",t, l . Lслш €r-, о , то 9то о8нача-
ет, qто Iуч. {л*.t |, |ef6,rol] допустишшtrд так вак

при aтol| # =" , а ý, О , то вдоль укаваЕЕого луча фувr-

ция / растет до бесвовечности. Работа на этоrt закапqпваоlся,
так как oптхIаJIьЕOгo решOнхя пе сущOствует.

ПУСТь t-, с+а'. Iш полоrш €= 2-*€э , где в качество
d вшбраво аапшвньде8 цолOе неотршцатедьное чцслоi при rп-

TOpol

Jrx *с ll /r.rl ,7(eý,-l - # #,,l . Q2)

3десъ ? elo, /) . Ватец шш пероfiдеш к вшпоJIвеЕшD оериr допод-
нптельншх шагов, полоlив .E_..r., t . Лрtt.атош воаtrоIвш два
случая.

Есдч € = €l , то ваfiдется такоfi Horep /,. } , что -т],,.О

" 
€/.<0. как и в сJIучае ш преддлуцего параграфа, tlB ваiiдеш

|r; / -!:,f,,rJ 
'r,i '

tl полоfrпш T=(Tuli,},),{P/ , 7 =(7,1;r|)uQ'J. а со-
хеfiство {s-* , *.7f получиrr по форryлаrr (I5). 3ашетuш, что
прш яашеj выборв налрвленЙ s* преобрвозаншя (l5) Факти-
чески дедатъ Ее прпдетсяf ослп /"rё,r , rак ка8 в а!0[
слJчае si,=о прш кrТ . i{роче тогоr в aToll случце r.of,Ho

прttнять 'r - I . Еслш le /'" u I r Jo HyIBo будет внполвпть
преобрааованr,rя (I5) и долоаить I = (I,1i"}) u{7J. Бааис-
ность Iвоаества J уставцЕлrваетсяrffаfi ш в преддущеrr пара-
графо: Еапвввленчо 0 , по Kuтopoty tолъво и Iогла бЕ обра-
тшlьсп в шоль вторая пропвводЕая фувrцrя l , Ее удовлотво-
ряе, ошсtоllо (16), tак Katt €r, * О .
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Еодп €.€t , то пхоо t=Eo ш tогда ff,rr=-t#'-r
a- rli9' Ыб l лtrбо €.8э п, одедова!аЕьЕоr € >о ш

_/,-. 2еф -!r.х) < ? ( 2€ ffqаеS(лr.
\о Jсz *2с !) -/r-l = 25 $,.1 * <э'.#r* t 2рс ?)

прх вокотороI po(qz.l . Пiаточу ?ir- +2pc€l.- # $'+
* 7 $ ,., <-!!:9Ь.ЬБЭ . Так что

:^{#(-"), Sr-'*эпе?l} < - (l-atЦ-Bt Fа еэ)

д цЕоIос!во /rttl явдяоlся б88всвнI, ш,ltошо полOшпть

7 -?"{4. [рошо iого, шr попош!I T-Tu{;t, ý*=sД прtr

кrТ .0тшетиш, чlо хотя рассrtотреЕЕй случаli аЕаJIогпчов
олучаD П првлддJцего парагрфа, досло вого Еушrо Еое разно
персйтч в ЕшпOJIЕенцD сорпш дOпOлв(тедьпнх шагов, чтобц обвс-
почпtь:достатоqýуD IаJIост.ь Еовяаов Д"r

Посводжу Еа осшоввош цаго €<€о о т0 $1-r,--!}{Bl
прl €>о . ПовtOчу ав (22) находлI

/t.Е) -ittzr> t7e$r-l , !gcrt-Bl Бо. (24)

IIолоrшr tul =L t ui t

JIЕшЦдI. liслш п о с де дова Ее л ьяо с ! ь

{-"}ограпшчоЕ8 r t о, су щосlв;l от
ччоло аrо та8оо, ttTo tud1 <Ю прш
вс0I d

t

Д0I(AЗД1ТJIЪСТВ0. Предполошlt противв
последоваtедьЕость /Сл} тавая, что

учыIяя оdщвости, Iоtшо счптаlь, что все
L, oовпадаDl п qт0 суцOствJDт пределЕ:

оо. Пусть существу'от
€i* l uon1=*-. но

?on СОВПаДD!, ВСО

i-Ы-О^ ,?-7Д#, S",

прl.tчоI Z* О ввилу ливойвй неваэшсишосlR сецо!.отва

|s', "rfl. Тоглв uа бЭ1 в предепЕ подуtlиI ffBl=o i
,ITo протшворечпт бавшсшостш tlвorocтBa 7=7аr. Деrrа дока-
зана.
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СЛЕДСТВИЕ. Еслш посл
{*Оlогравичеваr

JIо Зtro такое, что
-спOвншх шчгах.

0ппшеш теперь дOполнительвшft l

бааисное шЕоtоство /, ОЬвис
шевй систочн (16) ш допустиIое

прDt iёF.Вшчислич Б"=Ё
lБ'l 1 ф,, Б:,:

едOвательЕOстъ
rО ваfiдется ,чпс-

l€tt<t, на всох

шаг, в начаJIу кOтOрOг0 IпцGется

{ýt , r,Т | прстрsЕствs ро-
решоЕио ,Е l J коtорого ,9.О
lr.r.alýr| . Если

, Т"Т ,

пOл0llll

(26)

€-z о rп.ёп lt,Erl . Ка8

ф ваичввьшее цолdе

a
п либо уrе бшл сделан в атоfi cвplln одив дополвuтедьншfi шаг,
либо перед атш бшл основноfi шаг, на Kompol реалшэоваJIся спу-
чаfi €.€t r то подоtrац 7ац=7 \ л6*'=i. В протшввоч
случае решиц сl|стOшJ

.а(,Z*,!ц 
rz-'ý: t) fr = -Бк' , к'Т l (25)

относtrтельпЬ воэфшцдовтов lГ€ ,

е=Z,dt ý" ,

наfiдеш Е, - пtiп{$ч , r).О1 п

h ва 0свовчоI шаго, вшбероч в 8ачостве
ЕеOтрпцатOльвое часлOi при кOтOрOц

.I

y'r-- *z='C|r?l -.{tЕt ,7Q-*c.#,o, *z-'^-'c; S,tФ).е?)
поскольку, одffако, в даннош случае $al-- ё'gtОl=Ъ!rrЦ

то 
/lT- +g/1 -!сх1 >/E(t- f lý'-r, (2s)

гдо шш полоf,llлц Е :2-Ъ . СущоствоваЕие аJшвого ot олешl-

еl Ца uер8вевства SBl ,О . У нас свова цохеt встреlпться

два случаяз либо Е.F, и тогдв Е .О , либо Е = Е, п
тогдв ваiде!ся поцер /., F , 'прш KoTopoI .}" * Е €)т =о , а

?sz .О. Прп переrоде к слешDщеrrу допrlлнительЕоllу lllагу шl
аацЪвпll I- на =*ЕZrи осли g=E, l loBaIeBИIllE0lOol-
во F Е8 7 ,{l'}_. Кроrо того, Bo,BTopoI J,луqао пушо под-
празш!ь llнoEecтBo Т и correfioTBo |ýЕ , ТrТ| подобно Tolry,
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о

ашс э!о бшло сдолан0 ва 0счозн0I шаг0.
OTlroTnrr, ч!о каа Еа оовOвцоIt !8,к ш ва дOподнптOльнýх шагах

знач8ния фувкшпrr _/, sе убшашт. Кроче того, доподвитедъншй
шаг фавтпчески Ее долаотся, еслr все Дк=О (в частносtх; ос-
дп Т-р ).

jIEtlЦA 2. ti с л ш п о с л о д 0 в а т ъ л ь Е 0 с т b{.TdJ
0граЕшчOНа, то чшсп0 шагOв тппа
С ковочв0 !r сдедOва,тOдьвOr

,rf {d"} =4! , о .

ДOКА3ДТЕПЬСТВ0. Наfiдец чшсдо Ю согltассо лвшlе I. Еслш

d".#, no -Э a!bi,9,,,"^.tai|<ЮdoБo "8й
Так tTo пр!i дос!пIовrп воаФфшцшоЕтаIп d.d доо!аточнй uaJtoc-
Il пх дальЕеf,шво уrеньшовпо прекраrптоя. JIочла докавада.

JIЕШltД3. Для в о яа0 г о, о гран п q епв о г о

IEotaoIB а Q<R.Пsайдется tlшсд о trrО
ТаВОО, ЧТО Еа ДОПОДВШТ'.rДЬВОI Ша-
го'lЕlаZz , бcJl! t"Q

ДOКАаАТЕ[ЪСТВ0. Ihя посдедоватольвостх {*-ol будоц обов-
начать qороЕ 

^} 
, ?' , t"o, f' cooTBotcTByDullo в8лп!rпЕц,

полу,rаDш[еся вs дополЕштоJtьноll шаге, ослi в качосlво .z-

в8я!ь Er .
IIредполош! чtо в а вqпrась последоватодьнOозь /ОО} ,

'для воторй l!_n l?)l=r- . flе уrrапяя общвости, цоIно счи-
taтbr tlтo эсе Jl u, Т) одаи ш те 8о, 

"uoнHo _7 ч Т , и
что суцоствупт предолш alпzJ =Е* п &ло!*=х . llап!-
саэ cttсfolry е5) лJп .T-n . уrношчч во ураэшонttя на соотвеЕ-
ствJпщпе u! п слоtпl|. Получшll разоЕсIво:

i,f,, (Е, ?,) t).o = - * | raч е)).rl,roor,'q,
Рааделив ато разенство Еа li-o!' ,э пределе получttх:

#,о*, :t,!ч ,|,,l ll )/ -о ,

что протшворечит баэиспости 7 r так как направление ,t
удовло!воряо! систеlrо (16). Леша докааана.
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пЩl[А4.Дая вся8ого
0гранпчOЕЕOг0 IH0I
дутся чпспа 4rо ш

ва дOпOпЕIlелъвOц

ч!сде пагов тuпа В
шаго €.€, (члп, чtо
! о tL* Б.=о .

d-

^>о 
п всяког0

Сlва Q.Ro вай-
>О тавше, qт0

Еа 0cEOBH0ll
to trer 717.)r.

е
п
ot

ослl ,E.Q п r?zaa{l Б.t}r.Д, а ооJIш 8
тоцу Io рGsдпЪуется слуqаil Е<F, ,
т о 6.-8t

ДOКА8АТШШТВ0. Продполоrчr, что дя во8оторого бавшошого

7 ш Еоtсоlорого Т. 7 ваfiдется послодовQl9дьпость {аО} "а rа8ая! ч!о tл-,х{Б)"} > а лr Ео еr #n(Eo) - О
Так вав ва дополЕштельаоI мtв $B,=-ýBj , to ввlду

баапсвостп 7 ш ограЕпчсхlостп {ЛО} ато BoEIo&lo лtrшь есдп

Ре-)=о. flо тогдв по (25) U,truo"'=-Y{f,^/uBe)l]ýd)-0
прI зсох к.Т , qто проtlDODоч}rт прlЕятоllу Рбвоо соглашенпD.
Поокольку BoBltoIEExo 7 п Т вошочЕоо чliслоi то э!пI до8аэа-
Ео сущоствOвавшс Оо

Пуатъ теперь для некоторого бависвого F ш 7 наfiдетса
поспедоватольвооть /ac-of в Q tаваяr что n".-|ta|t}> ь i
/рr€l-а r Д'.Дl . Не ушаляя обцност1.1, чоlво счштать,

чтЬ ?zsn 5l -.i* . Ilo дочrв 5 последовательЕостъ вевторов

/ /-} ЬгввиtIоЕа, и Iопtо считать, что ?* Z'= еЪ. Еоди

€О. ,l , Т0

_/t ЕО * 2Е'ZО ) -Jсzч . 2?E'r t-EJ) ffr rour.

Равделиэ 9то равовство на 2El ,О и пареfiдя к продвлуr

шаго $ta1 ..Во

пOдучrll

!n,r-, .?#,(Е*) :

,Ir0 прOтавOречпт пOраэеЕотваI 7 " / п $t.-'l -ty$uа.ul>
,-8о ,о . Получевноо проllворечIо дока8шваоl сущосlвоваппо

4 . Пвчrg доваваЕа.

ХЕII.Д5. Еслп по слвдOват ольЕ оо ть
/*"}ограЕшчоЕа tr на бесвонечноц

a
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ДOКАВАТД[ЬСТВ0. Прелполоrшчr qт0 UоIOвхя леllliц вшпOлвеннi

Ео Бб > Бrо. Водп € с | , to,t}' слодствtrD lB дош l, и

ввцду огравпqвЕвостп /.rd},певая чаотъ (23) ддя та!дого ба-

8ховего 7 Ее цопьшо воsоlорого' ,Х7 r гд0 EFro . Если

обоввачпть терев 8 вапбошцос пв чпЪед. lF (вапtrчншш,

q!0 бsвiсЕш цЕоIоотв коЕачвоо чuсло), to llш подучшt. tllo ли-

бо €>/ l лпбо-J<- tt-glrt-8t F . ,Тавпg обравоч,€
€>mLtъU ,#}=а)о. Но ато протЕворЕчшl огра-

вlsёЕвостI послодоватепъвостш. ttсxdl} t tак каЕ ввrдl (24)

!с-"")-/r-О) "t?bc1-8l Б . Jlешц доваваяа.

JlEШlЦ6..lta Цага с ЕоцороI d лшбо
!lшсл,0 дOпOпЕr!OдьЕц+ лагOD в0-
Ебqшо,, лпбо Ео.лучаэSаяоя iа ншх
посл0 дOва!ед.ьЕо0 lb дOпJ 0 !пllшх
решовц$ во ircoT Еовочпоf, точки
0Г.JrЦOЕШЯ.

ДOrАаДТШЪСТВ0. Ilрадtодоtлtчl llto чпсло доподЕпtольЕцI l!8-
гов,Еа щаго с воIорш d бесповачво. Тогда, ЕачпЕая с Еов0-
sорого доподЕптGдьвого ша8а, стабплшзпруется бавповоо BBoIooT-
во F , опстоIа шапраэаовй |ý", t. ГJ . ООоввачшI чорсs

/.irf получеЕЕJD ва аllх вагах пQододоватеJIъЕоG!ь допуо!дцшх
ревовй l продподоtчIr ч!о сущосsвуоl сходrlщвllся подпосIодо-
вs!оIьвоо!ъ {.ъ,nrj. 06о9начиr чороs_ а' , Ее n Б} со-
dлвотсзвупцrа воltпчшЕц Е , Е tr Б7. Тав вав пrЬrtа|l ,
>do,, Бе., , 8 послодоваlоIьвость {аrО1 огравхtIоЕа, то по

ЛеШЦа 4 ваПryrоя Б rО 
" 

.8, ,о lgfiпоr ч!о ЕО, t, п

У?r rfl . Согласно (2S) прlрацовпо фушццrп -/ па шаго д,
ше IеЕъшо, чоI ? Го Bt( /- ! 8rl>g. Т8к к8д ва остаJIьЕшх ',r
д'оподпrrсдьвrш дага]к вЕаqовпе фупщrп / не убшаоt, tо по-
спадоDаlолЕвооlD Prerol} веогIввхqоЕа, что проtlЕорочll
ограпIчоввооll ta r" 1. trЪша доваааs's.

0боашачrr чоров g сово8упвооtь базlснш IEoIootB I ддя
ваlдого 7.F чораа Qa обовпачиr tlвоЕосgво доцустшIцх
рошепй .ч , ддя во!оFх- zl- о g'рч i.- J
. JIЕШtА7. Еолп оу.цоG!вуоt опlчцадь-

вос роповшо, ,о прп эвякоI JrF

5?
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r .дDбоr. воцестве,вЕоI ф IEotocrBo
Qi ={*.rQe, !r.z1,.а} о гра Еu ч е в о .

ДOКДаАТЕПIСТВ0. Iпоtосзво Of эшпувло ! sаIкЕу!о. Есдп
Qi ае ограпIчово, то ово содсрiчт нвкоtоршfi дJч, ва Kolopol

вогпуЕая Фупвцпя ;Д огрнпчена свпаJ. Взuду условчя х) ва атош
луче фувкцпя .2Д лшбо постоявна, ш0 проtt{воречит баэпсвосзш

J , мбо с!рого вOврастаот, что по Teopelo I протпворо,tпт оу-
цоствованшD оптхч8JlъвOго решенпя. .Лоша докаааЕа.

СЛFДТВДЕ. Есдш су щос Iву в, оптпlrадЕ-
Е00 решOвпеr т0 пOсдOдоваIOдь_
ЕOсть получеЕншх ва 0сЕOвЕцх п

дOпOднитOдьЕцх шагах дOп.усlпшшх
решенпfi огравlчеЕа.

Дэlсвшольво, ооIt по!оlr|ь d.=tаrо) t !о loo э!I Io-
IуO!rш0 ршовrя llгвалlаr8l IвOаеOIDJ/

е

Ua:. ?сГо *
8o!0tlo0 оцввrчOв0 tllý 8оЕочЕ0O!r дOшсltа "/

ТЕOРЕША4. Пу оть вшпоttвоЕц у оп oEfi я

рOщOвпOr !0 пOследOватедьЕ0Olъ
{."Jогр
6) Еод

ъЕшх [l&{oB босвOЕечно,
Е9я Еа Епх пOOдOдOва_
допусlrIшх решовшfi Ео-
r а. рOцаеIая 8адаqа
п t ш ll а л Е Е 0 г 0 р е ш е с п я ..
}l с л 0 д 0 п 0I Е,в т 0 п I Е ш х
ваtдоI d коЕ.очЕо I по-
ьв оо !ь l*ol В'ос ково чЕа
E8r !о €цБв=О u 8ос.лс-
с!ь {r"}"х-одптся к Ео-
пllцальЕOIJ рOшенпD,.
Утворцловпе а) оодорIrшя э Gдодс!вll ш8

д дпя веаоторO,г0 d qшоло
дOпоавшtеJl
!0 получOЕ
!0льЕ0O!ь
0гравlчOЕа
в0 lIoct 0

l) Есдr ,l
шагоэ прп
сдвдоЕаtел
п ограilrче
дOЕа!Oльв0
E0l0p.OrJ 0

дOкАадтвпьств0.
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a

пешн ?. Утверlдонrе б) попучаеrся 18 лоIIш б l сдOдотвlя la
дошдr ?. 0сталчсь дова8аtь утворвдевчо э);

Докаfош свачала, q!о t"r Бо =о , оСДш посдедоватольЕосtь

{-"J ограЕшчоЕа. ПРодпод-оrпr, EpoT}rBEoo. Пусть Ба >- ý ,g
прЪ вбех d . Тоглв чпспо шагов tцпа А коЕочно. IIо деrшо 2
trшсло шагов тппа С ToIc ffовечЕо. 3шачшт, Еачшвая с некоlOрог0,
воо цапч овавшваптоя шагаIп зипа В. По дечrе 5 лпшъ Еа. кOЕеч-
BoI чпсле шагов . t<'tl , пrслодоЬаtельпоt вачпЕ8я с HeBoToilo-
го, ва основЕцх шаг8х реалшзуеrся случаfi €=€t (то есть 7П).
Поатоrу qиодо элеIоЕтов в цпоtосrвах /6 , шачпвая с вевоюро-
го, оtабшлlsшруо?ся.

06овначпr чорs бd вопичпву € Еа ооЕовgоI шаге.о EoIo-
pol d . Тав rап а _> Б -dr 8 посtrадоЕаtольаосlь {tr*"I
пе убъrвает п огравttчоЕа, то ввпд (24) ряд Е €d сходli!ся.

0бовпачиr gepoB Её вевrорш, попуqаDцlOся посло осЕовшж шq-
гов. ПО слодсlвшl св лоdш I послодоватоIьЕооть {я"j,огра-
ЕIчов8r's звп8l сtабrдr8ацшtr qисда 9доIев!ов IBoIoclB JB ва
допоiвчrолъвцх Еагах роалЕзJrе!оя оцучай , € . Е, . Ввrду (28)
по л9IIо о 3?. ,а^- {tБil}< о

Для rаrдого а Iц полlqаil воltора. /,; " j: , учаоlво-
Еаэшlо ва ooвoвшoll паго под в88ваЕхяIl J' \ j" . Прr aTor

7о,, =.7в -( 7а ,{Ёllu И;}, ,xi, =о а - 
аа!, =д? . кiоцо

!ого, !t8 rBorecTB /, вшдолоЕн подIЕоrос!ва r" . ВЕдодпr
посIсдоватоIьвоGть {a9f тап, чтобш подпосJrедоватепьвость,t-"',] сходплаоь. Вввлу копочвосlи tlпола BoвIorBшx кошбlва-
цiтf, чоrшо очпtаlь, тrо. .Г6r--Г, Joo-7, /b-i', /ju-J",
F., = 7 = ?со,1 , rru =-Г.- Полоrпrl о-*, Х'|л -aJ-. i"*

8ак Lm.€d-о l t0 по сдедотвrtп и8 деIцш I 4r a-dJ=.z,* .

flq 
f;, rri,r-, 

sr! - /"7 Б2 = О прш Т.Т . Поэтоrу аl*

доставляеt IаrсшIуI фуввчшlt ./ "а 
rвогообрапш F решенй

сиотOIш

7=t о

Поскольку }r-oru, о_frЕач1 , |al*, =7 х tочаа ,zdО'f

удовJlо!вошsт о!сlоIо (29)r_то arn ;еФ'r=э*ввпду стрОгй
вогЕутоо_!r ФуЕкцш / аа /. Поэтошу €;- ьd)*':
- аrЁ .{r.r-ф" lirT _=F 

', 
r а* l { =о ' .|црш 

'r . Т .
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зип

Такшr обравоIr' lсходпуD подпосподоЕателъвост" /r"l ш Iогпп

вшбраtь taл,,l!o tс.д"|-О прr t"Т . Пуош Blo r бшло

сдалаЕо. тогдд всв!ор' z* досlазIяQт IаfiсlцуI Фупвцrв l ва
llttогоOбрааrп r? рrевй ctoToIE

Ё-iA,r'-P, -/-o,d.el.
В то tc ЕроIя 

'*f,rrriфpr{.=f,,!r,.*ls/', 
ý,Q ,

эi во являоtЬя iосвй IsвоIцуш.ФуЕsцпх J ва rвогооQра-
V ропоппй оrc!ошl .

_а-
Е*rД,=Р, a' -o , /€ар{lj.
i'lqe

:loBтoplв рsссуIд€вtlя 8оЕца эшрOго парграфr ЕаfiдсI, ,l!o ва
вевторо ..з' варупошо iсIоЕпо Еовшро8lовЕоолч хх). Посволькgt
это iсдовlо предIолаг8р!о8 вцподЕоЕцц, !о 3 Во,о . ,

Такпr обравоIr пIооlся босшовечцая пOдIослодова!ольвоо!ь

| -"О | шагов тrпа А. Цоrво ctlпlalьr чlо суцос!вуоl пред9п' !;|7gф-2" l совпадаDl I_воцеоtва Ja1 - 7 , До -r .
Тогда'существуоl продоо 4i^?"'-F* реЙовШ опстоЙ 1lZ;..
Для 7* tuеоuз

-У7,-*2 -7*Аl = &!n(/l t-o') -у"'дi), Вr Боr=о,i'Z

!; rз*l -?*Дi - tiлUrrzфl-/"О\) -О, /, r,
/ !gt-*l - у* Д" / =, /у^ /Д? l а d,. /,;о Б4ч=О, t,T,

Тавшl обраоr, .z* являо!G, оп!пIапьашr редеЕхоr. Поатошу п
апбая предепъвая !очк8 поспедов8lельшостч /,rd/ являеrся 0п-
llIадьвшI рO!t8впOч.

Поваrоц tопорr ч!о посIодовslодьвоотъ {азd} ва rоrеt
}rшotE боIоо од!о! продельвой лоqвш. fiаIддя продолЕвая точ8а
z* явIяс!оя l -оплшалънй для бааrового цпоIостЕа
7*, ti,Ч ,о }. Поэтоrу чхшо равлшчвЕх продбльвцх !очеш

Koпotlвo. Еслп лчеозся шоскодыс0 предолъвшх !очов, то шйдотов
подпослOдов8телъность t-o'} !акаяr что e.t?a аd' =.r4* ;

?rr -ф'l=з*'о причош а* +2а*. Полоrпц 7**={i,эппl
Тогдв Jф r7* , Jqr*r' J'-прш доо!аточЕо бошпЁ 

' 
.

J

т

,
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Так как по направлениD ц**-;с* + @ цервая и tsтOрая прOпзвOд-

пые фушкциш / разнн ByJID, то цвоlосrво J^ u 7*- не являет-
ся бависннш. Поатошу шагl.t с ношерахш С1 являDтся шагачп ти-
па Bl причеш IпоIестзо Jco u{i["| r7ooU loo,, ве являе!-
ся базtаоннш. ts аточ слуqао Еа 0сшOввOч шаг0 в 8ачестве ё вн,
бшрется' (одинотвенпЁе с тоsносзьD до хпоштедя) Еапразлени0,
вдолъ вотOрого функция -/ липоfiва. Но тогдд / пропорцио-

надьЕо ,х**-з* , что вевоэIоIно, 1ак 8ак #., О fiа основ-
яоI шагв. Твороша пOлнOстьD, докаааЕа.

Такпu обраош, еол}1 вадача иIе0I решOние, то в кOвечно0 чяс-
ло аршфшетччос8дх доfiствлd шш получ}rш допJстиllов (и при тош
||ба8исное'') решешilе, для котороrо условия оптишальностц будlт
вшполшенш с ааранео задасвоfi точностьD. Если rе аадачq но иllе-
ет решоЕtля, то дпбо Еа какоI-ltибудъ основноtд lцаге вЕяснIdтся,
что Фувкция / неогравl,tчона, либо получаемая последователь-
ностъ допустшчЕх рошвнй неограншчева. IIоследнее ваяснuть аа
конвчнов чшоло l!агов пе Jдастоя. 0дяако осди аа&,Jншsь условио
ограниченЕости принадlошостър векотороýу (сколъ угодно болъ-
шошу. но фиrсировапвошу) шару, то черов шонечЕоо число дlагов
посJIедоватальпость вfrtдот шв него.

При парушении условпя невшрсrденпоёти шс) Ъ процессе шо-
шет ваблюдаться аацuклив8Еие, как эIо }tueeт lrесто в лшвейноtl
програшшировациu..Борьбу с этиll явлениеr, шоIно вости так tro,
как и ii Ливейнош прOграш{ttрованишз лпбо не .прriнишыть споци-
алъннх шер! счит€lя, чт0 вацикливание ts аадачах, кOтOрше fiе
специалъно подобранн. чапо вероятво, лпбо ввод}lть поJIином}t-
алънше добавки в правуD частъ систеriы (2) (сш., вапр., [6]).

Если дlя ilахоfiдения S/' и рещевия систеltш (I?) испольау-
0тся шатрица, обратiая s цатрице атоfi систешнr то прш изцоне-
ншш ltнorecтBa I Еа oonoвiloll ш допоJ!нлтельннх Iвгах эту об-
paтp.yn шатрпцу Byllшo перOсчатшвать. Необходлlше кофФшциентн

разJIопоuия нового столбца содерrатся среди коцпоЕепт векторов
сачейотва lsz, tcf}.
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