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1. В вsмоп(о лпя двfiствия аilвнsбальноfi локально коtлlактноfi
гр}пшпr н8 лок8льно компактном мвтршtI8ском прстранствв гомоо-
морФзмапfi{ втого простраЕства нs свбя давтся решsЕие вопрсов
суцествоваЕияи стрвндя конOчнж инвариантнцх борsлввсIffЕк
мер. Прдlагаомцо рвультвтш аналог}гlнl извостнчм рзультат8м
Н.Н.Боголбова и Н.М.КршIовв о конвчнцх инвариантннх морах'

топологttrllsсIfiЕ дпrамшчgсlсtx систем с компактнцм фвзовrш Ер-
странством ( [1 ,2], см. такхв tЗ-7] ).

Гýсть G - локsJьно компактЕая цуrша. Послвдоввтельность
(S_) ве компактнцI подrЕоЕоств назнваотся суlпдФущвfi, oсJIш

}ъ

вцпоJIнонц слодlЕцt8 ус,ловпя:

1) S," с Srr*, ш вс€I' п;

Ф
2)G= US.i

11= 1

?(8sпДsп)
З) l1m

аф -ттт- - 0 дlя Jшбого 8 € G

(вдесь ? обознsчsот лввуп меру Хаара на G, Д - счмнотичоекуD
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разность шноаоств).
Квк поквsвно в t81, твкая послодоватольЕость суцвствувт

тогда и только тогдg, когда грлпs С лlgнабольна и

о-компактнs. lIапбольшй интврс дIя вргод.тчоскоП т€орш{ прд-
ставляют суlDдФушщ8 trоследоввтвJьвостц, дш которЕх, сtФаввд-
лI!в 8н8лог эргодцпrоскоfi тоормц МркгоФs дIя двfiствld G на
прстрвнствах с мороfi t9,10]. Таклв послOдовательности 1l8зцва-
шгся универсальнцмц. IИя того чтобн срOfiФушщая послвдователь-
ность (S,n) бнJа уlшвOрсальноft, дост8точно вцпоJнения условия
p(s;ls't) < ftxr(sn) дtя Eeкoтopofi константш R (прп всох п с 0{)

[9]. 0бс:",хденио вопрсв существоваtия такоfi послодоватбльЕости
см. в [9,11]; там ав вцсказана гппотsза о том, что всякая амв-
набельнsя о-комп8ктная гругпв облsдаот ундверс8льноfi послOдо-
вательностьп.

В двлirtеfuем прдIолвгавтсяi что дн pвccмsтptlвaeMofi груп-
гпr G сущес,гвуOт униворсальввя последовательность {sп); заФп(-
сшруем 9ту последов8тельность.

Пусть ,[ - локально компактнов свчврабелъно0 мOтр}fiвскоo
прстранство, Е - о-sлтобра ого бор€ловсюrх поддIоl(gств, и

пусть задано измврпмое двfrствцо t11] груrппr С на измеримом

прстрsнстве (l,E) гомеомоFЕзмашд Х Еа собя.
0пролрлвше. Точса р€I вsзцв8втся воввращвшщgfiся

(см.tЗ,4]), вслд няfrлотся тлсоfi ко}шакт G с I, что

*_ "fi f хоtвгlсчt8) > о,
Ф ' 

'n' 9rъ

TBopra. Дм поzо чпоба сgрапOофJо tлоll€{llлЕlя борrcбсIФя
,ера р на Х, чн3арлоаrоля оллOк)сl!лЕtъно ilеOпВtл zцllм G, не-
обхфtло ч loclroпantю| ч!люfu члелIrсь сапя бч фtло бовЕрлр
ttрям почJа. о

Докдэgтелъсаво. tIустъ' = J'О,п - представIIеIшo I в вlц0

объодшош.lя возраствщвfi послвловательноетr компячтпв та!(их.
чтс Qп : ljitQn+r, д I, ijFсci,pаircтв<) до[стItцтольнЕт Фуrцt,дd
Е8 У, Евщ)sрцвЕrr вв Q,n ш рпвЕJI EyJtD нв I \ Q,n, с чвбъшввской
uотрlпсоfi.

llообx'одDrость црвввдgЕного услов}lя сразу с.лsдtот Ез 9рго-
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.щIвскоfi теормЕ (t9]; см.тцсrв t10]). ДеfiствштольЕо, p8ccltioт-
pдi коlilпакт Qn, дtя которго P(Qn) > 0; по sтоfi твороше лля
почlч всех цо мвр р точок р с I суцоствуот црдол

}L'т J xo*tBRlcu(в) = Ф(р,хоr),

"rn
п

J Фtр,lо_ )ф = J Iо_ф = p(Q}) > 0,
I-ex-i

т.е. нвfiдется точкв р € I, дIя котюрfi Ф(р,хоч) > 0, что а

тр€буотся.
Доствтоtшость пршводOЕЕого услошя пок8хоu, постропв Ео

Jшбоf; воэврацащgilся точко р KoHoWD птпарsппryD борл9вскуD
меру. }ta к8цдом Р, опрвделш свus!ство lmrofuI вбIIрорцвнцх

ФуЕк.шонsлов C{l," по фрryле

,{trol = 
"Ь 

JptBplcutgl., ,". 8п

По тоорше hcca - Рвдочв поJýrчввш cslrtBficTBo ковбчЕЕI бор-
ловсIfrх моп (цi) на кsцдоli Qr,, ди котощх 4t,pl = J qфI. В. ,rъп " ,п- 

Q7

далъЕе!пвм цроIFолагsвтся, что комtrакт Q, суцоствоваrив кото-
рго гаранпФуотся опрдолонпsм вовврвц8оlrост}I р, соЕIад8вт с
Q.l из послодоватоJьвосп[ {Qп}.

3ашотш, sто семоfrство (p|l, слsбо црбд(оliпaктЕо, в сцJI},

оI?аЕIпIOЕности сворцу (едцfrщdfr i поGпедоввтоJьЕостш cpltQ' ll,n.
[ýсть последоват€льЕость (n|l" т8кова, что цослодоватольность
(р'.t )r с.,tабо сIод[тся к некоторо! ковешоfi поро lrr ", Qr . Этs

*}
мsра ЕотрщшальЕ8, так как

pl(el) , .ц, ,t5p J rоtвгlсч(g) > 0

хrрп Jшбош п. .Щапев, в cпlly слвбоf, прд(оutrактяостп {р2r)} lюs-
'}
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Ео }lз tn|ln вцбрsть подюследоватвJьность tn|lo т8к, что

ui;* р. на 4., ц т.д.

Получавм послвдоватольЕость конечЕп борsловсttlD( мар lrn на

Qrr, пршчем, как ввтрудIо вIцеть, р,.*i совпадает с }rlt Еа Шt8п.

JUlя борелевсюд 4 g Х полоrсш x(l) = 1fiп рп(.4 Гl lntQrr); это и

ость требуомsя мора. П-

lfiввриантность р достаточно показать дIя прд(омпактнцх
открнтцх мноfiоств Д с I. Пусть h с С; Hylflo доказ8ть, что
p(l) = р(М).

Вцбврем Q, так, чтобн (clz{ U сlМ} с 1ntQr. Рассlrотрrш
суавнио (]4l)n на tg е F, lsчрtrр. tntQ1) и сузвш,rе pI нs 1лtQl.
Как нвтрудIо вцдgть, доет8точно докавsть, что

"Г 
р(р)фl = J 9(ф)фl дпя 9 € Pl, Iлм, что то t(ei

Ql Ql

11rп
l _-Ф"чJ "г

915p)du(8) =*Чrт 
{

9(

,}

Фрlст.

имоом

s
,ъ-i

"l^ 
9(8р)сrч(8) -1

"ч
1

"1"а "l' 9(Ptp)clu(S)
9
'}

о
п}

' ,d? I
а
,l'}

< п,вх|9(g) |

c€I

9(8p)cl,,(8) - "Г 
p(8p)crt,(8)

hs
'}

ч(S ДtБ ),rt_ п-,д.t

по оцродвлеlJ]n
доказан8.

1, (ý, f0,
'D

супоФущвfi последоватsJьностп. Творма
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2. ГIусть Л - гtрстрsнство ноIФsрцвннх Еа l дsЁств}tтольннI
Эушgrld, п}iепщлх коtдtвктпlй Еоситвль, с чебншевскоfi метршсоfi.

Вудем говорить, что мЕоr€ство Д с l имо8т максимвльнур
ворятЕость, ocJtn дlя ;шбоfi пЕвариантноfi относительно доfiствшя
груЕIц С коночяоf, борловскоfi мерц р на fl будвт р(.а) = pt,(x).

йрелвлеше. Возвращащаяся точкв р € Х назшвается KBaB}t-

ргулярноfi, ocJи дIя любоfi фш<цшr Ф ( F сущOствуOт продел

1TrsJ

Творча 2. lноrcслбо tсOовч,реzуtryнуr пш.ек loo lлl\орJDlrIно
ч члееtп хуссilлLtънw беропrоюсль.

Доквзатоьство тоормц 2 водется аналогично тому, как это
долалось в [1,4]. Цукtо только проворить инвариантЕость мЕо-
хвствs loo. В Еацtом случ8в 9то срsзу слодlвт шз првsдоЕ{оа в
докаэатольствв твормц 1 дIя лDбого h с G оцвнки равности

11п
,t -+{0

.Г 9(sp)d,,(s) = ф(Р,9).
s

1l

"*-J 
qtBplcutgl -

' 
'1' 8

оо7 j,r,Фгlоtвl | <

< rпчl9(,r) Ift#i + 0.

Доквзвтвльство oKolпBHo.

Дя тоtдtп р € Iър твормв Pltcca - Радопа позволяет зад8ть
конечнуD шIIв8риsнтн,!rD боролввскуп мвру рр, опр€делявмую дlя
9 € Р равенством J 9фо = Ф(р,р). Эту мвру н8зцваrуг инд4ви-

l
дIальноfi морfi точсr р; иЕваршsнтность рр доказнва8тся так ffе,
как Ето долалось при доказsтоJьство тоор}л 1. В отrшчие от
|1 ,2,41 мора ре но обязатвльно доJЕна бшть нормрвашrоfi.

.Щоказатольствв rФиводдлх нIшв утворt(двlпd проводятся ан9-
JIогrпно тому, как 9то сдолsно в tl1 ([2I), поатоlt:у здвсь мош{о
огр8нlпшться lп Toцloi форtуJЕФовкоП.

ТsФеш 3. Bc"ru р - проtlзбоlьl.tоя lк)1*g4l1otя utбар)влrпtдя
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борtЕбсrщ reр' по Ол .фоео чвлерJлоео Д g I буOып

р(.{) = "[ }др(l)ф(р).
Ibo

йрqцвлвше. То,дса р € ll.n Еавцввотся IрвЕsптшо!, oG,tE
0в цпдвцдlаJьЕая мвра рр тр8пвцп{вна.

1Ъо,реrа {. Iхоrвспбо trрlвwп.tВtчх посек Х* tlяЩtлоаюю ч
ч.веп хцссLlлlJьнgпr берояOrооь.

0пр8лрлц0. ТоЕсв р € ITp навЕваотся ргулярно!, ослп дпя
.lшбоil во опсртой ot(pocтBocп{ У (в trросlрвЕствs I) будет

рр(у) > 0.
Тео,рэrэ 5. Iхоrестйо рееудраr поr€в Хрег tt:+Mplaaпlл ч

чreып хrlоilдlJькgm берояпностъ.
Разобъ8u мЕоЕвство ргуJирЕtIЕ точок Еs ltJtaccцr отЕося к

O.ЩOI{Y ruЕССУ Е то ToEg, Ir'ярmFдIальЕцо мерц которЕ1 совцадs-
цt. Клаосн Е нввцваrт вргодпrsсI@lш мЕоlоств8мц. 06щýrD дIя
9ргодлчOского нЕоавствs Е меру обоэЕашl рд.

Теореrа 6. fiо,dоя Fеу.лryлоя почжL праtФ.леruп фtю,ц u
люtьrсо оOноrу эреФutэсколу .эюrcапбу. Все эрФчесtоlэ пю-
tеапfu чфлаач.

СОВОК]rГЕость Ш всвх tплдгяйд,аJьнЕх квр lrд Еа9tвавтся (м_
двмввтвльцоfi спствмоfi мер.

Teopotla Т, Всаюя rep, прltлilrcюря }l, @ta.
Ншборап, асяlая ,лоrtФi;r{,я tлw+gлпВttая rep соВпфояп с ttэко-
пора reра щ ф rc почrlойпы 0о нлфllуа!rо).

Тэорочэ В. Собоtсуltsюqrь Всеg юорпJрВФOцt ur.Bap)oаaorilT
борrcВсшд щ оОр8аып &яL1JEIф ctФo напlоlапюе пюаеспВо,
фнцл! пcлl'ьлt:пl ,сoiпорао флпrос, норлtро8ооше lwвlmЬае
лFU.

3. TBoplar 2-? явпяDтся ЕовцмЕ ч в сJцпао, когда I - мот-

рпческfr комп8кт. Тоорма 1 дtя втого сJryчsя бцла док8sаЕа в
t6] (ц породока9ава дIя Еокоторд Balвшx' частЕЕх сJýrчаов в
t7]), тоорlts 8 пFшводдтся в t7].

Квк поквзrввот trщадлоrs@ А.Н.Кологорову цр€р, щ-
водotтЕttй в [7], основЕцо угвgрqдввпя рsбопr tl] (t2]) о сlров-
Етп пtтп8Еш8ЕтЕцх шр (п соотвотствоЕЕо утвоFдояпя п.2 Е8стоя-
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цвfr ssмвпg) дн двfiствuя гIроЕввоJъной гр}rrшr гомвоморФrзмов
ко!tпвкта нв собя Hs цмвDт моств. СJвдrат опrотцть, что творомs
6 дsет полоlOлтоJьшй отввт Е8 вопрос С.В.Фоtща в t7] о строо-
ции Еосuтоля трsЕзЕтЕвпоfi мерш (дlя рвссlrатрЕвввмого в Евстоя-
щOfi зsмOтко tg,lacc8 гршш rrробрsвовяЕIrfr).

В случае компактЕостtл прострвнства Х удаотся обобщдть п
творцу шз tl] (t2] ) о стронци MEmIliaJtьHoгo цонтрв
притяавнця.

0прелвлоше. 3аrлсrутоо мноrество ,С g I н8зоввм цоЕтрм
Ерцтяховця, ocJm дпя .lшбоfi sго открнтоil оlФоспtости S ц .lшбоfi

точФр(Хбудет

"З.ri-J 
Jx"tBгlcutg) = 1,

Fд.пl rдrохество С нв доryскаот'""rrоrо"о под'IIоN€ства, таt(tв
яв,Iщогося цоЕтрм црптяtеЕпя, то 0 нвзцвается млпlимsльнцм

цовтрм прцтяtlgЕшя.
Творча 9. Ипtлоаlэ ,а.оsеcлпба Fеу,лярtlнt поlен я8LяЕлпся

.п]r{t/лJьнд.l uplalpoл пр,апяхешя.
Доквgцввотся втs творвма твмц пв рвссуlдвЕиямЕ, что и во

sналог в t1] (t21).
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