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В зsмgтке пострOЕ trрlпlор поряд{ово-напррцвного опвратор9,
которБtE обладв9т своfiстваtш, укsзанЕrпм в Еазв8IIии, п твм calrнM

получоЕ полоштеьmfr отвOт на вопрс А.Г.КусрвOва о суцоствов8-
Епш TatýIx опорsторв. Ствтья яв,Iяется црдоJlsоЕloм рабопl t1]
8вторв, откудв lrошIо цввJIвчь всв испольвуомцо нвми оцродолOнпя
и обознsчвЕ{я.

1. цусть (х,,1,р) и (I,8,у) - измOрямцо ЕростраЕств8 с коЕоч-
нЕilи мерsмl.t, fl(x) ч Х(У) - црсlрsнств8 вс8х швморцшrх ФуIЕgдлЁ
ira Х ц Y соотввтстввЕно. В далънеfiшом Д-простравство сгршiшIоЕ-
HIlx. 9лемоЕтов {tXl и {trl отоIдоствцм с Ех гIрдстввJIеЕпями в

lл

видо c(n) п с(д) всоI нвцррнвнцх ФуlпOýй на вкстремально-
ЕOсвявнцх компактЕцх топологоч9скшr црстранствах 0 ш А соотвот-
стввЕно. Каноlпдчвсtсцв вJIохеЕця I(.r) + СФ(П) п x(Y) ---+ @rlД;
обознsчд.t одIшii ш том х€ сIдмволом t. Зs(Епtсгрубм лфгrЕJlt цв
С(П) в { и пв С(А) в d п оОознвчим t{x чорз Л" t2].

t[усть -L u К - trроцввольнно цдеаJн в Х(I) и I(Y) соотв8тст-
воЕно, кsц,цй ив Koтopltx содврsит постояЕнlrш фуlпflлш, рsвцуD 1.
Под .lщоfrдпr опgратором Т ,. L 

- 
f, всsгда будом под)азумsв8ть
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JIинвlhfiй опар8тор Т, парводящй р-9квuвалонтЕно Фтпсцшд в
р-вквшвалвнтшв. Опораторц, trрообравуЕщв о.щу и ту х0 Фншдлп в
р-эквиваJIонппrв firЕкIм, будем отоадостRить. JIшtвffiй опоратор
? : L --> f, наsЕваотся псввдоЕнтогральццм, ocJm с}4ц9ствувт ядю
(мор на о-аJIгобр J) (ч"} такоо, что ?(./)(g) = t|фч 1Ьпочтп

вспдJI црц Bcox,.f ( I t3]. А.соур}т показал, *rо "J* 
(х,"{,р)

стявл8ртЕоо иBмotrmlioo црсlршrствоt то полозцтолъIпJfi опоратор Т
псбЕдоиýтвч8лен в том ц ToJыto в том сдуч9э, когдg ? поря,lцtово-
н8IФgрЕвон t4]. По Л.Ввtсу, r Е8знв8втся опsраторм с
В-щ)sдстsвrlоЕиом, всJш .&ця u-почти всвх v € I мврв лч явJIявтся
В-.морfi, гдо лrIя 0 = t,8,d,c "0-мор8" озЕsчапг абсоJmlЕо ноtrро-
pцItHyE, сингулярцуп, дфувRоIшуп (ввпррнвнуп) и атомиtIескуD
меру соотвотстввЕно i5]. 0тмвппr, что вмвсто TOpltцoB "с-мбраi,
"опвратор TI,frIa с" Еs t1] sдесь испоJьэовяiт}J: "d-Mopв" ц "опера-
тор типs d". вд8льнопшомl = fi,8= Й" Е=С(о), Р=С(А).
Прстранство всох поряд(ово-вегrррншпrх опврsторв шз .t в Х обо-

знsчпм чврез ЕО (L,E). Отмвттш, что отобрааоЕ[я Д ----* i,
? ----+Гп гдо A=t о.Д. Х,дlя ДсСО(.Е,Е) и !=}у о ! о | дпя
f с tro (Е,I), устsнаRIпвапт взапмЕо-обрвппrе вокторнцо п струк-
турпне шзо}tlор(Еамц Д-rrросrрвшств СО (L,B,) п tro (Е,F). Ооgсшпr
стяlтлвртное доквв8твльство слодrщ9го утворцдввия.

Iфелдшшв t.1. Пуапь (Х,,{,р) - аtwoqлоюе ч,s.щLrc€
прqпр+сlйо. ТоеOа прJ чашофллцх

^:СО (L,K) -- Lo (Е,р) ч -:Lo (Е,р) _* сО (L,E)

оперФпaрсtl r: O-преOстгшблrlrJеа сосilлВеiлапВурп оперюF лпuлt, 0,
0 = {r8rdrc.

В дпльнвfiшем в sтом шуцктs огрsнIдIцмся р8ссмотрбнион о.щого
ЕрцзвоJIьшого }l9Е{ерtшого црстрsнствs (N,J,р). Так ао квк п

раЕыц0l Д обовпвчввт f,*txl. ГIусть сr(./) = "Гх /8ф дlя кsждц,

I,8 < Е. Так кsк сg( Е0, то, отоЕдоствляя 8 Lоg, будон сIщтать
Е порядtовьп,r шдовЙм d.

0првдолешв 1.2. 0ш9рsтор Г:Е -+ Е назнвавтся сstосоцряаон-

ннн, еслц J /r8ф = "[ 
gflф дпя всох, 1,8 е В.;х
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Ив огIрдолония вшдIоl что Jпобоfi поло8{тольнъtf; самосопряаоЕ-
Ifllfi опорsтор яв.лябтся поряд(ово-ногIррцвЕцм. Ec;Br TzE _+ Е
поряд(ово-Еепрернвrпй опоратор, согrряrtвкпfi ому опорsтор Г доfi-
ствуsт из Е0 в Е0. Oтмотlд.t, что ocJtrI I являатся trолоlоIтблIьннм

самосоцряаонннм оперsторм, то ?'lB= Т.
Прд.ltшыпrе 1.3. Ес;u Т z Е + Е - полоп.апеJьr{дО соrосопр-

rеruнш1 оrЕрпор 1чЦУузlюнно-сlдlzуtярlлоео ллаЕю, по ? otвысндсmен

Всел еололофлхл, оперпорд Iоzry ч ullrlezplbllыд
опеiмпорл.

Докsаателъство. Из творм Д' п С' 11 ] сл€дуот, что достаточ-
но установить д.{зъюнктность ? всом опвраторам Магsрам. Пусть
0(Ss.r,гдOS- опоратор Мвгарам. Тогдs O<Sr<C, гдs
]]},r* : 90 * Е0 и Sr являотся гомоgрrзмом вокторнцх ршеток
t5]. Нс сухенио ?* на Е совпадавт с ? и повтому s*t, асть гомо-
морфизм вбкторнн"х рвшаток, маfiорирув}sfr опвр8торм дфузиоrпrого
тrпа ?. СлвдоватвJiьно, S*|E = 0, откуда слодl8т, что S' = 0,
тА q=n

2. Првждв чем пострить кошtреплlfi пр}о.lор нOтривиальног,J
самосопряжsнного порядtово-ноrФорнвного опOрsтора дrФувttоЕrого
типа, уст8новим нокоторн0 фактн пв тsории мвр. 0тохцоствЕв 0 и l
в интервsлs [0,1], вводвм опврsц,rю суlп,tЕ по mоd1 и том свмцм
tтреврsтим в компактную коммутативную грytIгLу (G,+), дIя ltоторft
мера Лвбsга р прввращвотся в мвру Хаара. oбовнашm't чврв В
о-алгвбру всsх борловскIд, подfilох(оств G, Bon* - fiо - прстран-
ствс) всох борелегJсIýдх Фуlffс,l}fi нs G. 0дIосвязнцо поддtожsства G

согл8симся назtiвать интOрвалsми. Пусть 1., - произвольная борлов-
ская мврs на G. Дlя t е G сдэиг мврн у на t будом обозначать
через,lrt, т.о. vrB = u(t+B) дtя всвх В с В-

Лешrа 2.1. Д.lя ltфчt Д,В с В спр3еОдБо соqпнаtеtаlе

f u(t * 8)ф(f) = ! u(t + Д)ф(t).
дв

.Щоказатвлъство. IIв G , G рассмотрим призводоние мвр l_t ф 1r.

Фушttрtя двух пsромвюшх trд(s-h)zв(h) Еs G ф G изморима и огрsни-
чена. 3амечая, что uд(s - h) = Zп*r(s), и гФ!п{оняя теорму Фуби-
ни, получаом, что Фуш(щ{я
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p(n + /)Zв(h) = J X,n@ - h)r'(h) сru(s)
с

такfiо пнтогр[руом8 ш

J хj(s-h)хв(h)ф Ф 1) = J ч(t+,{)ф(t).
G*G в

Аяалогцlýlо, вновь Еспользуя теорму Фубшпr ц вамвну 8-t = h,
поJlучим

J хд(g-П)хв(п)фоу=
G|G

= r { r хj(t)хt+в(')ф(t)} dуG) =

= J чlt+8)ф(f ),
л

откудs слsдIот требувмов рдвонство.
Леlдrа 2.2. Пyolb ч - коltЕчнля 11JйРуslюlоlля лер, Д - 1л{лЕу

8{и t]з G. То2Oо фнщttя t --+ ч(t+Д) непррбllл.
.Щокаэатвлъсrво. Мвра ч на G естоствsЕным образом опродоляот

мору Еs [0,1j, которую такfiо обозначим червз rl. Нв кацдом интвр-
вало lt,L+1 ] опродвJпо.l мвру !l TEIK: чrВ = ulB-|,в-f+l J,
t = 0,*1rt2,..., дIя к8Iцого борол9вского множествs 8 c[t,t+lI.

Ф
Тогда ч*= Е,ч, sсть о-конOчная борбловская дФфузиошsя мвра Еа

{о
Л. Твперь н9м достаточЕо доквзать нвггрернвность флдtщoI
f + ?'(t+l). Будвм счrtтать, что l = [о,Ь]. Пусть trrtt. Тогдв
нsццOтся rшсло 9 таков, что lци дост8точЕо больппffi п вцпоJIн8нн

неравонствs tn+a< в<trr+Ь. Слвдоватsльно, t+O<s(t+D. В

сitлу дл(Шузпонности мерн ч'имввм, что ?"[fr"+c,t+cJ J 0 дпя JпOбых

с € ,Ч, поýтому нз соотношошЙ

t,n'(fn* to,b] ) = yn [tп+ о, f +о] +

+ u"[f +o,9J + ?*[з,t + D] - у'ltп,+ D,t + bJ

слодIот, что u" 1trr+r4; -* у'(r+/). Апалогиtшо рассматриваотся
случаfi 

'пl 
f . Лею,tв доказанв.

Лвшда 2.3. Дtя tffiozo 8 с В фпtщuя t --+ y(t + В) яЕtяеItся
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борrЕВцФО.
Допэвате.rъсtъо. [IycTb ,a обоввsчsот алтвбру всоl' KoEotlEцx

объgдпвттиП EETopBsJloB G. Дпя Д е А ryсть (tloz{)(t) = p(t+l). Цв

лешаr 2.2 слодrот, что вокторЕвя морв по двfiствует па J в С(С),

пначо говоря, rпо : Д + 8о"Ф. Т8к кsк Ко-гrрсrравство ВоrФ
обладаOт дост8точннм мЕоаоством о-ЕоtrрорцвЕцх лпеfiтц Фушgщо-
Е8лов, то по тоормо Райтв сущоствуот морв ,п ! 8 -+ 8ог', явпя-
хцаяся расtrространоЕпом по tбl. lrlopy ч| на В опродоJIЕм такчм
образом:

u;(B) = n(B)(t) дпя всех в € в ш t € с.

Так ь.ак dэрлевсю{о мерн ч| и pt на порцдsIцOfi гюдsJшобр€ .t
совпgд8ю:i,, то онц рввнц. Слодоватольно, фцrrпчдЕа m8 ш t + r,(B)
оэЕачаIп, о.що ш то Ев r откуда слодlот Еашо утввIцдонЕs.

Зs(Шсtдрвав приввольнуD ItвЕуловуD борлsвскуD мору у н8
[0,1], яRпщlrхюя .щфузцошоfi п сlптулярЕоfi одrоврмвЕЕо, мошвм

сrшт8ть, что 1, оцрделоЕа п п8 G. ДIя | с В""Ф rýrcтb
(r/)(t) = fлlфt. Так как Г(f,") с 8оrФ дJи mбого 8 € fl, то

G-
Т|еВоrФ дIя всох. rc&on-. Дrя В<В п t€G полошм
tr(t,T) = ?(ZB)(t).

ПDодлсгэЙе 2.2. ПослроМ опryпор Г : ВогФ * Воr.ф

у0 о8lайощп сrcОупрlл gс.лоачм :
(t) 0в acez t сс борrcбасм rep, y(t,T) .qбJлеfiсý

1ut!fu ыюtlsю- ClJ|lzy.wlлo ;
(Ll) Оtя .фr ||8 € 8о"' бълюrrено cooпllлlаlatl

f /r8 ф = f dfl ф; (?.1)

(tti) есд борлэбсtаlе фнIаpJr! l u 8 р,-эrВuМ,tеlilпм, lK)
Tf = Т8;

Докввsтольство (t) очввЕ.що.
(rt) ВСЛf,ýаО l=Zl,,8=ZB, гдо lчВ-гропзвольЕIо 9ло_

мвЕпl 8, равоцство (2.1) ость слвдствц9 лsmлr 2.1. 0тсцда л8пко
слодrот, что рsвOЕстю (Z.1) сtrраведJпIво лпя всох 1,8 ( ВоrФ.

(ttt) фаэу сJIодrgт Еs (tr).
Иg rytшTa (ltt) втого црлпоаоЕlя сJIодrотi что опврsтор Т
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смцсло BeficB, Е поЕтоW i, { * f, ость опоратор .@фузпоЕrо-
сцЕгулярного тЕпв (цредlозвшЬ t .l ).' 0чевш.що, раввнство (2.1 )

внпоJIноно и дпя I. Слодов8тольЕо, i явпяется полоIитвJьЕцм ц

I;. lfu поJryчшJш

црдlоаоЕIля 1.

liorвo ctцT8тb оцрдOлвЕЕнм Ев всем
Т яыIяется опораторм с

доf;ствуrщпl в С. Тогдв
ляршJI црдставпвЕrOм в

,, что опоратор i
З п твм сsнцм докв-

оllЕртюр
оlЕрlю-

свlюсопряllвЕнцм опвраторн на ,

УДовдsтворяот всом трбоваlлitл,l
в8Ео ввIOIDчfiтOльноо

л tфеллсешв 2.3. Пфtо8о-lапрр6rМ
t , { * Р фл.*rпея Otr.эюtкпчqr 0сел еuолофlвпл,
рл lоzryл, чrлллЕер.tычд олlЕрlюрл на {.
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