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орlнrтqЕосБ о,мtтулщ сЕцщ в стдпсtпЕскоf,
эmощtоft шошв

Д.Т.IСачypю'бсIаJЛ

В работ0 н8 основб возliiоlffостоfi, щ)едостsЕlIяOмЕх gбglавд8рт-

Енм aEaJцBoM в чЕтортротslщп Э.tIвльсоЕ8 [1,2], Есследtштся Е6-
которе к8чествоЕнцо x'аракц)ршсшlq сходпюстц в ствтцстiяsско'
эргодшоскоfr тоорм0 Д. фоЕ IФbrBBa. PaccMaTprBaoьшй BoITpoc

воанцк у А.Г.Кусрв9вs црд обсуrцещ ая8JIогцчнцI рвультатов дIя
DргоJпI,{ескоfi тоорнн ЫщкгоФв - )0вопI8, поJryчоЕццх авторм в
tз].

ý 1. йрелрдsшя I ФOtrgлIршq

,1.1. Будом говорпть, что чхсJIовая последов8теJьЕость (rrr}I=o

доryсквOт & e{rryKтy8l@, ос.Jц дtя ЕокоторЕI (ЕоотршlвтальЕЕх)
п., ( R.( п.(. . .( ПzD-t ( Па} будот lr?'r- 'n"l } е, .. .

..., lJr.}_r-,r.rl' е. 01тотш, что пос.подоввтоJьность сlоддтся
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тогдв п тоJъко тогд8, когд8 дш ,lшбого € > 0 ваfiлOтся такоо
R € D,|, дlя которго оIIа Ео допускsот h е{цуrстуацй.

tfuсловая последов8т8Jьность Евзýв8отся послодоватоJБвостьD
огрвЕlпIвнноfi фцуктув,{tпl, осJIп для ;шбнr е > 0 ш fr - о оЕа яв
ДОГrУСКаОТ & е-Фtшtтуаlтrй. 0 свявп втого оцрдолоЕпя с IIоЕятпя-
мl cI'oдottoclи п (около)сходшостп см. tl-З].

Ilycтb (0,^.) - прстрsЕство с (нордrрваlцоfi) мвроfi, Д(r)
ЕOкоторое тоорпдко-iiЕоаOствsЕЕоо своrство. Говорят, что Д(r)
вцполцOтся IrршмOрЕо вспдI - trр.в. - на г], 8сJIи дIя JIпOого € ) 0
наЁдвтся таков llвof,ocтBo /4sс 0 морн н0 мsньlпв t-€, что /(g) вн-
полняотся дlя Jffiого , € Js.

0казчваатся полезпнм рассмотртъ lшorвcTBo i'(0) ФЕ{Isй l
цз 11 (П), удоыlбтворящп .lпобому пз сл9дrщц дFух вквпвsлоЕтЕItI

условчй:

(1) Jl/tдl|dl .оЕдIяJпOбогоДс0, }L(Ц) с Q будвт
п

J lrrэllхr(r)сl - о;
о

(2) .Г l/tэl - 1to)(э)ldr о Q FJп .lшбого о g о. 3дось
п

/(о) (,z) = /(r) I( trt"l |<а) 
(r) ).

ОчовцдftЕi доствтоqншм усповшом прЕЕадI€шости JP € ll (П) к i'tO)
яыиотся условив l.r(з)l ( Ё . о ди п.в. э с 0.

полоrош i'(п) = (.f€l2 (п) |J'ci' (п) l; отмотим вIсJIIцоЕця

i'(n) , i'(n), i'(o) " tr2(0).

'.2. 
tlусть (Гl,}.) - црстранство Лобегв, ? - вго BBTot*o$BBM,

f е 1,1(П). Чврз Bn@|l,T) (илп црсто в,"(э)) будвм обозЕ8чать
n
Е./tlfrэl (эдgсь э ( 0, п } 0). фгодтчвск8я тоормs мрttгофа -
й=0

Хлrшtа утвврпдsот с!шрствован!о прsдвла }Ч"h в,п{Э) = .f'(Э)

для п.в. .т ( о, а TaIýE црImадIоеюсть фуrпсlтrr.f'ltllaccy Il(о).
Статистшчsскsя вргод{чоскsя тоорома HehraHa в случsо .f € Д2(П)
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утвоFдаgт цшЕддпоЕость f KJnccy l2(0) п вшпоJtЕOЕхо сооЕошо-
Ехя

rШ 17!r-вr(Ф - r (а)|дz,п,- О.
t|",

тэФэ0.1. В сцчre 7 е i" iol по?лОоыllыФф

{ l "h 
on,'') - f @)lt n, [.

Мпса посrвOобспаlцоапьр оф Фащо4д.
0сшошая тяlость док8g8тOльства цIЕIо.щтся Еа слодlшш7D лоI-

l0.
шl! [з].

{#т",,r'l[.

В сtуч.Е 1 с i'cOl rкlcвOol(лrrlыФclъ

ф.lппв паслфffilыlом ,oepalwшtao

Фущауt 0п ttр.6. g с О.
3шчеш 1. Iщо Еокваать, сто лOбоIьюсть ЕросlрsЕотва с

шр' в лOre (l соответстваЕЕо в тоорЕ) Еэ Iю суIрству; соот-
ватствуIцдя работа готовЕтся к шч8тп.

9шчЕэ 2. в t3I лопа бцла лрвsssЕа пtrE ЕосюJIысо ЕЕош
оцрэдолоlills оцрsЕlrlеЕЕоств Фrцrкгувtщ (lд/црr от tr-Z]). Пв ое
ДОМ8ЕТ€ЛЬс'lва nlrJTro, ч!tю в ддЕох олуч8е PaB.mtEe Ееопрст-
в9Ео.

ý 2. Дшrшпелоtю ооffi ,эорý]

2.1. Ilo sбсо,DIЕо' Еацрршостп rЕтоцралв Лобега, для .шбоП
Фшщ 8 € Ll (п) щш.шоl, s > 0 вайлется тавоо 0(е) > о, что
ддя JшбоIю вЕр.ого mloctBa 8 s О, t(B) ( 0(в), будат

|f дЙl < €. Пусть 0s(Е) - улбашвяпъяао ý(g) ((l). удовпотвор-
в

щро Екrý уGIошD лля лдшЕ,8 п €. 0пэtш, что в с.щпве

8 € i'l (о) цF в > 0 булрт 0.(е) > о.

Иs сцравOдJшоg!п лля rйlп доlсtштельЕЕI tпоOл Bor...ro'1
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вораввнства t#;ъ J'* оh *"i полýNввll справOд,Евость

соотвоlllвЕця

{ t* Ёrtл'rlJ'* * 
{ [#, Ёл'tраlJа, =

=7h Ё J /'tрg)а
'=0 д

дtя .пO6ого измориliюго l с 0.

Поэтому дlя 8r,(э) = -nfi вr(э) rФи всох п будот

0*;(.l > о/2(€) дIя лOбого Е ) 0, т.о. сомвfiство фiгlпtщfr cgi)I=o

равноморно (по п) суммируомо. Своfiством paBHoMepofi суъоrцруslrо-

сти обладsот и семвfiст"о 
{[8.' 

(.z)- 8,rэrr)]'}l',rr=о (рвввоr*эрно

по всом пврам (пl ,п. ) ), поскольку дIя .пOбого измориlrого / с 0
будвт l

i

f[B". trl - в,лtэlJ' * .f si. tэlа. * z! B?*^(з)dL,
л, 1 2 л , л 2

Т'g' 0(ап, -rnrl' (4€) } 0rr(е) &пя JшбоFо е > 0,

2.2. 3aMBTш,t, что ослч l8,r1 {э) - 8п2(з)l"""> Ье, О < в < 1,

то для С = t,?cn] l8,,.| (g)-8,r2(r)l > €) 0удвт r(c) } 0rr(е). ДOП-

ствптOльЕо, в 9том случав

JlB. tэ) - 8п (з)l'dl * f lB, tэl - 8,n (J)l2й > 5в.
с'2п\с12

Вторfi шнтоцрал не цревосходtт е' (<€), по9тому порвffi но моноо

4€. Так к8к по докsзsнному в п.2.1
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6{c,n'-c,n.)'(4e) > 0r. (е),

то l(c) > 0r2(е). что ц трбуOтся.

2.3. Докавнвать тоорему будом от црlтвного: tryсть рассм8т-

DЕввомая пос.подовsтоJIьЕость допусквет h - Ф Ле-+lшrктуgrтrй ди
Еокоторго е,0 (сштаом е < 1). По оцрдвлоцш), Е8ПдJrтся тш(пв
0 ( пr( п.(.п.a...( D.t_r( n2D, что

llr..,_r- |'lrа - lr,., l*l".] >Б,
l = 

,l ,...,t. Ib ворчвопству тр€угольЕпкs

l,r,n.r_'-f) - {8,,.r-f)|". >

, ll8*rr_'- |'l"" - lr.., fl""|,
так что lrr., вr.rt". > Б (д,я тоI' Io z). Полоm,t

С, - {ссП||r..r_''r' - 8nal(r)| >.}r оо докsssшоlry в п.2 будвт

},(Сr) } 0rа(е), Z = 1,...,l. I,1B ушовшя l < i"(n) cJtoдtBT вора-

вовство 0rа(е) > 0 (так как е, 0).

2... полоrmr ,l. = {асп|$'r",'r, - ,}, 0.= l(l.), л € Dl

(ЕоЕятво, что trр п > l будот Д.= F, 0r= 0). Tatc как
ýr}}

Ё*r - Ео*. = Ел(rr) ) h0ra(e), то спрsведдЕЕr с.подlшвб

соотЕопlоЕlя:

ýr,ЁrrЁ
Е.тЦ = Етg } 0rа(е);
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G,

Е,
п=0

l0r- Е0.=1.
iSo

38t{опш, что лпя JDбого п < Ф будот * + - 0. IIoBTorry по
,rE 0

лоl0€ ЮФцсоЕа (см., нsIцшrор, t2] ) Еаfiдотся

zlЁ
Е -ъД -.,
'Ео

,rl0

-71 ) бr.
}

что т.в. Е
пtJr+,l

t
Е 0

,п

Итак, дя лDОоfi точкl I MHoIocTBB 0
ri=tr+ 

'

Bt9+t
> 0-2(Е).

тако0 [ - о,

(€). 0тсцдs

ln (s П) морш

j,Оr, *оrr(s) > 0 посладоввтоJIьпость t8,n(з).}Lo допускаOт

Iy - о е-zФrшtтуащ!, €, 0. Это утворцдеIшs
(ý1). Тоормs докаэаЕа.

цртпворчЕт лвмlio

ý 3. С.rвлрлtвл ооЕоffi !еорец

Oсltовяsя тоормs поэвоJIяOт утворцдgть, что (в торшЕах tЗ] )

цослвдоввтольвость
с

t|Th а,п(з) -.f'(э) l:.2(п)}:.

пмOот доспшrдfi црдOл; сIодаiость Етоfi послодоватольЕостт Jшбо
бOлая, JItrбо llвотЕsя (т.о. Ео черЕ8я).

То rе проrорн, что ч в t3], пок8зцваl}г, что:
1) tlвgш8я (т.о. на болвя) схоIщlость paccMarplrBaoMo!

послбдовsтольвостп дOfiствптOльно моа8т чмOть мвсто;

2) в случво I с L'tnlri'(O) сходшость MorOT бцть R чорЕsя.
Твlш* обравом, рассмsтрцваомно в tЗ] характорцстшq сходпiо-

стч в тоормо IIBD,taHa TaIGa8 хв, как в теор€ме ЫщФоф - Хш,ш-
в8, ц l.yllo, чем в yctl.,loнEoм закоЕо боль!пДI чцсOл.

Эломонтарщ! аЕшог тоорlл lЪfirавs срssу с.подlот Еs осЕов-
воЯ тоорш нвстощвi работн.
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