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ФувдамвнтвшЕш0 рошонf,я л[Евrlillх ввоJIшsлоЕнцх урашешй в
бsЕ8Iовом цросlтаuство вндвJиDтся cpoJц всвI опвраторЕознвчцtlх

распрдолвlтtй рядом црЕсущ п, вцуI?оЕнЕ своf,ств, которЕо бнJЕ.I

опцсяЕ}J JIповсом в вго ц9востпоt рвботе [,t ], опФнвшоfi новуЕ гла-
ву в тоориц поJчгруlш лпrOfiпв оtrвраторв. ХврактврЕls своtства
фУuДаrяввтвшпrт, ршоЕлй бЕлд собраш{ пr в Еонятцtr поJryгруЕIц_

рsсцрдOлOЕЕя, посJIушвIIцм в двлъпеfuем trрод{отом ццтер€сЕкr
исслsдовшцff. В чвстносгц, црдrI]пЕиLiаJlпсь поIшпff рaсгIрстрs-
Ецть р€зуJьтsп{ тоорцЕ полугрlтш-распродолеЕй lta болоо шrрlсm
кл8сс Iгросlранств. 0.щsко, носlюц)я Еа суц8ствеЕlпlе црдвшвЕия
в 8том наtФsв,IвЕпц. в Еолlоfi мвр дост}fiь ясЕостц вдось всв жв

не удвваJюсь.
АнsJшэIФуя слоlGдвIпеося поло8энцо, автор 8TIII стрк цр[IIlбл к

цOсколько Е€ошд8нЕоW вцводt: oK8BBJIocbr что поЕятЕе поJryтр}rtr-

Ен-рsсцрделенЕя, вооOщо говоря. tsе 8докв8тЕо поllятЕD Фylцвмен-
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тsльного ршвнtrя. Кsк вшясIплось, в Еонорlд.!руоllшх црсц)sнствах
возlчоf,Е8 так8я сцту8t{шя, когдs зsдача Кочдr лля лшоftого 8BoJII}-

l_рtонЕого ур8внеЕuя поставпон8 коррктЕо (в }iJl8ccg обобщоiЕIrх

фylпflgМ), но оо (ffндамOнтальЕоо ршоЕшо но явJIrtотся поJlугруrпоfi-
рsспрдsлониом (в сtлсле J[яонсв). Ifiщпл cJIoB8lIDt, ствло понятно,
что тробовшfiя, црюявлоЕпце Дtонсом к поJLугр}ппе-

распрвдвлвнш), оц)8аашг но только обцFв своfiства фуtцамеЕтаJьнцх,
решешй, но ц особвlЕIостI{ гвоliоц)ии тsх ЕрстрЕвств, чья тополо-
гия MoItBT бнть вадана о.щоfi норюfi.

Так возшпсла gадачв, рIпоЕце KoTopofi пом€щЕlвтся в aTof, ва-
мOтк0. Итогом нашого нобольшого псслодованпя бJ,дOт новов опрде-
лOЕие полуцругЕдr-расцрдOлOнlя (п ео грошвводяЕlвго опsраторs), в
точности согласущоося с понятпом фylцаt оЕтаJьв:ого рgtцоЕпя лц-
tlвftIого ввоJIIп.uilоЕпого уравЕоЕЕя как в ЕорщрЕtаmом, т8к ч в
IIрЕэвоJьном лок8льцо-вБщrlUlоlt цросц)8пстве .

1. Oбоб10шrо рglвця

Сrпволом D. обознвtшl lt.lrвcc всох бвскоЕоЕс глsдgа ФштЕIх
(СЦРsВs) фшполЙ, з8дяwЕrп н8 lR.= [0,о) и црпЕпмащtх кошцокс_
пцо знsчоЕ{я. IИя к8tдого о > 0 оцрдоJIпм Di (о) кsк совокуIIЕость
всOх фуЕкI_@ цз D., чьш носптоJIи лоа8т в [0,о]. lfi снабхsвм
D"(o) обнчuоfi стрпстуроil прсщsнствв феше, в которм сIо.щ-
Йсть 9о_ 0 озвачвот paBItoMopEyD сх,одп{ость 9(}) ---- 0 гФп
каtдом целон R > О. Топологпя н8 Bcot D. нвм Ев потробуотся.

Вспдr в двльнеШ9м Х - коlдLлоксноо топологшчвскоо вакторное
ПРОСТРВЦСТВО, КОТОРО ЦР.ЩОЛ8Г8ОТСЯ ОТДОJIЦМЕМ U ЛОК8JЬПО

вщ&,ппr.
ДЕоЕоб отобра8вIпв uзD. -+ Х вазоввм Х-вндчlнr рс-пфе-

tешЕл н8 R. l осJIа оЕо ЕоtrрорЕвво в том смцсJIб, что ди каадого
а > 0 ввцlорцвЕо ого суаоЕtro на D"(o).

Каsдоо рsсцредвленцв ч Е8 lR, Iпlвот прtlз\Фную u' , которsя
опрдвлявтся соошоlпоЕпем

ч'(Ф)=-u(Q'),9€Dr,
и яышется Tatcsв рsспродвлOЕпо}i Ев R+.

týсть / - лпrоfu! оцоратор, доf;ствуrltlяn в ,f, т.о. ого об-
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ласть опроделоЕия dofu{ и область значо}пfr 1пl ло$вт в Х. 0боб-

цеwlнл ре^лЕнuЕл }?авнOния u'= Дu с I-IачаJIом в точкв J € N усло-
виlitся назЕвать .Х-значное рsспродблонио u на IR*, обл8дакщо0 т8м
свойством, t],Io Iця каr,доfi Фужщц.l Q € D. спрsводивн вIФIшqOЕи0

u($) ( dоmlирsвеfiство

ч'(9)=Iu(.r) +Q(O)J.

ЧтсOЕ понять мотивы L;того оцрод8лвЕия, достsточНо посмотр8ть
на кл8сс}lчtsское рвшенив инт9расукщего li8c }?авн9ния KaJt на рас-
tцедвлоние.

Пусть топsрь Jlиноfi{нfi опвратор l в Х такоIз, что дя всrкого
.Т { Х существуsт оддlствоIIно9 обобщоюtоs рвшsнио ц = ц" уравне-
нця u'=.du с н8чалом в точкв J. пол8гая U,А((р,r) = u"(9), IiолУ-
чим, сч8видIо, биJIинO!Ьд{fi опOрвтор

UolD",X_.(.
Пр8дIолош{м, что этот опвратор неIтрбрывеIt, т.в. .дJtя каадого
с > О Еопрврывно 9го суr(вни8 на D" (о) , Х. В таком случае мн

сtшта9м, что задача Коппл лltя уравнонlIя ц' = дl,L обобценно }top-

рIФиа. Вrтрочвм, "обобщOIЕ{о корроктннмП нам удобцо будот назЕ-
tsать сsм опаратор /.

а. oуцдацеmальшlе ФуIfiщм

Пусть -L(x) * гrрстранство оцрвдsлонннх на К нвпррнвннх JIи-

HsfiIflJx опар8торв, r - тоrцвствоЕ{ъй опвратор в Х.
JШHaft*oe отображоllио f : li* -+ tr(X) ýазOв8м l(,{)-;яачндr

роспрsdе.{енLl€л н8 [R*, ocJM соотвотствупщd ему бшJияеfrшй опвра*
тор (отобт}ажаrщfr (9,э) в ?(9);) нsгторнвен iI8 каа,дом гцюст-

ранстве D.(o) , Х, гдв о > С.

фt1,0оленль+ьноО ( Hrnlue0 дOfiствуЕщOго в Х .пдrоftrоIъ опsрзто-

ра .Д н8зовем такоs tr(.Х)-знаЕ{оо распродблsниs r нэ R|, что для
кssдоfi фylкIлд{ 9 € Dl вцпоJlнstlц условия:

(1 )1лf(9).dom/;
(2) r'(9) = l?(9) + 9(0)r;
(3) r(9)r{ = лdТ(9) нs dопй.
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}Iвпа блrsаЯшsя цsлъ - докавать, что дrсdrш], оперпор
oбt>бllBl*to норрIбпен 8 пш ч flюtько б mол (),rg|чде, хоеOо оЁ

о6lNмлп фЮолаапмь}сOа Фftilщlеа.
Есла d - обобщslff{о коррктtпfi опер8тор в J:, то соотввтотв!п}-

ччdt биJпдtolhf,ffi опвр9тор чд Mo!(Io, очвЕиJЕо, р8ссм8ц)ивать как
отобрs8аIшв Do в .I(X), пол8t"8я

uJ(9)J = чj(9,э), 9 € Dr, .т ц; Х,

Iд с gTofi точки зрЕия uiб явrIявтся .I(Х)-внвчдпl расЕрвдsлонввм.
Творrа. Eclu оrерпор Д оОо6lр1111д tcowаlаH, по Ul - еао

фЮолеtлоlьttая фruqчя.
Дрt(aааrsrьс{во. Прще всOгоt по свовму цIюuсIоадоЕип, р8с-

trрд8леIrи8 uл удовJlвтворяsт порвш, .щум условrим нв оцрsд8лвЕия

ФУНД8М8нтаJьноfi tlyrлctиu. tIусть твпорь jr € ft)m,{. нsr, остабтся
JIишь уст8новцть, что

/uл(9), = ч л(q)Дr
дlя всsх g € Dl. Фa{cJt 8того утворцдвЕпяt оч0I}ц.що, заIOIю,,Iаотся

в том, что отобр8rвнцs u : Dr * Х, оцрдоJиsrюе равовствоu

ч(9)=/чл(9)з,9(Di,
яыиотся рошвнцsм отввчапцого опврвтору / ввоJDOrщошого tp8вEo-
ншя с начsлом в Torкs дч. это Е в cвllol, доло I:sк. Двfiствште.ьпо,
ПОСКОJЪКУ

u(9) =-чп(9')а-9(0)э,
то u - расцрдвлsнlо, u(9) € doм ц, вакоЕец,

,{ u(9) = - ДJд(9' )g - 9(0)/, = u' (9) - е(O)дт.

Toopolrв докsзsна.
Тоорча. Jhlllаolф, оrЕрлюр, ч.mцЛ фlФоеюrапьнЁlр фrхIfi4ю,

обoбltgtoto rloppmel.
Дрвяаатвлс*ъо. Iýсть z{ - лцrаfiдJЕ оперsтор ц r - ого Фуцда-

монтвJIьЕая ФЕOлrя. ЕдпtствоЕlооr в чом Еан H]rlвo убо.щться,
вто в ToMr что обобцонпоа ршоЕио уравЕоЕпя U' = Дl ЕолвостьD
опрдеJивтся своЕн "вачвльtпд{ 9нвчвЕивмi.

}!TBK, rrусть u - обобщвЕtоо р€lцsнпв урsвЕвIIпя lt' = Дt с нача-
лом в нулоl т.о.

ч'(9)=r4ч(9), 9€D..
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Фпссl.трувм с > 0 и trокаЕом, что u(р) = 0 дlя всех,9 с D*(o). Лgг-

ч9 всого вто сдолать с помощъD rФаобразоваrвrяl Лаплвса.
Подбgром Фlпсlлшо Tl ( Dl , которая равна 

,l на отровка [0,оl.
Полагая

г(l) =u(Tp-r(')' и n(t) =ч(тl,е-r(')),
Ев ур8внOЕия, которму удовлOтворя8т u, поJtучавм

(л,-л)r(t)=h(l).
Прввдом полобIдJ0 построоЕия Е дя ФундвментвльноЁ Фуlдt,{ии f, 8

имOнЕо, опр€дsJЕп{ опар8торЕ

п(л.) = ?(Tp-r('), и H(t) = r(l,e-r(')).
Как Еокавцвввт нослошдfi подсчвт, Rа d,ofu{ внпоJтнOно соотношOЕII8

R(Л)(t-l)=I+II(д.).
Тшсшя образом,

ft(l)rr(l) = R(I)(t - l)г(t) = r(I) + Ё(^,)r(},),
откуд8

г(L) = R(r)h(t) - н(t)r(l,).
В этом рsвонство D(t) ц H(ri цродст8вмtrт собоfi rrробрsзовs-

rпrя Лвшtаса рsсtrродолOЕfi n'ч и Tl: Г, носптолл которЕх рsсполоr€-
нц спрsвs от о, EocKoJIЬKy Tl' = 0 па отрзкб [0,о]. Это обстоя-
тsльство поавоJIяот дIя каsдоfi ЕогIрршЕоfi полунорлr р наfiгш та-
кпо с} 0 п Еомор п р 0, что

р(r(t )) < с(1 + |l,|)hе-Ле^, ReL > 0.
0ствется воспоJьвов8ться Toopot{ofi Пв.ш - Вlшерв, в сшцr ко-

Topfi восптоJь распродолоЕпя TIl лешт сшрав8 от с, так что
u(9) = u(Tp) = (TFr) (<р) = О

дивсоI' 9€Ds(о).
Посколъку вто BoIшo дJIя црчзвоJъЕого о ) 0, то ч = 0 всцлу

Еа Dr. Теорuа докаsаЕа.
Штак, обобцоЕввя коррктЕость лцgfttого опарsторs Е суцост-

вовяпrо ого фуцдstонтвлъпо! ФrЕg$r - 8квивыIоЕтБlв усJовшя. к
Dк)lФ/ пол9вЕо доб8вrтьl что соотв8тствпв шоцдI оOобщошо кор-
рктЕцмЕ опорвторвш п tп (DувдаrgЕтаJьЕцмЕ (ШrЕк.Еямц, как лвгко
твпорь товять, вз8хllЕо о.щовЕвIIпо.

fiоfiствштвлъво, IrycTb Д - дщвftпй опоратор п ? - аго Wццв-
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м8нтальная Фуtкl+ля. 0пврвтор l не моffвт ITrsTb д]угоfi фýпцамен-
тальноfi фу*сlgша, поскольку он обобщвIfrо корр,э;tтвн и f = ?Jl. С

другоt сторнц, обJtsстьп оýределвЕля опоратоlэв / яв.пявтся, оч0-
зидIо. JпдIвДпая оболоЕtа подIрстранств 1лf(rр), р ( Do. Знвчgния
fi6! которцо принимsвт опоратор l на влвмоlIта)( вýда r(q)J, Lrs{o-
зЕачно прдIис8нц ому соотнашOЕиом

l?(q)э = -?(9')g - 9(0)r.
Таюш образом, ? нв мохвт бнть фундаI*rsнтальн(|fi фylд(Iцеfi к8кого-
JDroo опвратора, отJIшlного от .{.

З. ПощруЕцr-рвспрлелоЕпJI

Тsпgрь мн MoffOM вдяснить, кsким усJIовиrп't доJlIffiо удовлsтво-
рять 01lврsтсрýознвчноs р9спредsл8нив, чтобьi бнть фундаментальноfr
фук]д{sfi i(9кого-}Е{будь лшоfiiого опsраторs.

Вsшrую рль liлась будет ш,р8ть оп9раlия сзвртки задаЕны]i на
Rs фУтдtIдй, опрдsлявмая соотнош8нивм

t

(9 * 9)(t) = 1 a(t - s)ф(s)Сs, r } 0.

Ясно, r;16 9 , ф € Л*, ua",oi g,ф {. Dl .

ПоlуаруrmоО-уsлпрOеrcцJе, в Х Еазоввм i(ji) -знач1rов распро-
}B-rleЕиg ? на R*, удовлOтворяшцеs слвдtпiЕдll .цЕ!ъ условиям.,

(1) т(Q r ф) = ?(rр)?lф) +:я всак 9,ф с D*;

\2) П {kегr(,9)I,9 t D*i = t0).
Вот стввт нs интgрсуrщтfi нас вогрс: оrЕF@поwозр.G{Еое рс..

прбе*енli,э l,tpoalnBBelTt собоf,, фтlааленlллшьнw фruа+ю неftолпоFю?о

,,l1дъэlitl.оеа оlЁшпотхl mоzOв tt поtько поZоt7, xoz1o o}io яВl,яепся
llo,1,y еруrtt,сС*рзспрrэOе.rехtiел " ДоквзатOльству атого у тввр}цения и

пOсlвящена оOтявш8яся частL работн.
|Iрt-ьзбоOял4lл отlЕтIапор, полугрytIIш -распрвдiеленj.Iя ? назоввм

спsратор l, опрsдsляO}filЯ psBe}IcTBoM Ат = у лля всех т8Iýл( п8р
зл8м8нтов I u у, для которцх

?(а)у = - r(9, ),т - 9(0)r, Ф € D|.

KoppsKTHocTb этого опредеJIOнияl к8к и лкнеftlо()ть построеЕного
оп9рsтора, очевидш. Легко такао видоть, что гцх.lизвсlддщlfr опврв-
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тор всегдв вашý1ут.
Творэша. Поtуеwllлд-р,DпрOеrcшЕ фlяатюя фlаоденrаJыlлО

фllм|чЫ, сВое2о прlLgВоOплрео оrcFтrюр,.
Допааатольсrво. По оrrрвдолвЕпю, Еа dопй вцпоJняотся соотно-

шонпе
Г(ф),{=- ?(Ф') -ф(O)r, ф€ D..

По9тому твормs будот доказаЕ8, осJIп дlя кацдоfi фуЕOsЕ{ Ф ( Dt
tл убодOrся в сцравOддf,вости вI(JII}чоIшя 1пf(ф) с dolм и рввоЕствs

/f(ф) = - г(ф,) - ф(0)I.
Итвк, пtусть Ф € D, ц z € Х. Полагвя

g = Т(ф)z Е у = -Т(ф' )z - ф(O)z

ц звtiачвя, что ди trроиввоJьноfi фуlпс,тпl g € D. имsют мOсто
СООТЕОПОЕЦЯ

9(0)ф + 9' | Ф = (9 r ф)'= ф(O)q+ 9 r ф,,
Ершходш к слодrщ9fi цвпочк0 равOнств:

?(9)у = - ?(rр)?(ф' )z - ф(O)r(q)z =

- - г(9 r ф')z - г(ф(O)р)z =

= - г(9 * ф' + ф(O)ср)z =

- - Г((Q . ф)')z =

--r(Ф'*ф+9(0)ф)z=
= - r(9')?(ф)z - q(0)?(ф)z =

--r(9')g-9(0)J.
ТшоФ, обравФi, Jг € doпtz4 ц М = !. Твормв доказанs.

Toopera. Вслч ! - фнDuаutюlьt(ц фмquя оп.ерпор Д, по r
- lюlуепlплл-рстLFOеленчэ ч t( - ее прчвафflOlЯ. оперrар.

Довааатвльсtъо. týсть Ф ( D. ц z е Х. lIBM нухно доказать,
что

Г(9 l Ф)z = f(9)?(ф)z, 9 ( D..

Сtrпlсл втого равонствs в том, что распрд8лоние ur оrц)sдоляомоs
СООШIОIПеЕШОМ

ч(Q)=r(9rф)z, Q€D.l
явJIяотся обобцвЕЕп.t ршоЕшом уравнбнпя l!' = А! с в8чвJtом в то!кв
r(Ф)z. Убвдпrся в втом:
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u'(9) = - ч(9') = - ?(9' * 9)z =

- - Г((q r ф)' - 9(0)ф)z =

- - Г((9 * ф)')z + 9(0)r(Ф)z =

= ^4Р(9 r ф)z + (q * ф)(0)z + 9(0)?(ф)z =

= /ч(9) + р(O)r(ф)z,
что Е тробовалось.

Дsло0, BcJш влоl'oнт о таков, что r(9)з = cl дlя всоI g € D",
то, вЕбрвв ФушgлФ 9, дIя Koтopot 9(0) = 1, пс,луЕо{

3 = 9(0)3 - - ?(9,)а - Д(9).z =, 0.

TalФlt образом, f - двfiствительно полуцрlIша-рвсцрдвлвЕпо.
Как }л ухо вЕаом, в таком случав r - (Рlrнд8мс,птальЕвя ФrЕgЕя
своего гrрпзводщвго опорsтора. Но f - ФуllданевтаJIьаая (D]ЕцýЕя п
опOраторs r{. Повтому l и всть прцзводщfr опврsтор r. Твормs
доказана.

По.чэодя uтогд, сФорtуJмрувм ощв раз осЕ:опtпrо р€эуJьтапI,
поJLучвнIIн8 в настояцsй рsботв.

Teopra. Сldуmр сВоаппfu д.DlэОн,оео опЕрпор эIВч,ф-
JЕfllDil:

(1 ) ol1epllop Д обоблЕl+ло Koppе.пllell;
(2) отерпор Д оOллВоЕпl фlфолеwпмьноа фlliмllJ,ф,;
(3 ) оперсrrlор Д тtюрfiоетп юlаепрпу-рмtрОеrcше.

Ec.tu grч.L ycJ,oBlл BшLotllal{'', тю un прOслтоВJяап собоа, еOuяслaен-
ную фнDаляаrшь}r!п2 ф/}да,щ2 оltфпор Д u еOш,sпaоlsцю lюlуеwп-
пц-уtспрOеl,енilЕ, 0tя капороО Д - проtlз8ФпллЛ1, апryпрр.

Лптврsrура
1. Llопв J.L. T.es sеп1-8lтчреs dlstгlЬчl,tопý.
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