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СВqrцф rЕrляiп! ,оеео учwлЕtя Глебо ПаВюбtвlд ДaJJofu

уд( 517.s

О ВШМЕlПЯХ CIIEKI"A В IIЮБПЕIВ ПOДЕЙП

l.JI.ДzpаlоВснП

t. ВведеЕе

В tпIтбгрsльно' гоометрIЕt хоршо извOстна Iц)облбме ПошIоfi]0 о
одлЕствоЕности оцрд9лоIшя Фушtщд{ по ев интагрвлам н8 шнв8-

ри8Етномотносптольно груiшовогL\ двftL"твия свмOfiствs мношOств
(см", Е8црlо{ор, обзор t1 ] ).

В друtlорЕом случss в8дачs i:,.)с,л,:)}1т в слsдушlвм: трбуотся
оIшс8ть всо такио sордановн об;;аст,и ,] ,: il2. чтil дIя Jшбоfi ло-
кальЕо-интвгрЕруOмоfi Фуш(IЕд., / из pirBBHc,i.ý iIулю интогралов

f /(э,g)drdg = cl (1)
1ll:1

(,I trробsгаsт грутпry Х(2) дFlд{sниft Iшоскост}1 ) слвдот, что / = 0
почтп вспдr. В sтом сJLучае говорят, что об-цасть 0 обладаOт сбоО-
сlйо, Попlф.

ПрOisрон областв!, нв облsдаrпчп такшм своf,ством, слу8ат
цруm. Т8к, лsгко Ероворпть, что BcJи

0={(з,у) :.т2*у'<г'),

то (D]rЕкЕя !@,l|l = ехр tlг(l,с + 2".у) 1 (м - щrлъ Фylп(-
цшr Бессвля Ji ) удошетворяет урsвнвниD (1 ).
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ПрtведеМ точнуЮ фрулrровr(у trроблOшr: oolco.9o,Ib (|JJu оrLро-
Веращпь), qо Kиlа.), ц по.льно он1!, lE обlфqп своампво,
По.пlф.

сомsйство сдвигов {лr{1 :, п € t(2)}, когдв Гl - IФуг, завчсит
от двл пвр8м8трв, а Е0 от трох, как в общом сдуч8оt поэтому
Еродполоаание о том, что трохпsРsllотрЕчоскде с€моfiства областоfi
обOспоtпrзают одшствsЕность рlпвЕия п)ввЕOЕця (1 ), внтляд{т
0стоетвеЕнцм.

2. Редrкrвя sалдttх

Далве будом rrредIолвгsть, что П - rrордsнова оOласть с глвд-
коЁ грашщsП.

СФор{rулФов8нн8я вцшв пробломs допускsот иHToPocHyn п Iшодо-
творнуD рOдукщп к обратноfi спвктрsльноЁ задsче дlя опоратора
Лашlаса t2]. суть gтоfi рsдкlдц{ состоит в слOдIщом.

Ур8внеш{е (1 ) гrредставJяет собоfi систвму уравнвIf,й сверп(и

(Гъъ)*/=О, &cS0(2), (2)

гд0 ?пIj = ь о Ё - поворт хsрsктOрцстiтчоскоП Фпдfl-рцд ъ области
О Еа 9лемsнт & грyIIIц s0(2) вращs}fi|fi Iшоскостu.

В силу тоормы Цlвsрца t3] об идоsлsх в rФостранство расцр-
двлвrпd с компактнцми носитоJIями, суцsствованив нотрививльЕого

рвшония у систомн уравнвш,fr сворток (1) 9квив8лвнтно наJIП1Iип

общOго нуля у сsмвПства прsобразовдпй Фýrрьвл(Ъь)^.

Согласно творме ПвJи - Вшtора, фуlпtщtя ь, булучи гrробра-
зовани8м Фурьв tРпптноfi флосl_tlл,tl прдолхаотся в 0' до цолоt фун-
кuдl экспонOнtlлвльного тип8, и в сиJIу сказаЕного это гrрдоJп€-
Ifl{е обращsется в нуль на нокоторfi влгвбраичвскоfi поверхяости
впла l] * 

^: =,2 в (D2. Поэтому справедиво rrродстsелвЕtlо

ц'(ll ,;\2 ) = (r; * r: - 12lu{l, ,2r,. ),

где u - такх(s цеJая фиrкщя gкспонOш{иsльного тlIп8,
дIя нокотороfi Фдд{тЕоЯ (причвм гладtоfi) фуtткlдш{ u
обратнов пробразоввнио Ф)рьо, получsом

т.в. U=U
Прlоrоняя
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дч+rаu=ih.
ВЕо области 0 сrrрвведJпво рsвонство Ач + r2u = С , по9тому

Ф[rЕ{Iiвя ч воцестввнно-внаJштtп|вs в допоJIноlпд,t к 0 п, в силу Фt-
Ептности, обращаотся в цуль внв О. СлвдоватOльltо,

ulао = 0, *lon = 0.

Условшо Е8 vu вслодствцs глsд(ости ФуlкIsЕt ч ц Kplвofi dO sкыща-
л8нтно обрsщоЕшо в нуль норальноfi прпэводlоfi:

0ul
Е|ап = Uo

3амеЕлв ФуrffOдш ,, в. -| (l-u), цриходп{ к пвроrФодолеlпоfr

спокц)альноfi задsчо дlя опвратора Лвшtвса с ц)sовшми условЕямll
Д{рlЕJо - }Iofr{aнa

Ач + лч = О (l" = r2),

u|а9 = 1,

aul
Е|dп=U,

Итак, прблвмs Поtшвfu сводtтся к ЕровOрко слвдIщвго
утворцденпя: lФsoвая зsдвчв (3) разршдls дIя нsкоторго l, в том
п ToJtьKo в том слlпsо, когда 0 - ,Фу".

oтмепшit, что когда 0 - lФуг, зsдача (3) обл8даот но одfiш,r

собствошцо.t числом, а счотнцм набором собствоЕiliх wIсвJ l"o= г!,
гдо ъ - нJrлп ФrЕýsЕr Бесселя Jl . собствеЕцrо фyIкIдц{, отвочвр-
щtо 9тим собствslпfi0, числвн, слвдlщо:

(3)

шп(J,у) = 5$', r=
,roc/|l

Фtвзцваотся, что ворно п обратноо.

t"*g'

ТеO,реrя t2). Вс.tч крЕfuя эфаw (3) Urееп бесхонвlшое ноtч-
чеqпOо coбctйellsuз чlюе.lJ по оOtаgпь Г1 ф.лreпоа ,сруеол.

С учотом 9того рзультата trроблому ПошIвfiD Moiвo сфор,iулrр-
вать тsпорь твк. 0боэнаqим чорэ о(П) }olosscтBo собствsЕшх tш-
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сOл з8дsчп (3)(сп€lйр 0опlfu). Воlжо лr, что мноаоство о(О)
всегда лIбо trycтo, л{бо бвсконоtшо?

0пrотп, sцв, что trзвестнцo рэуJьтsтц о рsвр€шrмостш цр8вянт
ЗВДВЧ обоспечцваDт аЕвJIятшIIность цряттпIЕI 0О в прдIолоtовlл, JIппь
0е гл8дtосп{ ч даIо JIЕIIIппIIOвости.

3. Устdmость спепта IIшеlп

ЦOль Еастоfiцоfi работн - вЕясЕггь, что цроисход{т со спбктрм
Поlьтsh trри мшцх' до(Fр{s,дяr цругв. фуOо говоря, рэультsт
состоит в слодtIцвм. Рассмотрlдil возlФrщрЕцв кр}rта с поtiющъD сg-
мвtствв областеf,, анаJIrгБIоскч завпсщЕ от пара}rвтрв. Еслп д,я
кЁшоfi вовмуцеtвоf; облвстlt спакц По}frвrhn ЕоIIуст, то воо втЕ
обл8стu суть кругц. Рвчь цдвт, TBr@r обрвзом, об опродолоЕвом
своf,ства "tocтKocтцi цруга: ого ЕоJьзя дsФорд[рвать с поtющью

семоfiства обJ8ст8Я, JIпшеrтrпдт cBoficTBB Поlлgfu, иначо как с по-
мощъD lФугов.

Прведом TotIHyD Фор(уJшровку утвэрццOншя. Рассмотрш{t cOMBrt-

ство 0(t) rcрдsновнх областвfi с глsдmм граЕш{амшt 8Еыитл$lвскц
эавшсщвв от пsраметрs t € t0,?]. Прдtолошпr црц BToMl что зна-
чоIпD t = 0 отвечаот одпшщsй круг

D=((g,у):э2+g2<1).
Для кацдоfi областц 0(r) рвссмотрим порбопродOлоЕryD крвевуп за-
д8чу

Ац+Lu=0,
ul*|апtt) = 1, (4)

dul -п@ lon(t) - U,

Творош. ПрОlю.лопл, члю оOно ча собйлбааilт чwеl
l0 с о(О(0) ) облфаап са4олlдпнЕсюл npoOoJre,il/e, X(t) с, o(Ort))
ю пryлаr.w t 8 оtсрспl+оd,ъ ,пс,ч.пr t -- 0. ТоеOв бсе сфылВеюае
чllлцL 1JB о(0(0)) обlоDшп ыпл сВоOмп8ол u ffiв o6lдarь* Q(t),
t € tO,Г], яВJяяпся кпл2ол.

Доказвтsльству првдIошлем двв лвммц.
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Леша ,| . Суллрспбуыrl оIФсlл0l,оапь [0,Е) ,поr.rсч t = 0 u сеfuп-
бо ot : D -+ O(t) HotliPopuT qпобрlешЛ. пмое, чrлю Фo(z) = z ч
0лВсеr t € t0,€,)

d2t l._=-l 1g1 = 0. (5)
0z'

Докяаателство. Вцборм кsкоо-Iшбудъ семsfiство ('1 коIФорiнцх
отобрапвtтfr круга D вs облвстп o(t). СамOПство t', вшOорм гФц

Етом внsJштхчвскu зsвисщоil от t и TBIorM, что U; - тоад8стввнов
отобрsхоtшs. Свобода в вýСюр€ такого cBMofrcTBa оцрделя9тся
грушtоfi кофорппlх отобра8sЕfr одЕIшчного круга D нв соOя. Рас-
смоlтшм coMBficTBo

Tl^Q)= "+О, lol (1,* 1+о2

тшtIв отобрsаошfi.
Условив (5), звгшсанное дlя отобрssошfr to, . Tlo, означ8от

ВЦПОJIНВКПО РВВВНСТВ8

л dаrлl]. Ош'_
P(t,a) = (1 - lql')Б* (с) - 2aar tol = 0.

ТаК КаК tr'(0,0) = 0 и Р(O,о) = -2d, то на основании тооромн о
ЕвявноR Фytдсцs{ закJпоч8ем, что в окроствосм Toчg.l t = 0 опред0-
лsнв вощ8стввЕно-sвsJшт}flеская фylп(rд{я с = o(f ), удовлотворящsя
условиD F(r,о(r)) = 0. Ясно, что сбмоfiство mt = Фt о lo(t) яв.,lя-
отся цскомцм.

týсть / -
которцfi корнь

гарrоЕIгIвская фylцlця в шIоскости. PaccMoTplпl
r0 > 0 ФЕýддд Бессвля J, и полошпl

чО(э,g) = аgУФ
Jo (г,

JIепs 2. Крефя фша
дU + lU = .ruo 1\ . 1го 1? 1,

U|o2 = 0,

но-
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0ul
?rlaD = U

рзFчш.m 0 пол ч mоlьно б пол сtу|lле, ecllr фнJаllJя f .ltлlЫ:la.
Докаэателство. Oбознswд;

urrrr{ге(0 ) = Jrr(оr".r)еt'8,
гд0 с,,л - Ia-fi нуль фуtпсцдt Бвссвля J,.. Представrш фуtпс,лте u в
вЕдs рядs по sтоfi системе. В сшry урsвнsкпя (6) разложонив имsбт
вид

чlгеtВ 1 = Е
<|D о 'l'пп,> Dпл

+ u

IUrrrt'
0r

х-а2 lu |2m . ,ъrт.

0r

оrй
q' 7|х

пm

* пп.поп,Л-

i(""") = с',J'(/ъ )е'0 * с"Jr(Лг ).]''

Тогда призводlая по нормsJIи к граЕшtе круга р9вЕа

0v
")|.=, = Е

(jluo , ufum>
u (et0 ) =?г (rе

?rIl L-o2 пm

1

о2 #х
йrп'

Ou,"r,"tol * d(еtО). (7)

При этом

и

oJЁn. 
1еСе) = o,rroJir(crrrlgrno = {.roJrr*1 (о,r)е{'8 (8)

lur".l' = J2(a )гdг=1/2J2. (а )n, пm, ntl flп,
(9)

1

J
0

( t5) , формула 48).
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Скаляршrе iIризводOнид </uo,unп> вычислшм, рвзлок{в гармоЕи-
ческуD ФуIпO!д0 "f 

в рял Фурьв

.f 1rec0 ) =

откуд8
Ё о,""'''""",,

При квlдом ФЕ(сЕрвдЕ{ом п / t1 рsссмотрим cyt'n.ry по шцвксу п в
вцр8аsшш (1i), которsя с rIOтом (10) рsвнs

1 ,r tjlr l
<fu.u )=о Г "0t"'" _J(c г)rl*i+'dr.
' о' пrп fr J 7t ' 

'1rвi, Jo(/}u )

Подставпяя (8), (9) в (Т), trолучЕIм

u"{eco) = - 2 Е'Iuo'l;" .r_16_-, *'"
fL.llL А - ц l1+i' ?tпд'

2 ,1rl
а- #Тirn

t'Г ,l"t/Гl(.,"" * сrе-{0).

Е = o*ei" 1==-

^ Jolf х )

1

JJo
0

(10)

(11 )

1/Trl S(r)r.Inl}1dn,

Сл{sко н8 осЕоваЕиц t5, фор{улs 56] }шtбом

где

(ч

S(г) -е у
fn= 1

о Jn r)
,."rп lt. ' пй '

1a;-tl";li-l

.l r/Г'"l
S(r) = п'

,t t{Гlп'
Il гJо8тому
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Т = о,r"'",
lок/Тч,<Пl

Шнтвграл в aTofi фрryле мошlо внtисJIrть в9 осЕов8Ешп равеЕства

t ,n*'JoQ)JnQ)dz =

= #, { 'o""n'") 
+ J, tz ),г,"*., tz )} (2t

(t6], форfitула 2), пв которго слодI8т, в сиJIу lrt/Tl = 0, что

t

f /о(
0

/ТrрsПr1"lп| +16^ 
= ri"",l JП)lпlП l,

!г

п

Orn 
л tп0= _е

2(|nl+1)

и мн приход&i к вtlраsонцю Jця Еорiально[ rrрчзводrоfi:

u,"{e(s) = Е =+_, 
е('О * lд,

Bltt 2(|п|+1 )

гдв u иrrоет вrц ш(еС0) = Drece+ ь.е-СО, D,= congt.

Краввое условио iЪfilвпа ur{eio) = 0 дввт

оr=0, п#t1.
что ш озн8ч8от Jmвftocтb ФуIЕflдц{ .f.

Довааатвлоlъо теорец. Внбврм coмsf,cтBo коФордлlх отобра-
rвшfi ulr:D + 0(t) в соотвотствии с лбlлrоП 1. I,1спольвуя вти
отобрsхвЕ{яt моtом пврПти от краевоf, задаtп (4) в области 0(t)
к задаче в едшшшом крл,е D (грslЕfЕfirе условпя в (4) в сиду
коIФордrостц соlраняDтся). Шя ФylпflЕlш u = Uo(dt, где ч - ршонпв
(4), получаом

Дч+Lрrч=0,
ulaD = 1, (1з)

1

! l оtПrl JsПr)r|п| +l4,..

0

Штвк
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#loo=o,

вдесь p*(z) = |ht v)l', hr(z) = 9-@.
I1усть l0 - собствошоо чЕсло вадsчI (4) с t = 0, которов Ео

условш} тоорвlш обл8д8Oт аЕалпIпчOсl@il црдоJвOЕ!ам
l(t) ( o(o(t)). Потов,рtвл l"(t)pt урввЕоЕlя (13) в8писrг от t
аЕаJшlшчосIФн обрвзоil, IIоЕтоцу ршеЕпо U = Dt яв,иотся аншпп[-
чOско' WЕсIдв! цsр8мвIрs t.

Рsссмоц}ш, ст9цотпт}lв раsлоlоЕ!я по пврsнотру t:

un (zrtn,

КОО(Щgовпr ha - гоltоюр!яrlо в щруго D, цlшrом

#'о, = о

согл8сво шбору отобрвввfr trlr.
Подставпяя разло8оЕlя по стопоЕfi{ t в (13), цщдон к сЕсте-

мs ц)sввоЕй (п } ,l 
):

AuB+ Е лr.lп(.frrС4=0,
(1+l2+aз+l4=п

u"|oo 
= о,

S* lал = о,

ur(z) =

Ф
Е

rtз 0

Фs.
't= 

0

aоz
п=0
Ф
s.
п=0

t]|pn(z(z)

l"}.(t ) =

zz

pt

ht tn

,ntn

п'(
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Тsк кшt Фо - тоцдвствоЕноо отобрsцоmlо, то

r,0- 6"о 
-{lL - ът- = l,

8 uo - собствоЕtsя фуlпс+rя с собствоЕдь{ ,шслом 1,0:

uo (rerO, _ Jo (#") 
.

J"(Л )

lИша задачв тOпорь - доказ8ть, что дIя mбого t Фylпý$ш ht
постояЕнн в вдд{шчном кругв. Для этого достsточно убо.щться в

том, что всs коsФЕп-щввтн Tefi;Iopa hП, п > 1 , Еостоlшш. Докаsом
вто утверццsЕц0 lцrдгкtlцOй по п.

tlусть n = 1. В сп.rtу (,lЗ) пiоом

дч1 + l"0u1 = _(l1 + zl"oRehl )u0.

Прlпlоняя леrшу 2 с / =-А"1 -zLOReh1 i в8кJIDч8ам, что ФуIЕtIлдя l
лшоftв, т.в. шоот вид ./(z) = az + й. Поскольку

" = $ (0) = -l0# ,о, =,, ,

то./ - 0. Iio тогдs hl = соп8t. Крме того, поцуч8ом,что Ul= 0,
так как з8дача (6) с./ = 0 шпоот JIишь трЕвцаJIъноо ршаmв.

Прдtолоml твпsрь, что

Ut=0, ht=СоПý}t, 1<t<п-1 ,

Тогдs Ез (14) Moseм з8rисать

дU' + lotl' = -(р + zLOReh*)Uo,

гд0

J' = .о*r.'п"
t

р= Е l,
lr+lr+(r=z
о<i2. tз<rl

СЕовв пршrоЕяя лоtiму 2, вш,щ{, что

hп = CoПýtr un = 0.
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Тшm, обрs8оt{,

ht@) = #'"', = соп8t,

&8wт, коФоtriнцо отобрsroшя u,t JIЕЕ8Ш,
ur(z)=Дrz+В,

Е кацдsя область 0(t) явJtяотся кругом.
Штак, 0(t) црдставJивт собоfi свшвfiство кругов, вк,IIявЕцOо в

свбя одlЕЕчЕfi црул D Е aEBJIпlцtlBcIq s8вЕсщео от пар8llоlрв t.
Qggвп,прrоt что всо собствоЕнно lцслs заддчu (4), psccмolToEEofi в
ощflдtIном lФугв, доrýrскsD4 анаJIЕппоское trродоJпоЕlо по t как
собствонЕнв чцслs 9тot ввдsчя в обл8стц o(t):

l.(t) = |ltl2l}.
Творма докаэsЕ8.

Дэтюр благодарцт Л.3sJьцrавs ц Ф.Oльвор за 1жвзяяцо Еs фр
мулу (12), К.Ьрнстоftа вs обсуцдоlця.
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