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зддАIи olпllл[АJlъшOгo IIЕрапщшия !дссш tи пOвЕркнOсlЕ(
и связАнншв с ни}rи Фнщ{и лш]цпдц

Ю.П.&lадпшров

Изучагтся вопрсн, смзаЕнце с восстаяовJIеЕпвш (ftrrпuцй JIш-
шшlа Ео лЕЕп,ям Tolca Еа цовеIхностtк с BryTpoHEofi шетрпкоfi. По-
.ryчеЕЕне рзушmтн прхшеЕmтся для постро€Ехя оптпrвлыпtк п0-
репr€щеЕпй шsссц в 9адаче [4овпа _ Канторовпча. Рассштрпваmся
кOшrр€тнце прдмоIж.

ýI. ПрдварцтельЕцв сведопrя о задаqо
опмlЕлъво}о пеIЕirещ8Еtrа lвссц

Пусть на спстоше.Ф борелевскпх !frовоств сеЕарабалъвоIэ
uотIЕческого простIввства .Х с нвтрпкоfi z задаяц коночяне
tlopн Иi с кошЕактвнuЕ ЕосIтелля S,:sЧр?;,i= 1,2 , Ерпче!,

ц,(Х'r: q"(Х\>0 ^ . Введеллв рассмотренrе сешейство {
оiроделвЙп .sа !3' = ,Ф l J3 Ееотрпцател}Еlцх С -qд.щтввrппr
по каtдоrry арIтlвЕtт {уЕgч[fi (перешещввпfi) { . Слqдrmщm за-
д8w прЕЕято ваэнв€lтъ зад8чей оптЕIlЕлъЕого перешOщен!я м8ссн
плх зqдачеЯ Моtла - IЬнторвпча Е,Д.

ЦДАЦ I.I. В шEoп'ecтBe доryстчrrЕх trерешощоlшfi

Yп,пr: {rycvly(e,I) : чr{е1, y(X,e\:.lz(eJ, ее al
наfilЦ оптпrальЕо€ Ееромецоппо, для котоIюго достппает мпЕп}ry-
raa велlвЕ8

Т{|у\
3аrcтшl, что в ;lk*l dc,d7)

задаче инопество
да Ее ryсво. В вего входдт, ЕаtrрЕшер, Фвкщя
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Известно E-d, qго задача I.I всетда разрешима. Допустпмое
ПеРеМеЩеПИе У € V{*, в том п только в том сJryчае ЕJцется
оптпмальншir еслu найется так назшваемая погев4dшьпая функ-
Цr.Я !.l, ' S:5, |l Sr- R , удовдетворяюlлsя следующему услоэJ,ttr.

I.I. IIри любшс a,tl € S sвподмется неравенетво

ч(trl - ч(п) < N(о,у), (i.I)
пвЕIIем

ll,(tp - U(а\ - Ъ(О,У,), (I.2)

еслr Еара (о, l/\ принадJIешш носЕте,ш sчРУ переме-
щения { . О

0боэначим чере_з Е* , fд€ cl > О , мноаесtво всех
опродолевнш( на б мер И с компаtýгкь!fiш восmелями, для кото-
рж f (l) *"с . Неотрзчательная функцпя

рп,z(V,,92\ : пiп{гr(YllV , Vч,п,l , V,, rfrс Q",

явrиется метршкоft на мноIеств" Q*- . iлу метршку прЕЕrго
назнватъ метрякоfi Канторовпча - foбпtплтейн" [3-fl. Заметиiи,
что прЕ мб:шl- в,р>0 хмек}т место равенства

Q*-а\= \uсrl,r с Чl; r!цп,:чV'?: {;,у lцс Vg g J ,

Р,,,19Ч,,V2) :Пfh,t(!, У), {/,, Vr' Ф*.

Следовательно, Есходвве мерн У, п V. в задаче I.I мошо
внбпрать пз мвсЕества ч .'полохим1 /ъ: /r,z.

Допустпд теперъ, что для Фг]rрtrрушlдх в задаqе I.I мер %
н l|, lшeeT место вераэевство Е2U\ >Ч(Х): / . В этом слJвае
вознЕкает следrщая акстремальвая зада!а.

3АДАIIА 1.2. В мвоаестве

?nn'- |Е,Ч!qеlа Vr{е), ес _в!
Наfiтп оптшrаJ[ьшгD меру, ди которой достпгает шЕrrryша велпlшва
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?,о(Ч't : f"rq,,ч|,
В зялрче r.2 всегда слцествует ршение 'ti Lэ), харахЕе-

рпsущееся вд,шчЕеш пермещевпя У' Yn,,r; п фувкlщ ц: S- R ,

дm вогорюt яарау с условпем I.I э8IIоJ!мется следпilцее условие.
I.2. Прч Мш, а < slqP V; g, 

У е slЦFt7z- с7') пмеет !iec_
то веравеЕство ш@l < u(?r.

3адача I.2 вляется. залдчеft ЕадJl]гtппего прп6.шхевпя мерн {,
мерамх пз мншества fИ' в метрЕке I(анторвшча _ foбиштеfiна.
Полоmr

?"(ч,Ч9\ : пiп t"po, ч,, thl t| c E:' \,

ý2. Цеобходдrше сведеЕЕя Ез вшЕревЕеfi геоlrетдшlп

Рассмотрш коЕечношервое простравс,"о АО с евRJIхдовоf,, шет-

рхкоfi ?о . Крпвоfi Гп ц , соеддвяшцеfi тотtц а 
" 3 uэ R|

ltаэоЕвн обраэ эаlпtнутогЬ отрезка LФr6J С 
^ 

прп tlЪпреръввоrr
отобралеягrr V: [О,6] -АО, лля коворого 

'(О) 
=а, .лG\: у,

Олобраrеяпе ' Ерп атом ваэьвается парл{етршзаrgеfi крпвоfi

f"п , lгочtq о в * - IФшlа!r! крюii. Кршвая t"ч вазш-
вае{ся спрпrляеrrоЁ, dс.ш веJIЕIIЕна (ддвв крпэоfi) 4

S":пф =*r lf-"SvQj,v6r))la:to,t,'=t^= а, п е il J

конечна.
Вцде.шr 

" 
R'О ,"**оре liвolecTBo Х . Для точек ,П 1 

У.пз Х черэ li, обоэвашr ивоIество сItрrlt ляеuЕх прrЕь[х

гпп , которчd целпком леЕат в Х . Ьуоa" прдполаrать, tlтo

i-"оrrяетс" метIuчесIш связнш{, т.е. прд ffiм, С в ? пзХ
rrншество {r,, ве пусто. Ьедем в рассмоIреше фупкfu,.

ъ;с,ф- tn|{S"t6"nltt ye ЦJ,л,tе Х.
Эта фувкlшя удовJIетвOряет эсеи аксЕошам метрпкп х назнвается
эвутрнвей uетрпкой uвоlества ,Х

Новая шетршка С, ЕозволrIет пзilерmь ддхнн S'r(trее\
црпвю( fo, , леfацпх ъ l . Такое пзчервпе не прiiволfiг к
яоЕФщr рез}льтагу. 0казьваепся, llтo s?.( tr): sr!tr"),

Крпвая Г* с G" вазЕвается кртчайrпёй, еслЙ з! { 6r; =
- Ъх(лr|2) '. Крdтчайшlдю, соедtrвшцJrп точrq .8 l -f ,'6улем
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обозвачать черз ;ц . 3лlетlпl, tгто в проЕвэольвом метIЕчес-
м связвом мпшествео Х с Rо ве всяtЕе дэо точкп !rФшо со€лд-
ппть кратчаfuеfi. С шlугой сторовп, rroEBT с.цгшться, !по две
давяъ.е аочI(' 3
чаfufiхi в Taкot{

\yL gз

рrryчае
Х мqЕво соsддвЕть нескоЕыquЕ прsт-

Е будет обозвачатэ .mбуп Ез g[пх

задвЕее Ее оговодюво trртtrввое.пратqаf,пчц, ecJm ЕоJIьво
}Ъ определешя кдвтчяЧдпх вьпгеЕашл следrшше пх cBof,cTBa:
2.I. Всffqf, опреэок крат.иfoеfi есть кратчай!qя.
2.2. Лм того чтобн пImчаfuо rГr ч Гу обра9овьва.ш

вместе вратчаfiшryт q , веобходшо д достатЬчво, чтобЕ

cx(a,L', + Nx(L,yl) : Lx(o,?) .

2. 3. Кратчяtшая гоrешодфва шряrо,швеfiяФry отревцr.
2.4. Ec.lm ЕосдедоЕ8тапьноеть кратчяtЬшх сходдтся, то ее

предел естъ к;lатчаfoая.
Ввqдем так Еазнваемое f?,Ф усдовпе венаJlегашя праптаtfuлк:

еслп двелкрама*п*е fy s ýt, совЕадsl}т Еа веЕогорош ог-
резке Iln , то одва trз шJ( содеIшптся в дlугоft. Прш условш
ЕеваJIегавЕ'I д[я Евапrrвого двсполоrеЕЕя дв}гх ц)атчаfiшх могуs
бъпь то.шко следшlше юзмойЕоdгп: а) онп не пuеDт обшшх точек;
6)онп пмвют TolIDKo одry общrр тотry;э)оlш llюЕI топько дв€ обпшб
Totп(E, tr тогда этЕ тоqlg с}Fгь D( кошш; г) одва Iз Ервтчайшщх
содеIБхтся в дцrгоfi; д) ц)sтчаfuе совЕадаш на ЕекоIоIюli отрз.
ке, одЕЕli копцо0, коsорого явltяется ковец одвоfi кратчяйшей, а
др}тш Rовцо!{ - коЕец шутоfi пратчаfuеt.

3аметпrд, lпо есдЕ lrетIЕчесlq связвое мнопество У/ содеIЕпт-
ся в l , то для его вшпгреввеft шетрпш Nл сцравелJIЕвЕ Ее-
р]авввства

N/д,tr) < No(a,r), а, r еИ. (2.I)
l[всестю И с Х вдзdвеrr вЕпуклш (в оrнсло lrеlрдlЕ Zx ),
ес.lш шбне дDе еrо Tolltg I(Ево соелдвЕть кратчаЯшеfi, цеJшкФa
леядцеfi s И . Ввутрввяя шетдшка N|,| вщ8доrо швоIвclIЕа
ИС Х , очевщ,во, удовд€творяет paвeнcтBali

zxL,?): ъне,у.,,,L,r€И, Q.2)
фобут роJIь в геошетIЕх Ерарт так вазlвае!{не дэпrервне

rrsогообразsя с вцrтреввеf, четрпкоt t?,fl. Ьrушьр обдастЕ э
дв]п{ервоtд rrвоlооOразш с вшmрецвеfr шетрrкоft прп усдовпr вева-
легаЕtrя прагчаf,шш:t обдqдапЕ рqдош cBotcTEr 8}lшогпчвцх своfiст-
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Bsli вЕIrумю( областеfi ва Iцоскостr. Кацдая точка лFуreрвого
мпозооdр8зЕя с BByTpeBBefi метрпкоt, в Rоýороч вшIолЕяотся усло-
впе вепаJlеганпя кратча.f,швх, Емеет сколь угодно магут оцрестностъ
в вЕде эшIуluого мЕопо]rголъвЕха. Тово.погш такого мнотообра,зпя,
trпдrщрваввgе евtuшдовоt метряrtой Есходвото Еростравства Е
эвугрнней метрпкоЁ мноrообразtrя, совпадарI.

Нетрввпвьвшr дрrмерш двушерного мвогообразrя с BByTpeBBefi.
MeTIшKofit в когорt вшIолвяегся условше яеныtегаЕпя кратчs.йшш(t

rlвJlяЕгся вндуttдвя поверхность [Z]. Дрlгплt trрЕмером такого цЕого-
образЕя мо8ет еJцr88зь регулярнм (двщдн вепрернвво лдферен-
rшруемая) поверхность fЭ]. Эшетпм, что ввlrгрнвrп геофrец)Ея

тладIgх (п Telr более неаладrшс) воверхRостей обjIцдает р,ш,ом
.особеввостеfi. 0два пз впх ааключается в тФt! IIто Е& такuх Ео-
верхЕостях лiогуr срrcс8вовать тOчкl, через которне не прходдт
пЕкакая к5lатча.йпая. Кдше того, ва ]rказавнъaх доверхЕостях мо-
тут существовать точIg| аз ксгорЕк в некогоръц яаправrIенЕях ве

всходrп EtrItalge кратчаfuле Р].
Более подюбuо о свойствФ( эв}тревнеfi метршш см. э P-fl.

ý3. Фушtlщ jIппшца

Цусть (Х,t) - цетрпrIеское простраЕстэо п Lipr(X,t\
класс фвкlпft tl,: Х * /R, , удошIетворяIЕцх цш lшбюr -z а у
шв Л RеравеЕстЕу (I.I). Сразу заметЕм, tпIо неравеяство (I.I1
пз сооdрвrевпfi споlетрш paBBocEJБBo вераэенству lu(У)- u@)l <
1'L(8,/) . прпведеш прстоt@ чршrер Фшtщ Ез рассд{ац)Евао-

Iою масса.
пРгДlOшЕНиЕ 3.I. Д л я

ш Е о r е с т в а Ис х

|.L@): ъ(а,И)= iпN|uп,уllус И ], е € i,

лпбого веЕустото
фувкцпя

прЕяаддеItrт классу L
ДOltДЗАТЕ[ЬgrВ0. Внбереш проЕзвоJБво

дадлякацдоrо Z€И вмеем

ip,( Х,ъ)
еву цз Х . Тог-

л?|:I,v,lh * 
"r 

y,L,t < I,L\pt 1,@,z) ,

оrсцда

UЧ'l < N(4,,l/,) t C(1,1tl)= Nе,У) + ll,(П) ,

,.е. Е{еЕl uесто ввравовство (I.I). Предлоrенпе 3.I допазаяо.
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Нетруа,во вц,деть, чго еслп фувкщ$ ltr,ЦоrЦ" ц!ЕвадJIеrат
Rtlaccy Lipr( Х,ъ) . то Фувкщп 7,t: Фu. + 

-6 g' tt^: (.,|-Т\lLol 
Щ,,

tде 0,rб, n ёll ,la|4,1 , 0- 2<,| , такве прЕваддеаат

ЕгOму массу.
Пу.r" Й -векотореполлвохество Х . Сlвевяе Z,|мrп

iDупкl.Eп N ва MBoIecTBo И ' /vl яэляется, естес!вевво, шет-

рrкоfi ва Д . Соответствутщее метрцчесЕое щюстраЕство в дапь
BefueM обозвачается черз (И,ъ\ . Есд u е LiП(Х,l) , !о
суrеЕпе ll=Чи фувкщ И R8 riвшестsо И , очеrцдво, пдш-
Еадле8хт Ц'ir',{И,t) . Ворво Е об!атЕое утверцдеЕrе EO,Tf,.

пРРдДOffшlиЕ з.2. Е с л п ?/е Liр,(Иrъ\, т о в а fi -
дется фувRцЕяи€LiРrЦrъ) , для ко-
Topofr Оlц:l!.

Вндешrд теЕерь lrетрхчесIg связвое мншество Х С Rn 
"внутреявеi метдшкоfi 1: ах . 3arreтпel, что осдЕ мец)тtlесlц

связвое мgоЕество ,И содеIЬся в l , то ва осЕовавЕи вера-
эеястэ (2.I) gщ6зедJIаво вRпDчеЕЕе

Lip,U,l,zi) с Lip,( И,ъч),

Прrчем, всм И зшу&ltо (в шшсле метрвlц Lx ), то дв ра-
веЕстЕ (2.2) вьгекаeт, т!о

Liр.,(И,ъ) : Liy(И,ъп),
hM Lt,c Liр,(Хrzr1 , ю, каr }те отшечлIосъ,?/=4м с
(Liп(И,zxl' д'теrl Оiдее ?le Lip,(,И.,t) . В мцеrr случае,
очевцдво,"ве л.пя лпбого аС LiРr?lrЪ") шошо паfiтп фувкщ
tt eliPr(Xrt,r\ , дJIя поторt ШIм :1/ . 0двако, есм И
вшщrмо (з оiдrсле шетрЕRп 1х ), то пяцдая фувкщя
Ue L|P.(M,ZM\ обладает укававЕц, продоJБевЕех; grо прдол-
teвEe, вообще говоIя, Ее одвоэвачЕо.

ПРЩЛ[OШЕШИЕЗ.3. IIредilолоtЕ!l , ч!о вш-
ýодвеЕц следупщхе условЕя: а)шво-
toc!Bo Л вчцукло (в сшвсле !aет-
рЕ8Е Lx ); б) X:r{oUX, ,где ,\, ,Х,
заrпвутне подllЕOrеOтва IIросrраЕ_
с т в а (l,ъr) ..;л э) Ur€ bip,(lozr'), i=1,2 i il ц{а1-:ur(Ф) л х,ч абхlп Х2 . Т о г-д а ф у в к ц Е я
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Ц(а\:
t

tL/.gr, о€ Х,!,

l,Ь2(Ф''l , О€Х ,

дрl падлеIIт кдас су Lip,(X,lr\.
ДOtЦЗАlВ[ЬgВO. Ес.ш о u | пIввадJIе88т одЕоrцr пз швоIеств

Х, пм Хо , то Ееравевство (i.I). очевцдно, вЕподняется.
IIусть 4 €7r\ Х2, у € Х2\Х,| . Из условпя BHцyKJIocTц мноаества
Д вцТекает, то суцестэует кратчаftпая ау , целпком де-

цащая Е Х . Тал tiaк мноаество Xz. заrаrtвутЬ, то швоtrестЕо

\rXr:X\Xz огкръrло в пдюстрtiвстэе (XrLx) . Эдо озна-
чает, что в tшсловоii ЕрошецrтЕе (0,, Nrл,Lи1 ваf,дется та-
кое 4 , что,lпоdоfi оlрезоп €Z- - 

кр"тОчаИчей €q. прп
х(а,2,\ < € не хмеет об,цrс точек с l, . IIусть"6, - папбош-

шее пз чпсел ё , Jцов,Iетворщ, эsощr условuю. &6ероа .Zo 6
< €r l дIя ЕсIорото L(I,Л) = €о . Тогда в сплу зампвутЬтп
швовёств I, л Х, точка Оо щдаад.пе*дт персечевЕю Х, П Х2 .

Следоэательво, ll(Фo\-lln(Co\: Цr(ftо\ . фсцда на осЕоваЕЕr
своЁств 2.| п 2,2 trоJýваем

u ( 

у) - tL @\ : Ltu yl - а еР а frи cs - tl,t oil : Гшl t\ - lr2o\ +

+ Lu,rcao1-11,1@l < Lхrcо,? + lх(ц\\- ,l,x(э,yi,).

Ио заверает доааЕ}ательетво цредло8евпя 3.З.
IЬцдая фувк,8я Ш С_ L[h ( X,'tx) пороцдает на Х Еl]

частпчнй поряцоЕ: atY в Tori п только в том слJвае, когда
ди шрн (з,ч, шrеет liecTo равевство (I.2). Перевслпr прс-
теf,шпе своfiстЬ введепЕото порщ,вд.

З.I. Ec.lшJ {У , Ч - вепоторsя крат.чаf,ппая, то дIя
.lшбого Ъ е Ф .hрав"д,,пв, веtвэевства ,n <ЦL <*ц,

Деf,стввтеЙЕоr все!да пшерт шесто веравевства (l

(дl,\-lмс', < Lx(a,L), ц t/, _ шо < ?.х( 7., yl,).

С дргоf, сторовн, так кав r < ОИ , то пэ сво!ств 2.I s 2.2
BHTeI€eT равевство 1lr@,f,\:а1{,ъ\ + I.x(L, У) Е, следовазельво,

Паrl-соо|+Глllр-ur|:tцр-ца,l*L1(I,$|)-Nул,L\+LхQ,,?),
iво возмшво в тош х тольпо в тоll с.ryчаo, когдв
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tцt,r- |це\ - 7, x(r,z,), лtr, - шQ) :,l,x(z,y\.

Q.2. Ес;ш пiъtу " fu,Е - векогорше вршчаfi!де,
то..fъufrL ,Iвпяется"кратчаlhшеf,l соелдншtеfi sочлш, а, в 

у!.ЛвйствптеЙно.

"/',trl 
: tЦ3|,' - tr{,pl : Гlцzl - u,t niJ t

+ Сlлr^- tL(r,fl = N 

^(а,2,) 

+,l, х( 
1", tt\ .

IIа освованш своЁства 2.2 *о tr озвачает, тrо .ЙUГу явпя-
ется кртчаfuеi, со€лдЕ.шrдей вочш Э п t}

3.3. Iр@к отношеяця : ваввулi юм *.{у" л4я
всех к € N ц Пъх(оr,л):!*"/У,,У)-0 : ТО О*'У,

Действшешво,

t ( 

у) - lL@) - h|л tr 
l - tlta"l : 

Р_Lх 
( Q, /,\ 

: Lл @, ? \ .

3.4. Ес;ш &.*ц(ц.По\,Iд{l):с,а"@,,ц)= €, tоu. tоП
ПВо,,о,е,l:Ф , tдЬ ou,-tel:{{cllu,tLl=oe] _ чодвъй
профаз тоlпg с, а Вzr(аri): |ъсХlцсаrъ1< €l - отпрмd
шарсценЕроt з рцдуса б.

Деfiствmешвоl ддя лобого Ъ С бt1cl IIееш

Nr(ЛrЪ1 >UQ,\-U(L\: Ш(УD-Ц/Сr- Zr(l,Y1: 6,

т.е. ъd В- l

предiооо#,
(аrе).
, tпо ilвolecTBo Х вшJпgпо (в сшнсле MeTpEIg

1^ ) д в веш вшполЕяется услоЕше вевадегавЕя кратчяttтпrт. В
aтoli случае пз свой,ств 2.I-2.4, 3.I-З.3 вьпеЕа8т, rпо для Eal_
доf, парн а <* ? точек пs l суцествует шавсrшадьЕоо Ео
вILшчеЕхD .шпеftьупорщочевцое uвоtество, содерrацее аrЕ TotIKE.
ltrаксшальвъю по вмшIеtцD лпвейво_зпорщочепвце чншества, от-
Еечапдде Фушtщ ne ЦР (X,tr\, Еазовеu дIЕЕш тоЕа
эгоЁ фуuкщп. }Ь цредьцушщх рассЕдевЕfi сдедrе?, то впцдая
лIЕпlI тоsа явпяетоя полдrвовествоr z{ одвого lз след/шIвх тЕ-
пов: а) точкоfi; б) заlпвуrrш Еацроцдggrъпr сгрезкш{ кратчаf,шеfi;
в) ваrшпутпr ващ)авJlевп}еi Олlвош', тое. uнotecтBoll, Езошеrрч-
вьп, цpoMeIyTKr, [Q t-) ; т) пащlавленвоf, "пряlоfiП, т.е.
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мвйествOli, Евомец)шlнrпr веществевноfi пряоfi.
М взад,tпото расдодоtеяrя дЕгх .шнпй токв могут бtпъ

сдед/шцдо эозмqlвостЕ: а) овц не ЕмехЕ обшх точек; б) опtr
ЕШеI}Т ТОдъко одву обtдуш TotIKy Е тогда 9!а точка валпценъщfi
(наrбшrьffi) элемевт каддой Еа вЕ(; в) овв xlrepт только две
обще тоq(I r тогда одва rз э8пк точек явJI,Iется gапяеньцIЕ!i,

а другая - надбодъш8м адемеЕтош вацдоfi Ез 9тЕк лтнпfi том.
IIусть Л/С Х s 1l€ /liР,(И,ъr) . Шакспrалъвне trо

вклпчеЕID лпвеtво-упов.цочеввне шпоtества, отвечяпцrде фувrчцш
И , естествевво Еазвать лЕЕIяшЕ'том ?/ . Как оItл€чаIось в

пIвдlоsевхЕ 3.2, в Li\(Х,Ъr'l вовIда наfiдется тапая фувв-
щя U , чtо Ф|р* U . Прв атом, очевцдЕоl ваддм дхвtrJI

тока фувкrрrп Т являе?ся персечевIем векоторfi дЕяIх тока
функщИ сшноIестъо* И

Рассrrотдиш теперь пекоторе MeTprtIecKE свявЕое мповество

У С R^ с DЕутрвЕЕеil метрпкой 7.у . IIреддолшшr, что ttpo-
странства (X,'t,r) а (YrЪr\ пзошетрдчвн Е ryсть |: Х*
*Y - некоrовая дзоilетIшя. Тотда, как л€гЕо вцдеть, кпасс
Liрп{t,Zr,\ состодт rэ фуrпtФ ll эsд8 ?/" / , гд€
Ue LiPr'( Y,zr) . [pore того,

л <n ц а* f r.аl ="!tyl.
Следовате.ь"о, -# тока фу"*й 

0U, 
е Li|(l,Lr\ цеIЕход.m

прп отобрsЕеш l в лпвЕп тока соогЕетствзтцеЁ фувпщ
ц:tl"|-lс LiT(Y,zу),

ý4. Восстаяов,IеЕЕе ФвfiItrй JIдшшrц Ео дпЕл. том

ПрФеша восстаRовлевпя фув:gшfi Лвtтпtпца по лf,Епlýa toкa
врдставJIяет самостояrе.lввd Еатерес Е т8сно связаЕа с постре-
вхеш тав назцваещц lлкспшальнц, Фш(Ф JrEttItTцp (crr. flfl, а
Tarco [2,I3]). М зqда,ц одгш,lsдьвого ЕеремещеЕlя uассн sта
проблеrrа, ýporre того, Емеет Е прпRtrадвов 8Е8qевЕе [Orra,rfl.

IVстъ i/ - оlвръпое внщrкдое (в сuъюде швц)llш N - L, )

додrвсество Х . Рассrдотрш в Х сечеf,ство Xz, *швЙ /
пtоалеrворщ усдовпях:

4.I. IЬrдая IФпвsя l е ts, разбrэает вяцllт8Еlо М
швоrества l Еа две кфaцоЕеЕ!н.
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4.2. Через кдцдJm тоqку е е И llроходдт едtrRстЕевная
кIйЕая С= С. a tхи

4.3. Еслп а,у ё'СП М , то оЕрезок крцвоt / , соедд-
пшдиfi точкп .2 й у , явJuIется кратчаftпеf,.

,4.4. На калдоfi-цlпвоfi е. е tt" внбвапо Еаправ,IеýЕе

Ерп всех кеМ s !t|zrco",ar:ltntriy,,yl!0 ,,о i=o"|.
тЕOРшrд4.I. Есдв отЕрнт о е ЕЕ пуклое

(в смнс'ле IeT9s\B l-x ) мпоаество
lrlCX изоriотрпчно некотороЙ ре-
гулярноf, (дваrдц неЕрерЕвно
дЕфферевцrвуецоft ) поверхпостЕ
?с.R3 с BEyTpeBBefi меsрпкой ?р,
то для лпбого cBMef,cTBu Ьн lс,рЕ-
вЕх ъ Х rудовлетворяюцlдх усло-
вЕям_ 4.I-4.4, в аfi д е т с я Фу нк цg я UС
аЬih(Иrхх') l для ЕотороЁ замкЕутне
лIнеf,jо-упорядочевнЕе мноrества
dс:СПИrtе!r", являDtся л!пЕямЕ тока.

дШ{ДЗАТЕIIЪСТВO. Пустъ t : И - ? - Еексгорм rзо!rетджя:

Nх(r,у)=h,r,?|-ъо.!1,1l,tlц\, л,уlсИ, 
ъс

на швопеств"х h': |((ПИ), CeXvn , введ8ш IIорfl,ок <" ,
попагая е

P"l!|cp + о <ef,, te !rn, а,ус (
Посцровr свачала Фкщ 1' € LiP"(!, z.)
дхвейво-уЕорfl,очепвце швшества h', ( Z &n
Евrпш тока.

пм
, дIlя потороfi
, явяяЕrся лп_

3аметпм, tпo ecJIr черsв точку / поверхво"r, 9 по все-
возilоЕвв, ЕаIIравIIеЕЕя!, провесrп геодезшlескве (локальво к9ат-
чаfiп*е) лЕвх, ш оrлоfпть Еа Ецх, Еаlltrвая сtг TotlKE Р t дJту
раэвоfi длчýЕ, то ковlщ uгдх дЕ образу,ш так Еазшваеlqm геOде-
зпII€скуl} окр]ввосаь, коаор8я ороrона.[ъ ва атдш геодеsrtlасrцrr
[SJ. ь осuоваЕЕ! своflстэа 3.4 это озвач8ет, rпo дЕЕаЕ п)овЕя
Фупшщ t/ долfЕц бrпь оротовальЕц соогветствущч Epxвtп{
hе, е е .bn,

3а@спруеш ЕDоЕэвольво тоwq РоС 9 . lЪ условпf,
4.I-4.3 вштемеl tсu. tg] ), то через шу точку цроходд8 пеко-
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тор8я 9лементарная гладкsя крЕв9я |^ , ортогонаJБн8я кривнм
hi С ё J*, . Пусть Г- !J_Ц , r.де через Ц обозначена
крtмя rtU , сод"двrщаЁ'{оЙq, р . Так как на поверхяоетп Р
вgпоп}иется условпе ЕевалеганIlя Kpaтcaltmц, то Г - вшrукдое
(в смrслв метрпкд lФ ) шlожество. Кривая /^ раэбпвает lulнo_

пеСТВо Г ва две свЪзвне компонентн С " Ц Ta1aet tпo

Цu Ц:Г; Сп С*tr, рrq,gсhrп |*р!rg,
првIЕм последgяя иttЕшикаLия возмФrна ФIsтqдsIя условпю 4.4.
IIолmпм

U(p):(-.lf аФ(р, Р, р€q, i=/,2.
Из лредлохенпfi 3.I п 3.3 с.педуот, lпо tе LiРо(Г, Z) .

Провершм, тIо лgнейво-упорядоченнно шво8ествs hr, р €Г,
явпrmтся лпgпя}fi Toloa Мцtrl ?Г . Прецпе всего покЫем, что
аслп р€Г,2еh, п

NТ(?,'P, . sч |z*cg,,p'l|p'6 tr }, (4.I)

то

l,E(q,,P):1,*(|,f), (4.2)

Деfiстптельноl предпоJIойпм, что 1,Е(?,Р)> ZрЧ,tr) . Тотдq
ва основанlп норавенства (4.I) с}4цоствует точкв Р € [,t tpJ,
для lсотороfl аа(q,rРr):Ъ(?rp . 38ацт, кратчаfiшая /n/ ор-
тотональна квiвоfi Г . С двугоf стоIюнн, крпмя llp, таIйе
оgгогоншы{а крпвоfi |' . Тамш обрааФr, из точкц q в од-
ном ц том ,е напрашенпп вцхоJшт двв кратФ.iiщпе, а ато црФтЕ_
вореqхт ycJloBпD вевалеtанпя кIЕтчаfiщх. Следователъно, равен-
ство (4.2) спрв8длаво.

0бознаwrа

/r;: \9ehrlrocg,p) < €}, €, 0, р е г
нетWдво впдетъ, ,rо h'i - h'; прв €п < €, , h;У!"i,r,r
Внdерем теперь пропэвоjIъво rоча рrrР2€,Г, & / Pz , п лусtъ
tпр, - &7га крлвоft |^ , соелпнйwя Рrо Pz: П2 предьщлце-

го заlrоttrнrя вцтекает, то наfцется тsкоо -ёоrU , для ко-
юрого нвправJtвннце крйвшо h'"', Р е йп , яшйтся огре9камп
лл{пй тока Фнкшп U . БollBb того, осiи.крпвне hi'rРефrrr,
явrlfi)тся огрезкамп лпrпrfi Tortа Фнцдп 2Г , то прfr нокот-офЪ
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€r, ёп таковнrд dудут п крпвн€ h'j, eu й,о. . Двдее,
из своfiства 3.3 внтекает, что еслп прв лобоu е'<'ез крtrвцs
h7, р€й,п'явJяются огIвзкашЕ JшЕдf, тош Фшцдд zr , Ео

таковцмп. 9уryт п крпвне hi' , р € Ф,рr. Шз прrвалешrцI своfiств
кршвшх hir, р. Ф,rr, слбдrот, чтсi-лднеfiно-уItорядоч€ннне
MEoliecTBа hr, Рa [пр, , являDтся лпlпяtп тока U , а т8к ка8
точI0r пrрэ€ г. вдбрIf,r проЕэвоJБЕо, то TaKoBHllп явrIя)тся
все шнФпествs ho, ре Г

}iTBK, qщпсц'я И опроделена Еа внryfiJIом lяоrествв Г ,
когорое, вообще говоря, ао совпадsет с ? . Cxolя IlрдодI€Епя
dупкщп аr на мЕо[оство ? следпOщgя. Продпопохпм, что И оп-
рдедввs ва вщгs;Еом lвoaecтBo F С Р , которе вшесте с
кахдой своofi тощоfi р содешдт крдвJФ ho , прцчоl, F * Р.
Еалп tr ве являотся заtлбутцм в простIвЕсЬв (Q, z*) , то
Еа его заlлttашв F ФгgкIЕя И прдо.lш,аотся Ппо неврерrвности".
IIрелдоэrщиш твпорь, что Д - ssмкýутое мЕФ€сгво. Внбе;lем точ-
,ry qо€ ? , которЕlя явцяется грвпwоfi дм F,. ТоrЕ,а, как
Е BHIцe, пз % вцодпт нексхгорая гладкая кIжвая 

'^ 
, располо-

rеЕЕая в ф\| Е оIугоговsлыIая крйвнu l.i t е ".&, . Рассrютрвu
внпукдоо tffщocтBo Г': Нr,hr_.. Кр:рял' взОчэает хЕФ,оство
Г'ва дво связЕше коlшоfбtш'Q'п f,'TaKпo, что

С u f,':r', Г'п f,':6'i р, С: ? € ЬрП Г' о р !r?,
Так как товtа fu ярпнамсдtпт чвоrеству Д , то эffiФщв а(rо\
оцIвдбдоЕо. Полшпч

?/(р\ - ачо\ +F | )J N\P,rt, р с С: i = l, 2 .

Как ! вшпе, сlгtевпе ?,r/,-, Фуштtвп И на ln1or,oa""o Г'ороад_
л€ппт кдассу LiP,( Г', iр) в .шяеfiво-уторщ,очеЕЕце uЕоЕост-
ъа hр, Р С r , вляотся ое лЕнЕяlЁЕ тока. Кроuо того, ившест-
во F U Г' BBryKJIo (в сшсле к,трЕЕЕ Qa ), а rшoBecTBa
F s Г' зst{кryтц в trротравствв (FU Гi'Ъr) . СледоватвлD-
Ео, Ео ЕрадлоJiеЕЕп 3.3 ffшсця ?/ Ерпuадлетят массу
Liрr{FVГ',Nr) . Умзапшоr спосоdош, очовIдЕо, Wщя ?/
uшвт бнть пЙо.щевв Еа вс€ шшество Р .

0прелолпu тоЕорь Фшщп u : И * R, , Еолдгая ц(а\ =:u$toll , е€ м . Тогда, отовцдцо, шоDт шбсто сооlвоlпоýlя
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uJ( F - u,@) : u( kyi - ч(rэr) < ъпt |rп,tr yil : N 
l,( Ь t), э, у 

е И ;

tдf,| - сь0,) : ^l, х@, у) э 1/ф 
у D_ trф oil - ъ * 

( 
f со, tt yi.

IIа зашrtавп. Л **""тъа И Фшшя 14 прлоша8тся "по не-
Ереднвностш". В спл5r пострепй u,e Lip,(N{,z^) и_, Едомо того,
за!{кЕутце Jшнейно-уtrорядоченЕне мноrествs' d, : а П П, С е tvr,
явrIяDтся ляЕпямп том (Шкщrr cr, . Теореш 4. I доказана.

Замвтим, tпo пз усдовдя 4.I внтемет следуDщsе условЕе:
4.I.I. }hопество / не содеFдт ко8цов крпвж ( е Ьн.

Условпе 4.I.I не рsвllоспльпо условпю 4.I. Еа реIулярвнх !овврх-
востях MoIyT с]цествоватъ вшrп<лне (в сrпrсле вlтутрmеfi метрп-
юr) rшохества И п семеfiствs крхвкх Хrи , удовлетворлOtlщо
условпю 4.I.I я Ее удовJIетворmще условЕп 4.I. М ?акЕх се-
меЙств !уи теорема 4.I, вообще гово;я, Ео пмеет места.
Чтобн убелиться в этом, рвссмогрйм сле.щпOпшfi прямер. Пусть

Х - |СS, 2,а) е /RЭ|{п ?': l, 1€ R l.
За@кспруем в Х однопарsметрЕtlвсков сеIdsйство Jr={l"lO< а-*П)
вЕнтовшr ,lшнпй:

|: ша(f+"r) , ?: siпG+a\, C:t ; t с R,.

}Ia кахдоf, лдввп е е Ь введем порядок, ЕоJlагая

(f,, !r, в,) <€ сУr, ?r,,4) ^ Cl< 12.

лшtии l е t fIвляптся в Д геодездческдшп. ЗаtIлкспIуем
wсло f,о е (О"ltr' . Тогда прп f, е ЕOrtJ соответствушше
отрезкп d, lr.tr;fr С е Iy явJцются кртчаlfrIимп в Х . Вцдаrдш
теперь в Д подrяqество

//: t(|, ?,4lе,Х l о. c.t"\,
которое, оqовцдво, явJUIется оп(ртцм п вщкJlцм (в сlлсле мет-
рЕ(п lx ). Семейство lrn=trt нащ)аIмвЕgцх вrптовшх лпнпfi

удошетворяет умовm 4.I.I 4.2-4.4 и не удовrIе?Еоряет yc,Io_
вию 4.I. ПottBIeM, что заriкцrтче яаЕраЕrtвнЕце отIюзкп. фr(rIr,
се rioITT с,ц;Еть лrнЕяllп Bot€ Еtrкакоfi ffrкщп Ц.С.Ь;р|(М,7r\,
Деfi стштелъно, IE ссi{отрпм орторонаJIьЕое с ешеfi сгво .f9- :
:\еLЭl1 <Р < tLr} впнтовtш Jпшfi :
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|:юо(s+}), 2: siп<s+,1l), 6:-s; sеfi.
Еслп прелполоfiпть! tпo Е8!rлась ФЕtll!я ШеLiп!П,Ъil , для
кmорой замкщггно направrIенЕне огрез8п d,-_еП'l4, |ely, в-
ляьтся Jпняs{п тока, то отроэм d.4= aL (l П, е'С'У , доднн
бшгъ ое лцяцщд урвня. Внберех ЕрЕвволыIо тоЕýr 4о:
:(Ьr9",о) et1 п lвcclloTpдli дв€ trоследоватблыlостЕ:

{€yril- qt,2,...l - ;шшfi тока Е lfh;*,lbo,|,2,..,3 - лtrшfi
уровпя fftпгвп и . Пусть 0о - паимЬныппй ношор, д4дItоторого
JIrЕая урвня froe;o+, _ tr8рсеЕs€т лиЕ!D том o"f, в Е8-
котовоfi тоЕ(s -z; +-у" . Так как все лхвпl тока пцой одду д
тт 8о дшIryt IЕдцrю'Тtо , то u(tоо)=СЪ(%)l?t4\€tо.
Слвдоватвлъяо,

lЛ\\ - U@о\ е lЦУt) -U(ц't:
:do+a)lttto ). 2to: Nx(oo,?) > lх(Ц,r,о\ ,

tпo Ертпэороtlпт норавеЕству (I.I).
Tooplв 4.I, кяк вотрудно вид€ть, яв,цотся обобщршем

IIв€дIфевЕя 8 яs статш [fl. Чтобш в этош у69дятъся, достs-
то!цо в каqество Х вшбрть Iшоскость Л' с евк.,идовоfi метрЕ-
Kofi Z,o

Теорев 4.r в сочетанЕя с пр€длоtоЕдеш 3.3 rюпет бштъ пр-
uOв8Е8 для Еостроонпя rlувсщl Лшшпцд Еа Еусоtцо-роIтлярЕ}п
повsgхýостя( (в часпlостш, ва мнотограЕЕвI IIовоIDшостлс).

ý5. Потеrпиадьнце Ф}шпlп п оIIтЕIJЕIлъЕш€ ЕерriоцаЕlя

В атоu Еарграф ml покфiвм, ýак по лпЕпяu тоfiа погеЕ-
цявльвоf, ФЕýцtr lюrво сгIюIтъ оЕтиItвльЕно IIорошоцеЕпJI lвccв
в зqдачg I.I.

Прдво всого заметrш, что ЕсходЕне распIlодапешя шссш tr';
в сопsIЕбелъвош uетр!рскоi{ Ерсгравстве,{ Jцоы[втворfl)т
IEBoEcTBaM с/; Gx Sr\: 0 , т.g.

{|;Gl : V;Gп S;\, ее .tJ, i=|,2 .

ЭТО Озвачавт, tlтo Еооf,толь sчРУ лDбого дошустЕюIю
Е:ееуц:шя 'tY €Yч,,|z содеIiптся в проlзводеrшп Srl S, Е,
слвдовательво,
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\/(е,е'\= у QO Sr, е'П Sr'l,, о,е'е !!.

Кроме того, для кашото а€ S, (ллш rе ý" ) всеrда
Еаf,дотся такоfi |е S, (оооiвотственяо'Д€'{ ), тто
@,у,)€su?РР .-JIалее, есдп перемечемя l|/o а 1|n прЕнадле-
a,ad шrопоству Yп.п_ , то прп шбом 1€ (0r,{) Еsрешец€-
нпе рл: Ct- l>Yo'|'5,Y такЕе пр}tвадлвrtlт этоrФr мЕопеству;
прЕ атом suррч/п-sЧрУ"U sЧр\ . 0втпвлънне ЕерФ!sщендя
в задаче I.I определmтся, вообщ€ товоря, веодtознвtно. Ес.пп

,|rо,и € Чf,,|, - оптЕмаJIьяцо перемещеЕпя, то таковым ,IвJIяется
g 1рп, Ле (0rl,) . IIа основаЕчЕ ltродлохенвя 3.2 потешцалшще

ФIfiýiдл в зqдачо I.I мопно сtптать заданчьпff на всем Ерст-
ранстве Х .

Зафксируем ноко|горне борелввскlе !/qФiвства ll;C S;ri=1,2,
д пусть { - борелввское отобрапеЕпо с областьп опредолвIIЕя

/'l, п оаiастъю звачовпfi { . Эассмотрпи С-gдцптивЕую по кffi-
доLry sрIумонтх, (чIfiglдrс

Y{€,e"l : у,(е п {1(е' п l,tr)), е,е'еД. (5.I)

Носчтелъ sЧр !/l перirвщеýпя !r| , ,в* нотрудЕр прове-
рЕть, содера!тся в эалfi{Itвнпп Ср трфшts е, с Х' mо6-
ра,кенпя f . ДвRствптельно, есJш@,N)сsчрlll , тоЛ€ 5r,

lf S, и дIя Jщбнх oкpecтHocтoi е. п еtr тоsвк' о F
спрзведливо веравевство

ylL",еу) : qlъ.п {-|rcrп Мr\) > о .

Из этого неравевства, в часпIост!, внtека€т, тго е_П{tСе"П
п lф\*Ф,_ т..,е. найетсЯ точк€l z е еLп Mt , дй косорби

|tи с еuП М2,
' ЗвмеСrш, что дJ,Iя ФIfftIEи (5.]) имеют место рsвеЕства

yrQ,х) = ч, k п |- 
| ( Н 

r)\ = ty, Q п l,t,), Ч7 $, е) : 
Е $- 

r ( е п И z)\, е е а .

Следовательно, Tl прнадлежпт доЕустЕмоW *оаесrэУ Y?rVz в
то!/t в тоJIы(о в Tol/! сJryчае, коIда

tlrQ):чfQП lrl,\,e е Д1 (5.2)

ч"G\: cl,tfl(en1,1s\,ee,A. (5.з)

Иэ равовства (5.3), как нетрудво вЕдать, внтеквет
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VrGl: tlrkП Иr\, е С0. (5.4)

На основqдии IEBeEoTB (5.Z) и (5.4) мсвно сделатъ заключепие,
чrо S;: fl1, i=lr2 . ЕслЕ, кромо того, найдотся {уrшrця
u,e Lipr(l,z\ , для которой

с <"|tcl, Lе И,п, (5.5)

то в сЕJIу своfiства 3.3 п условая оптЕlЕlльности I.I допустпдое
переrдещеЕЕе Уд бдет оЕтдr@льннм в задаsе I.I.

Прдпопоmiм теперь, что / обладаат обртнъпа борелевскгrr
отобрахенпе*. /-' . При вtшо.lшенпп равенств (5.2) и (5.4)
услоэtrе (5.5) равпосЕльво усJIовцю

tl,Gl-q/lrcп И)\,е€а, (5.6)

Из условпя (5.6) , в cBoD оtIор€дь, внтекаьт равsвстэа

ylL,е'): V/l{еп М)пе'r, е,е'е6. (5.?)

ПРЩПOШЕНИЕ5.I. Пус т ь от крЕт ш8 rrЕоr о -
ства И;-Siri=|,2, R топологх чо ское
отоб р-апё вв е r(,Иr-Ич удовле творя _

пт равопствам g.4) ц (5.6).Тогда
sчрYl: е|, (5.s)

гФ(у1\: !r.ъrо,lrаllq,(dd. (s.s)

Прц этоl, dереuещенЕе (5.7) являет-
ся оЕтпшальннш в з8даче I.I в Tol,
! только в точ случа0, когда
ваfiдется фуЕкцпя uсДiрr(Х,d , для
котороfi спрsведлЕвн норавеЕства
(5.5).

дOIшзАтвII!ств0. как омечалось вшшо, sЧРYl С ё*.
С другоfi grоронц, так пак ,( - тоЕолотtrчsсков отобраlеiпе,
то дiпя .IDбого _gС И] п лЙшх оrрствоствfi е.С lln че*_СИе
точок С ч trgу нЕоlоегво trenl П ед., .шлябтся бiрЪот-
Еостьп) точсп fiCl < И, с S, , т.о. "

!р(еr, а!,*r) - Чr( t cerl П еrr".,) > 0.
Это озвавет, что G
;;Б;;;-'х;,-,;,
(5.81 сдрФqддво.

Е sчр У4 , " 
дак как llвФocmo suррУЦ

CrC SuvP Yf . Слеловатолъцо, равевство
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Для дшсазат€лъства равеЕотвs (5.9) gрqдgтаwм Ип в видо
odb qдвнеuпя воs;встарцой trо вк.rmчонЕIo IIосл8дов€ твлъностп ком-
пактцц)с мвохеств В^, KeN . ToTla Иz явJIяотся объ€ддяеg!ом
возрастаюцеfi по вклOчовпю последовательвоgги коt пакпtцх llrEo_
хеств rС(В*),кеN. ilpш этом

L!l(S): цШt\: hv/q\,
q/ 32) : q2(М2\ - ft"_чr${В"l\.

Слодователъво,

)"url^r'^ 
:лЦlr{п,|tе)у,dd , (5.I0)

_ t"ryi: 
Ц,!,l,:*,з,у{dп,оt7) ,

Пустъ тЁперь {ei l l ; |,., ., пъ l - HBKoTopog рзбпенпв тшrо-

пества 6л , Т.е. 
lIL

e;€.Л,i=l,,..,to; Р,r;: В,) оiПе,:-.{, lti, ]
Так как /_ топо.rrогичесidЪ'отобрааеýие, rЬ irCrer-lli=l,...,пl ,
разбиониб мноп'ества {(В-) . Отспда

yр ef,tr9jl - tlr(lteiln /r{r: у2(р)= Q i fi ;

У+rc| |е; )): чrt{<еf l П Уtg; i - t1"( ! < ei l\ = qle; r, ь f ,., ., tъ,

Вбврем пропзвольно точкп *f е еlri=,l,..,,tЪ . Тотда

|rcil е {ce|l,bt,.,.п п

#у"r, l$l ц<е: 
yn:) : Ё ъ@i, { р; l)ч/+rc:, | е; l) *

11

- Еъtоi, |tril)q,Q?.
0тобра;енпе / р"*оrерно непреЁшо нs_ 8, . Знашт, для
ВСЕ(ОIЮ е >' 0 моrно укдзатъ такое 6, , Ь , tпo п;ш 

_

d,ап е! < 6|, ;: |,...,lfu. , сЕрsвqдJIдвн неравенства йМъ|СеР.
< С, i; l,...|n , rдo фu- е: glq|Uo,yltЧYeeJ _ дваJетэ
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мнокоств8 е . СледовательЕо,

ll.л:,r,tr rrd^ъ,фl = !ъщ|tаllq,d.t). tэ.rr)
в. л(цl ъ.

Из равевств (5.I0) п (5.]I) внтоЙет равевство (5.9).
Приведеmнfi внще кратоIлЁ оптпrаrtыIости перемещеЕlя Y7

,IRtяотся Еростнм следствпе}i условпя оЕтвr,Елы{остп I.I, свойст-
ва 3.3, неравенств (5.5) п рав€нства (5.В). Предлщвняе 5.I
док8заяо.

0тоцдествпм в дадшlеiiшем лgшgство .Х с некоторой рту-
лярой вшryшоfi (в сшrсле мотрхкп ?-: |l ) поверхностьр
ъ R3 . Пусть KoшIaKTtIHв мноБвств8 S;C"X совtrадают с за-
мцканпе}, мвФfisств И;=iПtSr, свою( BlryTpoнHnx точек , i=1,2,
IIредпоltш,иш, что дrя пдощqдеfi yr(l,|) кнФЕеств ||;, i-lr2,
справедлrвц равепства |ь(И,)= ИЦr)"=/ (0првделdнце s свой-
ствs шIощадп поверхпобтп см. в Р,fl.) Рассlютрпш зsдату J.I
с Rсходннrя расIIр8дOленЕяI8 массн

Ч{е)= у(еП Mi\,eea, i=1,2. (5.I2)

В рассматрикlомом сJýrtво, очеэидво, SЪPPtf;=S;rblrZ . Забпкси-
руем некоторое оптхt8льноо Ееро}lощеш{е v/ ё |ltn.n п отвечаD_
цую еw EoTeHIщaJ!ýry'ю Фшgдр UеLiРr(l,Ъr) ".'1з ушовшя
оптпмапьýостп I.I BETot€eT, что (furнщпя 14 дощна оdладатъ,
в tlacпtoclg, сJIqдJпOпшм своfiствоч: для кацдото a€Sl (плп

3aS, _ ) ваiЦется такой ffaS, (соответствеrпrо .2€J, ),
сто о <- YL . Првцпоtошп*, то ФнIýЕ[я (} улошетвоlяет бо-
л8е сплъgоrФr условtrю:

5.I. Для Itаfiдого yeИ:tt'lru.И, наrtшrтся тахпо Эellrx{f,l,
ze Иz, |у| , тпо о е <" y'!z| ' 

,,
Иб этбго условпя следует, Iпо чsрез каЕдуп юqсу .r е И

прходдт едf,пствецпая дrв!я тока С- Фкщп lL . llпмп (_ 
|

эе Pl , персекают шшества /, u' ilr- , IIрЕчеш И 
"а 

с{-
доршт Ех KoпIoB. Так как l/, Еляотся погеЕIgвJьЕой (шпкщей
пормецонlля 1Уr , то в этом сJryчае дошно вgполиться с.rIедJrD-

ще€ ушовде:
5.2. Дпя.шбого шIоаества LCФ , когорое явJIяется

оdьqдlдненпем некоторго сомеfiстэа л.EЕпfi тока Фпсцп l, ,
спрsвqдлlво равенство q(Д\: clz( L\

Ilалоппш на ФшtцЕD И ещ€ qдно допоJIнЕтельшое условЕе:
5.3. Вош ie И;, t, S; " *.ny

IIз
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то кратчsrhцая q содер[ятся в мноЕестве И, U {
ТЕOРШjlА5.I. Пуст ь некоторая ф

l, i= 1,2.
нкцЕяr

у
цсДiд(Х,ъr) удовле т,воряе т у словпям
5.Iý.3.Тогда на йдвтся топологЕчео-
кое отобрахенпеt:И,-lfr, для ко-
тороIо спр9ведливн соотношенпя
(5.5) д (5.6).

ДФФЗАТЕПIСltsO. Рассмотршм мвопество hl , которое с_остопт
из точек, прпнадлеп'ацдк кратчайшхш q , тде I€ И, .

уеИоrоtЦ , Из условвfi 2.|, 2.4, 5.I п усJIовщI яеныIегаЕЕя
fртчаИших Ьнтещlет, qtо И яв,Iяется опtрнтнм подtiЕоtеством
,[ . Вцделдм в ,{ некоторуD компоневт]r смзноств ,( . Вводем 2

ъ К подrгеодезпческуD спстеlry коордпнsт I = Ф$l !),(|,?\ еU<Л;
в которой коордЕЕатнце лхнпп l = саъst совItадарт с лхввямtt то-
ка {rЕ(шrи lt= tI,lK , а коордянатЕне лхнпп !: carst
с лrнtrяллд урвня ФIflgшп 'l' . В этоfr сЕстеuе кооIцIЕат Еервая
квадратЕlпsя dвsв поверхностя (см. ffl) ErreBT вяд

Iч,?,dу,dф = Gty,2'ld|'* ol!',
пе R|2l>0, (f,?,)€(,Л . Внбереш црЕзвоJIьryп Toтqr Щ-d(fо,
!о) е П, . }IB основаlши условпfi 5.I и 5.3. лпнпя то&а ("оr.е-

фсекает Iраншцr I€r1дого пз MBotBcTB И1, i-1,2 , в Йп
точках. Пусть коордпяатн !r(|). 2(Г), я 2r(fo)< |r({о> со-
огветстЕуDт TotпФll ЕересеtIвЕпя мшп Cn с гIЕЕпIЕтrп lIпOfiOств
lf, п Иr. Тотта, очевп.що, !,$"l<?r({S " !r$) <2r$,) . Пр
этоllt !э условЕя 5.2 внтемет paBoвcrBo

|r'|о\ !rЧ,l

JЩ ф:I,,t а7$а2,
2,(r,) ?ll}

где соотвотегвушIЕе lЕroград поgf,lвDтся как несобствеЕпЕо.
Следовsтольно, прх Фксвроваянош !ос v1(|о}, ?z({oD yltaвBeшe

JЩПа2: lVфlа,2 (5rIз)

&(f,l lr(lo\
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цrrеет вдпнствеЕное решение 1о: 4o(lo, !о\ 
( (h(|), ?чq,\\ ,

прдч€м |о < 1" . Точке ао= ti(|or|o\ €}1, побтавдм в соответст-
вие тот(у |о: |(col: с,r)(Го, 4о\'е llr.'

Заметш,t,'Ьо'постренное такдм спЪсобоrц отобраление {' il,,-* Р1, m;rяется взаимно-однознаtпнм и удовлетворяет неравенст-
вам (5.5). Кроме тою, т8к как фунхtияk-

бt|,|,,?): J!ecs,2l С2

?,
непрернвна по совокупностп переменню(, то / - ,ооопогпческое
отобрашение.JlЛя докаэательства равенств (5.6) рссмотрЕм мво-
Iества вида

Д:Аýо,|,,2оl: t* =Фq,2rс И,п КlГо-. i. |,,!<?"l,
гле |о< f, п |о€(L(t),?z(r)) прR всех Ге [Ir, I,] . Дпя
атшr шЕоЕеств на основашд (5.I3) шеем

l, lo

"[rjmdфdу_-,. а(l)

d2:
nn

/лчо,l,,!о):JJlДфаr
.d-tA)

|| С"(|,?,\

: J( J 
,,ааоilzl: JJm* d2: рщА(ь,ý,,,2оD).

l" lrtll а,-'(/(А))

Следователъно, дIя l,ЕIQ[еств А$оrГr,2r)a М,П К IlаBeHcTBa
(5.6) справедлпвц. Это означвет, tпо Ъпп спрведlявш и дJи Mlo_
хеств в}ца

Д$о,l,,?о,r.r1 = {с: ц)(|,?\ еИ,а ( lfо < \<l,, !о. ?* ?,\,
0ТСЩца вцтек88т, tпо рвеЕства (5.6) пrеDт }rесто для :мюс бо_

релевсклх мЕо8еств. Теореlя 5.] доказана.
ЗаМеТИIrл, tпo тополотическое отобраIенпо |, l"tr*И, , улоr_

летворяmlее соотношениям (S.S) и (5.6) , вообще говоря, не
едпнствеЕно. Чтобц в этоr, уdедиться, достаточно Ilаccмoтpeтb
случаli , KoIEa Ер .mбом Л:Ф(|qr%\ € И1 координ€тн то-
чек перосечеяхя лпнru ("о 

".травпчай 
шrшеств /, п Ц2

удовпетворяют норавенствам {, (ё 
"' 

. F"' 6" ) < д ( €, ) < Ft ( ё.),
II5



r вместо урsвцопхя (5.]3) ы{6рsть уравпенае
lr(il 1

Iстгф:[Wlлr,!о irчо\
Теоршr 4.I ц 5.I в сочsтsяпп с Ередло;вяпяш 3.3 п 5.I шоrут
бнть прrпrененц для постреЕдя оптпшалы{ш( Еерешещенпй м8ссы в
задачах I.I и I.2 ва tсусочно_ретуJIярвъв повеIDшостЕ( (в ист-
ности, на мЕогоIраннц пове!Епостюс).

ý6. Простеfiшrе щ)пмерЕ

Рвсслtотщш свsчаJIа прЕмерн оЕтlм8льяого перешецевЕя !йссн
н8 фере

х = {* = ч,!,ы, R'lУr+ 
2r+- 1' : Rr \

е центроl, в }r[ле раддуса R , # = 0,398942. IФK хорошо
rзвестно (см., напрпrер, f9]), кфlЪшеи r соедЕнлOщеfi две
тото сфрч 3:(fr,2r,4r\ " #:(fr, ?r,€r) , яыIrI9тся l/Елая

дrrs ,rц боJчпоfi окрупвос-тп, прходщвй чврез этп точм.
Следоват&ъво, вЕутрбЕнее ;всстоlяпе пs сфре мй.цr ytизаЕЕн}ш

точкаrjш опредвляется Е0 фрlryлв

Lх@,tr): R,.аллсоэ l?,l,+ r&tQ О,). (6.I)

Введем 
" Д сРрпчеФýе коордrнатЕ:

I = а(4,,]6\ - ( R s iпр а оа, R siпч sin е, R оУ\ 0 s d < 2 |t l О <F<Е,

Коафппвнтн пврвоfi квадртпчной фрш в этоfi еЕстеме коордЕ-
в8т ltrronт вцд

Е:tj:R2sоп}, F:Сао,/-0, G=.rj= д!
Слвдоватвльво,

/dn\ :lfffiz fu dr = R' iцr da d,v,

Заматаl, что дш точек 3:a(!,l) s ?:,PGlrJa2) фрryла
( 6. I ) упрощается: N х( о, у) - К , Vt- .Pzl 

",

Зададш откфтrв lлoieclBa
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14,: |а = il./,f\! 0 <о| < 2'7Т, 0 <./Э .,Р,,\,

Мr= |а :.L(а,,B\ l О<о.< 2Е, jr. | .П7,

:лде f1,:аrrооэ(l- #\ , а f, - lfltкепрованное tпсло аз от-

резЙ'|В,,,П -л) .-tогда р(/Ц = l < //,(И),_._Рассмотрпм за_

даw I.2 с исходлнми рспрЪделенпямп l,Elccн (5.I2).
Вцделпм на срре l тЬжп {:{\tO,Rl п Q=(0r0,-4). по-

лохtдм

tдI)= ЪrЬ,Q):рR, fi: a(a,ig\, 0<*4 2/r, 0<Р<'Е, (6.z)

Согласно предлоtонпп 3.I (5rшtщя {Д пршнадлеrдт массу
/-iрr()l,ъr\.

Ъфксируем огкрчтое мвоrество

|"lr' - {о : eGt,p1| о < aL э 2П, Р, < 
"р 

. J3э\,

tде рэ:аltюсоо(оэрr. #\. Тоrла l{ic, l4r, p(lYlr'\: |,

Точtе € -ЛНrР) е М! поставпм в соотве$ствпе тотry

|tol:o(a,,,r95 е Pl; ' , !да 1э'-аJtДОO(фУ+WftD определе_
Ео пз соответстцrхщего ураыtенпя впда (5.I3). Топоllоrпческое
отобрхение | : И, 

- 
l{i а Фпкlця 1,0 удовлетворmт сооl-

ношенurlм (5.5) u (5.6) . Ila осномtшп Ередлшенм 5.I l усло-
вдя оIIтп}rальвостЕ I.2 мер ч'{еl:1,оkПИ|'lrееЛ , п пе-
РемещеuПе вцда (5.7) явJIяются оптпrддъвЕшr в задаче I.2. прп
атом

Р" 
r( ч, Ч|' \ = Рr 

rС 
Еr, cli l : Cr 

rt Yrl -- ! е 
rс 

о, |rol) у, dл\ :
Ц ф /з, l't

В' l lcl'- tO) siпlэd,1l d.t : 21с Ri !Wо(ФJз+соrР2- ryДsФdJl=
оо 0

: ИТ R' |lf ff -Т, а,lюо оТ + р, со 9h + Jз2 сю чg2 
_ s in l n- s i п дf ,

Т: ao5iLr* СOС Р2- |.
П;ввелем коЕкрпtне tшслозне энsqеЕая.

ule
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в,т . R = t ; ft = fz= алtуо{+ fu 0, 571954; lr : аlt алэ (t- #ь
= 0,820726; Л, QrrQr")= 0,32З3I?.

6,2. kа;"рr=Ъ,5?Ig54.; ,rr= Т = I,5?0?96; ,вr:аллсоо($)=
= I,894?40; /rr(Ч,Q,'z1 = I,2?Iз€.

6.3. Д=,f i ,,Fl = О,5?I954;f =IT-ln = 2,569639; ,/в:,Ir =

= 3,I4I593; рrr(ч,,Рi):f"^(чlrV) = 2,38з196.

6.4. R : #_= 0,396э€; f,= l": { = 1,57oB6;11 = 1s =

= 3,I4I593; Лr(tlrrQr2): Р2r( { l Ч) = 0,455430.

|, ЧFrпу,лF9 .9Jрйrщр 6:4 шноrества Mr=M,U lej ,
Мr= ИrЦ |Рrlriлt(l'lrU |4r): Х являются огкрнтнмп п внryклцлл
(в сlвсле шетржЕ а^ ). Пр атом

VnQl - ф 1'1 И ) : 1bQ П И ) = Vrе1, qzrc\ - r/k П |Q = 1& П l"l 
r) = t|оG), е е!J,

Следовательно, фшttия (6.2) в.пяется по?овщалlвоfi Фншцеfi
n в зад8че I.I с псходяншl ;всЕроделеппrlшх lBccн fil i=3rЧ.
Лшtпя тока этоfi (ffBrcryrп ЕаtшнаDтся в точко С' il, п закаЕ-
чЕваDтся в точке Р, е И, . lla плоскостп такая сЕlуацЕя ве-
Boзrtotнa (он.|l0 , пр8длоrвlпе Р.

Переfiдви теЕорь к расс}lопIвЕпп оптЕt€льrпос перrmщенпй
массн Еа гравпце Х ryф Q:|ОrП3сR3. Забшtспдrем огкднтое
вшrуttлое (в сшrсле иотрlвп а, ) lшоrоство

lLln*{o:$,2,o\ eA3lo.\.4, о. ? . 43.

6.5. Пусть

Мr: {с_ Ч,?,l) с /R?l о.|. l, о. 2 
. а!.

Топа у,(И,\:1Цl"l)=/ . hссшотрпu задаw I.I с псходвrдап

распрqделоЕпяlш Йсш (5.I2). Попшпrr

й : {r: (ý,!,ф с Х|ц- о,5 l,
хо: {c=(f, !,1)е /.lc* оý], Xz: |r:q,?,q) <Х|с> o,s\ ;,

ца\:F ll;rr@,6;), а€ Xi, i = 1,2 . (6,3)
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Согласно предлокениm, 3.I п 3.3 Фнкщя 4С врпнал.пешт Iц8ссу

Liр,(Х,ъr\ . IQцдоli тотсе .c:(f, ?,о\ € Иl поставпll в

соотЬетствце тоЕry |аl=tf,2,Пе[l1, . Топологическое mобра_
,ение l' l|, * И, ч' ryшаviя' а fдовлетворlют соотЕошения,
(5.5) ш (5.6). Ila основанпи предлоrения 5.I перемещение в}ца
(5.7) яшяется oETllaJ]bцHM в эадаче IJ. Прв этом

,Рс,Ч,,чz\ : t" ( {r\ : 
lzrr 

л,!t ot Ydлl : а,[ 
.[е2+ 

l l ф dy = l,з t 3 3э 3 .

6.6. IIустъ 
П| 0 0

Мr: {r: (о,?,ц' с Д3lo. 2.. l, о. q. t 3.
топа у,(Иr).: у,(Иrl: ,| . Рассмотрим задаry I.I с псхqцншш

распрбделепмlи л,Ессц (5.12). Полшпм

ш:{r:$,?,Сrе.tl!*С},

Лп:{r: (f,!,Cle,lк l! > q|, Xr:{*:rf, ?,С,)€Хlу<с i.

Ф5дшцп tl,c/,iпЦrLr) опрqде.шм рвенствалд (6.3). IЪцдоfi точ-
ке a=(tr0,0) € И, поставпм в соотв8тствде Totu{y |t,cl=
:Щ!,fi ё{. Топ<iлогпчоское отобраfiеппе | з tln * |l, п {ytпt-
щя U, удоештворшт соогвошеýпя (5.5) ч (5.6). IIа основанпд
ЕредIшенпя 5.I переlавшенпв впда (5.?) mляется оптп!ЕлъЕrш в
аадаче I.I. Прп этоu

Р"! Ч,{2) :СцС|l,\\ - !сr@, |cal\ yt dэ\ = 3 - 2LT +

- ;j' ri'У Р? + riT i,r- 2)d|ф -' - Е: 0, 9 l 9 l 2 о.

о о о <йll!

6.7. Щстъ

l,|r= |r=ч,2,q\ е Хlо< е,. 0,25J,
'toщa у,(И,)=УLИr)=,| . Рассшотрrr эадsw I.I с всходкпп
распрqделенпяя всоц (5.I2). в сп.ry спrдr€тFпЕ, 8 такве нs Ф-
ýоваппп т€орои 4.I, 5.I n ЕродIопевпfi З,3, 5.rr достатоlпо по-
стропть оЕтхrrадъвое поремоценпе }rассн трtrгоJIыIЕм
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И,:\"_cl,!,olllr o,ý.?.l-rj to.cl
в IIрялбоутолыrlк

Мr- \r = (q?,q) е l,lrl о - 1. o,zs l
относЕтелжо метрЕкч ZHiuHi . Это рвпосцлъно пострвняп
оптпI{альЕого п€IвмецеЕпя l|accн трOугольнхка Д/ в пряrmу_
гоJIьЕпк

4= \"*cl,!,o,t rR'|- 0,25 < у < 0, о < 
у 

< l !
ОГНОСuтедьЕоовкл!цовой метриtо плоскостп 5=0 . послвд-
няя з8дач8 в спстоме коордrЕат

Т: 22- l, V : - zl (6.5)

где расскlтIжваласъ в [tО]tсм. примор I.3). 0птпlвлъво8 эIiаче-
Hlie пнтецlала Ееремецеrшя в атоfi з8даче равво %= 0,6ТЗOg0.
Следователъво, в в8шеч прхчер8

P.Lx(y,,?r)= ч(t): ?: о,зосrtlý.
6.8. Пусть

1,1r: {о: (t,2,1)€Х l6 r 0 i.
Тогда у,(И,\ = | < f = y,(l4r\ ._. Рассмотршм эадаw I.2 с пс-
ходшй рsсЕредедеЕЕяrff шассн (5.I2). В сп.lу с!uшетрЕп, а так_
,в Е8 основ,аЕuп теор€м 4,I, 5.I Е предловевлf, 3,3, 5,I, доста-
тоlпо поотрпть оптпrвJъяое ЕеремещеЕпе l/Elccн треутоJIыrпка в
квадрат

lli* \.= с о, 2,с) е Иr| О- 1 . t l
oгвос!телыlо метрхкх NHi ч Hi . Это рЕrосЕльно доствоонrх)
оптпtЕlльвого першещенпi liBбcH тIвутольнЕм (6.Ц) в поrryтоJIосу

tli= |*=(|,!,о)с All\. о, 0< 2.1l
опlосптвлýlо ввttlцдовой uетрпкп Iцоскостх С= 0 . IIослодяяя
эадача в спстеuе коорлднат (6.5) yrse IвссrЕтрпвsлась в fifl'
(сш. прпмер 2.I). Там Iе состашеЕо ! rщcJIeHEo Iвшево дпффрн-
цдады{ое увsшrендо квввой [ , опрлешшщеfi rскоlryю меру Vб
0птпрльпое значвЕха ЕнтегIвла переuецонпя в этоfi задаче рЙво
Q = 0,6074g0. Следоватодьно, в Еаlпоil пIlшвре
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