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шOtшдурý oБнOвлЕш,lfl в мgюлЕ сOiЕяfiпнньш
I?Адиш{тOв

Г.И.3абпняtо

Рассlлотрилl пршмеЕонпо метод8 соЕряхеннцх грqдиентов для
определsнЕя MEEatrylB шшytцой вепрершвно дпфореш.цруе}rоfi

{rрil(шп |cel , эе R'. Еспи f в окрестносп{ Totпcn MпExlцllB
Емеет tiЕтрдцу BTop}D( прI,t3вод{юt, удов,Iетворmщrю услошаю Лrш-
ЕIица, то для мегод8 установлвна свsрхлинеiiн8я скорость сходп-
мостr (сrа., нвпрtrмер, [T]l при дополнительпOм условпr, что в
Етврационном прцессе Еспользуется оdноаllеtие. 06новлеше со-
стопт в том, что после вцпоJlяения по методу соЕряЕеншrх гIв-
дионтов lЦlt.llа вз fL птерацшi ём8цеЕио из текущеfi Totцt! Ероиз_
воддтся в Е8цравленил 8нтпгр8дпента.

Ив ошrта чдслонЕI0( расчетов Езвоc'гво, то IЕзулътатЕэЕость
[Еша пз а пторацtrfi lrGот суцествонно завхсотъ ог тою, сде-
лано Jm обЕовлsвие. ИспошзованЕе антцградgеЕта в кsчоства
sаильного н8пIEшsнЕя в IIдмо зsчасlую снщает 9фф8ктIвЕость
mерацди, на котороЙ llроlлзводЕтся обповденпе. В связп о ЕтЕч
в LZ] на шагах обновlоЕця продJIагaотся вспG,lьзоЕать uе ваправ-
лонпе антшградпевта, 8 некоторое другое напрsЕIsЕде. Лля обоспо-
Еанuя этого рассмогреЕ в8рЕ8пт метода сопряецнъгк градIентов
мЕЕпrfiilзаIдЕ квsдрsтпtцоfi Фнкsл, в которr Ерцесс rioшo ва_
tпЕатъ с лобого вапрае,Iеншя / такого, чtо^(рlv{rа\l .о
1 v/r,a1 - градхsuт в ýsчаJБвоf, тоqtе ..ZО }. IfoЙ цредлоr8-
на маддiDиlФIия этого метод8, в козором з8 счOт ЕсполжtоваЕЕя
операщп коЕтроJlя 38 B8p}шOIrEor, орвоговалъностЕ повъдчается
qдGпеЕная устоf,qЕость. Jhя рзьяснеЕпя ш96рапного подхода пIж-
в€деш аJIгоFтш пз fZ].
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}ITBK, рссrrrтривается зад8tв мини}Jизации |COl - |lz(Gп, с\ +

+-(6,19.l . Прлполопим, тго G - полоrf,ительно определена. Пустъ
дsна система JлнеI'!но-независимю( векторов 7,Оr,. .,ЪlЪ-1 . Исполь-
зуя процесс фама - li]iwцдтаt из нtrх моrtло образоватъ систеW
сопря8енннх относительно матршrн G векторв SЗ,. . ,so-'. В
качестве Zo примем вектор Р Taкoi,:, чта (Р, V |е5) < 0,
а остальнне ,fuL: -V |ro'l (л.ля краткости обознstЕ,lм V/'=
=v]:r*') ). ПроцесС ортоIюналиЗsциR в aтoll gпучае даот сJIе[ухщrп
систему векторов:

so: Р,

s':-v/ (v v -ч
Р,

v

I

+ ( I)rp,v|l-v {'\

s;:-v{i ff#fфр -'#{,r r'-', i, 4 .

Зтот t"ютод отличается ог стsIцартногоt в котором, как иэвест_
но, испоJIьэуется систе[и направлешдй:

S': - V|o ,

i+ l tlvlo ll2s \l;: *7г7rl
l,

s; = -V/ + J\;

добавЕоИ, уЕ{тцвsшцеii началыlое напрвJIение Р t - V|О.
Ь работsх Р,З] преллагается слеJryпщая пфцеryр обнов.llеrшя

Б метOде сопрJжеIlнш( грsдлеuтов для минимизаI$и Функши общего
вида. Пусть вшпоJIнено /С итервчиf по стаIцартноilry алторптщr и

полjrчена Toqta е- . В качестве вектора р предлагается при-
нятъ p=-Vln+hS^-/ , т.е. прол.олпитi внlисления "Al О

и на итеIЕIии обновленид. J|алее,

S^f'- *otnr'*"Pn, So
;ll

п+е-191

6

sпrо:-VtЩо+р*r
(sTv -v |о,)г

5П лля ь > 4.



В приведенном вцше аJIГОРИтме uз [Z] не уwтЕвается влия{ие

рспределения собственш{х звачений !,EITpEIIH G на прцесс мето-
да сопIжtеЕнцх градиентов. Иэвестно, tпo если м€lтрfiцs G wu"ет
/i" кратнж собстэенньпt значеrий, то для мrним.lзаtlии квадратич-
uой ФIffýlдtr мвтодом сопряrепннх грашлбнтов тробуется нв более
чвм fu- llv+4 итерsrиri (д.пя того, qгобн это IЕалпвовалось
8s trрактико, цnвна хоро!пая обуслоыtеrность G ). Таклм обрsзом,
в этом сJччае !втод coEpffioнH}tx градиентов н€ использует пол{rю
сЕстецу сопрffiенннх направленцii и пршведенннii выше алIоритм не-
коррвктsн. Хотя, KoHetлlo, проц€ссом ортогонsJmзатшп ГIЕма -
IiМдта мопво поltгшть п сопряЕеннц( векторов дJIл люOой поло-
еителъно оЕредоJIенпой шTpшltbJ В . А;rгорштм из Р] мФЕет не
обвспе,ffдтъ сходЕмостъ к решенцк} в c.цlчаю(, когда матрч,а G
пмеет rъ >,| KI)8THж (п.м близкrоr) собственню( значеlий, а
обуслошlенно"ть б такова, что для рошения задаш' на ЭВlr1 тре-
буетея вшIолнить баrIее чем fu- ru+,/ птеtrвtцгr.

IIусть лятршtа 4 пмеет /п, dлизкпх собственншх знаqений, а

лднпrrизащя квад!втдшоП Фнпиш проЕзЕоддтся методом сопрffi ен-
нж традиеЕтов с испоJIьзоваяЕем сдстемн направJIониfi (I). Дпя
внýдсленцri веJmчЕнц смещенця d.; qцолъ Еsправления S' опреде-
лrм два Еардант8:

I) n, : цЦ l |) d,,=_ g44' L (ёsО, s') ' - 0 (Cs;, s; )
Тогда на праýтýкs при Ерймонении рассмtтрпвsе}fiого алгордт[€

MoIyT реа,IЕзов8тюя два особщс сJryчэя в зависп}rостд qг Есполь
зуемот.о способа внtшсленЕя дJIцнн týага цдоль gаЕравrlония. В Еер-
вом с,лучае fiоOле внподt8mя н8которото чrела птераший эЕачение
ц8левоIю Ф,i{к$rовалs напtна8т возрастать и 8JшopпTMr как правл_
ло, рсходsтся. Во втором случsе алгорЕтм генериwет последова-
телъностъ точекl которая сходится к неоптпI€льной тоце,

Ilредположимr что lrрц применениý нелuнейно}о метода сопря-
lrенню( гр8дибнтов lrн Еоtrалд s окрестность, в котороfi функt"pя
хорошо опшсцкlется квадра.rпчной моделъю, 8 I\€трица втор{к про-
цзводню( имеет lд:}шs ФIпзких собственньfi значе}шЙ. Тогда вто-
роfi случай даýт пJUIюстраIиЕ особенностей, к KoTopHliI liоfrет прп-
вести прýмене8ио матода сопрякенннх гр8дuеЕrов с испоJIьэованием
напgашеIшft (I). Этд особонýостд обусловленн тем, tпo в проllос-
со решоЕufr н8руIl!ается ортогонвльность }6ецду текуцдм значвппем



lрад!€нта п воктороь{ Р , когорЕfi хсподк}овался ва птерil.ип
обвовtенпя.

fuiтюрппl !rоЕпо подщ)авптъ, вв€м опоращ0 коЕтIюдI оIпого-
ЕальпостЕ BolcTopoB V.;|' u р . Ес.лr на некотороfi rторgl$tr
вЕявJIяотся кtруt[8Ец€ ортогона'lцrосм атDс вокворов, то прqдJIа"
гаотся ва атоf, 8в итsршца Еризвестп обновленцв ч в мчествб

р прпвять векк)р - V N" * Р; S'-'' iЪм Еоизвестнц данЕнв о ЕрпrеЕениr sJгорЕтш пз fZl в ш-
чейнош сJryчав. .lI.пя решошя схстем JиHel,tшfi уравЕешй с спlrlдот_

рпчнцмЕ поJlоlirтвльво оtIрqд€JеннцмЕ шsтрхцаtл разр dотанн аф
фктивнце sлгор!(тш ха основе tffiтода сощ)frsнню( г;вдtввтов без
обноыtевsя [а]. Мео Ерведем сопостааrIонR€ 9!IФ€ктrвЕосм
стstlдsртною lrвтqда с обновllонявм tropeз tl, птврщft п юдтФ-
lЕIюванвого алгюртitrl [Z] ", 

д{веfiпл( задавх.
jlпнеfiя*fi метод сопряеннцх граддонтов сосаоЕт в посJIодова-

телшlоri вцпоJIн€вЕI следrЕщIDс вцшслетшfi :

rк1-1S --? tf^S ,

, llr?"llL
** - (gs', s')

.DT':t+*rS",

ъ"q=lr'+ a.*0S",

о =Щ,J-l1l flъ'|z

tд" ъ'= Vt': Qr.^+ 6 . Лпя рев,ппзаlшп стаlцартвого ,шноfi-
ного rавтqца сопрп8вншх грqдrrsЕ!ов ва ЭВМ требуется 4 lвссЕвs
разrrора /L . Тtудоешость Ешолпешя Qдвоfi Етерщд ЕрпхеIжо

равЕв тwдо€lдtостЕ вцtltrсловпя rъ l .f скалярнцх цро!аводв-
lий.

Роа.ппэаIщя алгорптtа по схош (I) требует допоштвльво 2
rвсспва Еsurlтf, рsзýра П, . Трудоеlлостъ вшпоJЕЕонпя олвоfi
uтодЕщЕ, посло Еýlолlшпя обновленхя по схею (I), пвпrврво

рав8в тдхдооtлФстЕ внtllшонпя п+ 8 скsлярвнх ЕроЕзво-
дешй (прп aтora учяOвs Е опоряrия ковтроля оIпогоЕа.uъЕоо!п
в€ктоIюв ?( в Р ).
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Совоствшеrmе процq,ryР обновдея8Я в лЕноlhоfi СJýrчае

Раопредолеше
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I75
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2
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700
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4

4xI0-8

3
l,rзо.о.|t', t,iJ63
lr=l?, 1=l]re.
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5
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295

2Iз

2rIо-5
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2rI0-8
?rIо-8

6
r,, = 1o'rlt', i =iý3
l,r=lо-&1 r.ffi.

м2
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1xI0-4
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7
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700

бI0
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8
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700
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3
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бr.Iо-Z
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9
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I29
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I0
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В р п u о ч а в п в . Дпя кцдой эадаtп поIЕая сФоsа lle_
ryлDssвов рDlэЕlя coolвoтcтEroт ашюIшцr аG , вюIвя -00l э

r - рпlопо *д"F aпоwхпl 00l беэ повтдlояя ортопоtrеrь
воgгЕ ЕоатороЕ z вр
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В тафшtе пр!ведвнц данЕне по рвшенrD зsдsч IЕвморностп
/С = I00 на Э&t БЭСЬ6. Стацдарrноlry sJIторппry э таdшце дано
надменоваЕде CG , s алгорхтлry, соо{гветствупще!ry схеше (I). -
сы

Формллроваtие задsч основнмлось на псIlоJIъЕ}оваgпп MsTpEItE
V , столбIд котороfi представrIяпт opтoнopмEpoвaifiyn cиcтelry
векторов. Ьтршtа 4 , Фryрпруюцая в задslйх, ст9опл8сь Ев
определ€нного распределеrшя соботвекшх звsчеlшй ); r
C=W ),WT, гдо 2 - дtrагоналъная rrатIжца с ддагоналыIлд{
элементаrо 2,; . Такst обрзом, задsW состояrIд в шнпliшзаIщп
квадртuчньв Ррм (Gz,е) uJIЕ, tпo одно r то хе, в рetдеЕпв
однордню( сtrстем оо = 0. ВнwслепЕя во всех зqдачах вsqпrа-
лисъ с tоча aor:l0ri*1,.,,",|0O. В качестве крптерпя окодчаЕия

решения tdспользов€lлоаь условие ll7,|il . <,o-t . Рошеrше задачп
такве заканtшв€lлось после внполнения 700 итерацдft.

Для контроля за нsрушендем ортогоналыlостЕ векторв ?' ц

Р в алгоритме Се| внtисля,IЕсъ эЕаqенrя €;=|фЬ.LОrРr|
R соIIоставлJL'шсь с заранве зsдаЕЕоfi BeJmWIrofi С . &ичеtше
прпви}rалоGъ рвннм Уm | тде П - разморностъ эадачи,
а ёпL - шпgлшнfi апсtrлон (ддя ЭВri Бэсм; геi r q,с} /Ь'В)
По-впдшоlry, пIш опроделониtr зЕачендя napaмeтIlа С размерность
задачr необязат€лыtо учптнвать, вока П не шшцкои вошсо. На-
Ilm IIЕслевЕне расчетц для разнцх задаs размерности п<l0о п,од-
творйдают ато предполоfiение. (JIанвые таблп{ш ЕрактЕчосlш не
дзirеЕевOя, есл! прпнятъ О :|m, . ).

Ес.ш в алторитме COl на некотором I!8ге оказцв8ется,
чго 6; > 4 , то на aтo't птеращп прЕэводдтся обнов,IеЕ5е.
Кроме mго, ь COl контрл!рубтся tmcJlo rтерацдff е , ко-
Topfe внполнfiтся rдецду очереднцlff итерslдямЕ обхонlекпя. Пусть
на некотороfi ите;вlив шгоритiв Се| оквзалось, тtо €r,> €,
но после последнего обноыlенпя Ероизведено е птерlртr. ц (
!rенц[е некоторого кtrжтпческого значеlия /, , ю в CGl о6-
новлеr.ие производится не по схеме (J) в по стаццартнотtry методr
(в прграш,rе (о = 31 .

Провел,ем анаЙз нбкоторж даннш sз таФIЕцц. В задаче I

Еrсло обусловrIенности С= l0Ч, и !Ётрпlry 0 мmно сIи-
тать хорошо обуслоа8еняой для пIшменения методs сопршеннж
градиентов, но е Емеет распределенпе 

^с' 
, яеудоdное для

стаrцартного метода: все значеiпая Я.; суцеетвsвно разfrчаются
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двут 0т дхrrа. Для це.поfi апаJIпза вчtцслЕгелъ}lоI! ЕIюцесса Е9

птеращв алгорптша с4 вьппслJ9Епсъ в&ЕrIшЕш бк:lot|1",
Ъ'->l для Д >/ . Пвв ршвtпп задsr!il I по стацдарmоцr
аJЕодшmry lлксЕrвлlвоо 6* * lo-|o . П;вяrryщоства алгоItЕтЕ
сЦ в этоfi sадаче сохраЕяптсл прЕ пропsвоtrъноя Brrбoge па-

рЕтра е > Ю-lО . 3аuвтцш, что lввсшrадъцоо f^ l ддя зs-
даш З цIЕчер8о равво I0-1U.1

Расщlелелепе 2; э зqд8tlаЕ 2 вrr3 от.шчаетоя оr Iвсцвsде_
лешя собствошов эЕачоЕхi штшlн Ё в зqдатs r тэш, что
ЕIюrввод€Ен двtоЕоsrя эЕsчвшfi дш ноболъшой гдушн tr; в
стороry Ех уlрltнпошя. Аналоrяшдr обраsоu mlýo ЕосгIюЕтъ

двутЕо ц!шерц 8Qд8чl Есходя rз ш}yrтх расЕрдмеЕгй \ , ко-
то;но Ео рФtаптся Ео алгорппry Се , в алmpтrr 447 по-
звоJlяат пoJvIETb lffitеs!я с прЕошJIOиоi тоцrостъп..

В задачЬ 4 ( Ц:tО'/llri* t,...,lф 
' 

dолее подовм 2;BlO-|
прпчеш Еелпqшвц бХ;j = l ),;- \l "ч_iЦ для шогш[ Ез
ЕпЕ шaоDт внаqоЕшr-пI}ЕlдорЕо фшrне I0". Вп,цгю, адвсъ болоо
ylýctEo рссlвц)rвать Евfrtпнц tЦ;/9_ , ксrорце в Eallloш

сдучао доGтЕгаm зЕачвшf, порщса rО-Дr д dппэlси в уроцm оши-
бок оltдlуглешя на ЭЕi Mlr_6. При ршешr задаlц по стапцарт-
Horry r.oтoдr сопр8оЕIпlх гчцдоЕтов парштр d Езlловявтоя
в Ередолах ов I0-Д' до IГ'. ТМсло итераlшt, веоdrqдпrоо дш
рбIпошя этоf, задаЕ Ео влгорIтr(r COt , сJпIlоствgпво за-
вЕсlт ог вцбора 8вsчоЕца паIЕчетIЕ € . Прв ё - lСЧ для Еоry-
чешя пвпdшешя в ропlоцхD с зsдаЕlоfi точвосrllп алгоtllтl,
требует ш{tIодЕ€ЕЕя 592 пторgщf,, а п!п € = 10-6 - €4 птер-
щfi. Боа оперщlй KoHTpon I ортогоЕsлlйоо!Е вsктовов д.пя поry-
човпя решоýrя с вqдашоfi точаоgгъц) ъ col rробуетоя шпоп-
tцть 6ý птеIвlgfi.

Рошоrшо вадач 5.6 в 8 по sлгор!тrry ее| бgз всвользова_
нЕя коЕтрля ва lи;ушвй€и озпо}оЕалъвостп поryqsоfся 9а Е€-
скопъ8о lJýEbпвe Еолrчоство ятýраlшfi, q8м указsgо з таdллIе.
В вадаsв 7, явоборот, хс&дDчоЕдо oýs'РlEfi контр.цJI ýвдеr к пе-
бOлжо}ry sоз;Еотавю Еем ЕI!врацgfi.

_ Зедвw I0 сцтшвт воптрпршрш дJrя аJ!rорЕт!в иэ рsбФЕ
Г;]. В т8О.тýце ддя sтой вадаý Ерsвsдеuн тра строкý рзудьта-
тов. lIерввя Е вторая строкЕ cooTBeTOTByloT sJ[rýрпЕ}a*lм 8&l д
ili?l , а трsтья - trсЕользомнrrп ýýстемý мп,рвлешg iI) без

каýтIюjiя оiтогодадьýOстЕ вOктýров }" я Р !, f,,оOлв"ц}týм cJýr-



tEe иlrеет irecтo IЕсходЕмость внчпсл!тельното проIрсса.
Дашне таблцц вsгJrядно Еокаэнвают полезность прпмоносдя

метода сопрявонн}D( градентов на основе (I) в ;шнейпом сJrуча€.
i.iсцальзоваtпае sнтЕIрsдЕентв в качеqгве напдЕвJIешIя спуск8 нs
итераlпffi обновrIевшя Ери решенлд шIохо обусловпеЕн}D( задач шо-
яот пвшводtrтъ к тощr' qто в разнж щшах пз /? uтершщfi фр-
мирумся бллзме сuстомн векторв наtrравJIенчя. Cxer*a (I)
позвоJIr!ет поJryчать бо;lыпее разнообрзие ЕапрвпеЕrfi п нам
предст8ыIяется, что корроктное цсIIоJIк}ов8нпе 9того алгориmда
позволяет нескоJtыtо продвцtтутъся впврdд в частд решеЕия плохо
обуслоыtеннж задач.

В заrtлочеrше вернемся к вопросу Ердменевия схем* (I) в не-
линеriном методе сопрrшенннх црадЕеIпов. В рботе f3]t лостатотrо
деталь}tо рассlrатрйвался атqг вопрс. В частrrости, там пIюдлапа-
лось на Етерацпях контрлпрвsть одlтоговаJtъность VrCK 

"V/^*'Еслл условие ортоговаJъпФм ве вЕполняотся с задаЕlоfi точно-
стыо, то предлага.rIось trIюЕзвqддтъ обнодIsнtrоr однако возrroп-
ность наIушвнхя ортогонsльностп векторов фъясня.Еsсъ толъко
за счет того, что Фшglдя Ее яв,цется кввдIвтппtоfi.

}lачи рассмотренtrя показнв8uг, что в нелинеf,tшй метод соtrря-
]кенньD( граддентов не обхолдrrо доIIоJ!нштешно вк'Iюtить ковтрль
точностш внполнония условпя (v|Ц, Р1: 0 шrутрЕ с8мой схо-
rm (i). Следомтелыtо, на trтераIЕfi( доJDшно контроJlпрватъся
вцполlеЕие двр( соотЕош "Jнцftz l Ф, . v l: v|"'>l<6 п lei) < vt|,

Рrl<бl . 0бноыtенпе пршзводдтся, осJIи нарушается одно из

этrD( условиfi и,пи после последнегю обпошlеtшя вцЕолgено П ате,
рашri. Эначения величпн t а fn доJпнн с}rцественно Iвзлrчатъ-
ся. Ьраметр f нелъзя ыrбиртi слпшком tr{аJIцм, так как это мо-
шет цривести к частннм обновле}ип, по ставдаgтноW методу д
падOнпп скоростч сходимости. Знвчение 6, лоlлlо бнть достатотtо
lЕЦнlf,. пото{r tпo, к8к в}цно пз 9налазs чrсДевЕIп tЕсчвsов в Jm-
ве!яql сrц1Fе, ваобхqдпмо строго KoнTpoltпpoaтb ор"опональЕоотъ
векторв Г, р. Кроме тогоr Hyfi}Io сJlедптъ зs кодпчвствош пте-
ращfr re!ду очореднцшя uомента}и обпошеrrяс, когорrр вцпоJIняпs-
ся по схеме (I). Iсля таl€я прверка не предусмотрена, то воз-
мопно внроцдение aJIгopпTlEl , когорое состоит ts том, tпo ucIIoJIъ_

эуtOтся напраыlеЕия ( i) , а обноьтlение производится Ев каfiдоfi Ет8,

рацrи. Помеднее аквЕвалентно примененRD стаlцартЕого 1rотода

сопршеннцх градиентов без оOновленшя. Такдм образом, в Itолд-
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uoftloм sлгорЕтlm необх,qддмо продус!ютреть обЕовJlевше по стан-
да;rтноW мотqду, еслп по схвма (I) вrшошяется е птераrшй
lФцду оsорqдннмп MoMeHTarд обновлеrшля п t }ioныte к;итяческо-
го звачешя /,

Прп ислеввоfi прФерк€ нолпtойного шетqда на тестовцх за-
дачах на!я исЕФIьзовалtсь значе}mя б = 45 ч В, =2,Р1 . Ц"-
лоgвце аксЕерпrеЕтн Еокаэалtr BHcoKyn эф!ввrивность рассlrsтрш_
эаемого аJIгорЕт}в. J|ля нвкоторъD( тестовшх задач наф:пдшось
сокрsщенЕв qлqйа Етеращfi по сравн9киD со стаIцартruп, методом
в 2-3 раза.

Анаrмз расчотов пока9ýвает, что тЕIшчннм для пщюнвнпя
неJшнеfiЕого метод8 яв,иется е.ryчаfi, когда вначыlе вцч!слдтелъ-
ноI9 IIрцесса обновпонuя прводятся стаIцартнцlл браэом. И

топýtо поqпе того, как ToqIfi оптилrпэпрующей последовательнос-
тп попадsют в область, в котороfi це'lевЕя {Drlf,gия хо;юtчо прп_
6.ш,ается квqдратпqноfi модвлъ8, ЕспользуDтся наtrрашевпя ( I).

Авпор BltpBx,aeт благодарность А.А.IЪплаlry эа полеэнчо об-
с}цдонпя.
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