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Т.Н.Шотаев

В теорпп теilворЕlх щ)ойзвqдонпft банаxовъ8 цIюстрвстЕ воз-
вЕкаDт ноЕ{е во9мспвостп, еслп простраsствs-сошштелп сва6-
аsЕш уцорf,оtшваппиlп коýrсаlл. Г^эвеопlц вескопЕtо способов со_
четанпя векторного порядt€ с тевэорвцш прOвзведоЕ!ем. два иэ
вааболее пqпезнш( Еqдходоэ бн.rц рассliотршr В.Л.Левшrrш [t] п

Д.Фршmlъш [Z] tсм. такпе Рý). В первоfi рабоrе ввqддт-сi
теtsзорноs прпзв€деше банsховоft ршвпсп п ЕIюпsвоIъsого бана-
хова пIюстранства, а во второfi - двух банвховц решеток. Этп

две сУлественво разлrчнЦо кон9тIЦrкIцrЕ IIrпвqдят к qдн0,1ry п тоЩr
ае результату ши совпадаrт с fiроекмвннм тензорннм пропзведе_
н}tем лишь в очевь сtrецдаJIънж сJцrчаЕ(.

Цель настояцеfi работш - ввостп общее помпrе тензорнопо
прошэв8денпя, частвн!ш qгучаяrм которого яшягтся вс€ трш упо_
lrЕгутшх янmе lпtи тензорнrfi прЕзведонRf;. Такая обцность дости_
ГаеТСЯ Щ)ДВЛеq€НИВМ РеШеТОЧНО-ЕОРЛПРОВаННЦХ ПIЮСТРаНСТВ .И lДJno_

р!!руемж бп;инаfttьоr опораторв. в ýI пщвqдятся некоторне вспо_
могателш{це сведен!я. В ý 2 на алгебрпческом тевзорпом прпэ_
веденип ЕIюстранстэ со cмelttвHпof, нодпrоfi ввqддтся крос.снорд п
устанавпlвартоя ее два щ)вдставленхя. В ý 3 Фрr.ry.пrрутго.я х до-
казнвапЕся основвно вооремн. фвошцrе поЕlпЕяr.попалБзуомне в
рботе, ивJIйевц 

" Е-IЦ.
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ý I. Прsдвадвтелrвчо свqдаЕЕя

Пдюоrlввствс оо омрпrоt Boploi бцеr вавшатъ шпу
(У,Е), удовrотворщlID уо8оЕш: а) Е - баЕаIова рФвrЕа;

d) V - р6!с!очво_ЕорцIювашоо ЕрооlIпЕотк) с рашшоfi Е-
sвавоfi ворюt l. | . СшаЕlа8 водш Е пIюстдnЕоsв У оп-
рqделяоmя фрцrлоfr lll?/$l: = il 

'1/' 
ý (tе У1 . раооштрвая

V мв BotrцpoвaвBoo црострsвство, будеш Erвlb в шдг уrаваЕ-
ryт сшпsЕЕуD ноIцr. в [В] ва ЕоIDmЕ)щоо просrрвоtво Д lа-
доrбЕо трвбовашо ворщоюfi ЕощогЕ| ЕотодЕо, оопЕ аю сЕо-
ЕЕалlво во оговорбво, шl оryспаеш. Ilпr,о ЕIlвqдя?оя р ЕItо|lога_
толъвцI уtвоцдаЕlя, tФоащеоя oчxrЕtyItEЕ овоtо!в цюотраЕст-
м оо сrЁшаЕоа воIшt.

ТЮРЕШАI.I.Еолп Д _ баЕЕIова роtrо}
BQ, то ЕорrlвоЕапЕоо EpooTlraEOT_
во (Иl1,1ll) баваIоэо э воu l ?одьво
точ случао, scrE рошсточЕо-Еор-
чЕроЕаввоg EtlooтрsЕсrво (Иr,t)'ъ-
Еодво.

Дшаэателrc?во 9юго утЕIlЕsшя поч!т доаlовЕо IIовЕодяо!
обоововаше аЕs!оt!tцого фма lB [В] лл, оryчая цорФово Еоr-
Bot ЕоDцIщоа Е ,

ТЕOРЕIДI.2. Еслr (ИЕ) - п9оо!раЕотво
оо оIопайвоf, BoBro!r ?о (ViE",
баваIово цроOтраЕOlво со оIоц8Е -
Eol Boprot. IIDп E!ol Bo.iloI,Eol
Bopro! ФуввцIов ааа 1!'€V' ол.у_Il_?
ЕаIIglьаа8 сго Iaao9aB! а ltl'l€E',
В qаоrвоотI, опI)аЕодлIЕо ооо?Ео-
EoElo

({,{'> < <I{1,1r'|> (rеV, t'e V') ,

ДОШЗАlЕЦЮВ0. IIуоtь Ir'G V' . Раоштдш.Фццовал
Сз Е?-R. эqд!вшfr IЕЁвоlDоr

ekl = 5*rlrtrvl'> з te V, w' * е-|.

Чr@оЕал 4 очещво вGoтш._Цщаrеr, что.riв qдЕпвоп.
06оэваш SJЦ: - {teV: ltl< а }. Пусtв € - а)* /- . Поогrоrь

i"!i,{;,:i7l; !4,;ri:i"a# 
14 € sY(еt) 

"це 
sv(e),

lJ8



Otеl > чtЦ + lr2) * t tЦl+ tl?цt .

Поршqдя в tIoс.EqдEoI BoIEBoEclB€ t ввlшеfi I?аш Ео юач Li€
е Snce,l п ?tr€ Snces , цощгlаоI ecen+er)>ae; + (сеr) 

,

С дiуф! оторсвв, поItэуясь рsшолшюотш вевтоввой воIш п
lцrвЕOпая лово о двоfh* IЕз(hеrхш, дIоах, tпo l8 пOIЕв8ЕOтЕ
1фl<еп+еrолЕшrоs сщвствоЕаЕ_о Ц,%в V l Q,Tr€ Fr теш,
что щошяФая, |,г=ао+Цrlцl=Zr2чп я ltlrl-t.ur. Tortra

й,tlr: tllan+to) - чtц,l+ alt) <есе;+ lterl.
Пор*qдя в ЕфлqдЕвI BoIlаBoEcElo в шдхзе! IpaEl Ео ввu t€
еJutel , поцrlЕвr Ccen+er\4 0се; + tСеrl . 0вовЕтолt8о

'oоu CG,,+ 0r\ - kerl+Z1es 
=;рurоцrлвЬть 

{щоЕла 0 оче-
вцдва. Тотда ffшrцоваа d i L' .- f{ чшо двопдштдвштъ ва
воý прострвство Е , цопdшв kор е е+- 0 е- . Далое, по-
саодку cttpaвqд"шBo l<Ц1/'>l<ее Q{l<e| , то, в чаотвостЕ,
шшоIЕяоtоя tч'Qh|< 0(l1|l]' 1 t.o. l BropBpyol 1/' . Двtво
прЕоIlяотоя, tпo ( -ммв]шtа8 galopaxlla, t..е. N*ltf'l l

l/.{,a'>| < (lll1,1t,ly (tcV, t'€ V') .

Пооколъву Е - баввхова р€шотва, то, Еав Iавоо!во, Е'=Хп(ЕrR),
цв Х,r(Е,Д) обозвачот tцtоgsравство рolудяIЕtп qушчrоiалов
rrаЕ i, твш сащ 

't'l€ 
Е' . 0сталосъ цФавать, чgо(ViЕ'r-

баяахово'Евостраво!во со омашоi пороt, Е.о. совЕqцошо бв-
BaxoBot п сrэшашой водш. IIо оЕв8дошЕш

ltl'il * s tl,p {t rt пl z ltl il < 11 = sшр 
{t йlЛ l : W tl l fi -. l i,

Ео

fllt 'll- Wý = sшр {leet , lоl 1 l,0 > 0 j =

*,|ffu"u * sц|Пl|ri : 1у3, е| = sч ltйшз $|у1tr g 1 1,

т.е. llr'il= filf,'trl l дошаsат.,дютво 8аковчецо.
Првqдоч цооъ ФвоЕrоl роаультат Д.Фрша о таЕsоIвс

проlsЕодошl боваl'оDлЕ, Ir€Eorm.
ШРШtЩШИЯ L2]. Bl, Еощ Е, F _п_ 0 1 баваIовll poшOtm;

то поЕшццъво цшrtпшаявоIЕ .il,B,o, вs EOF вqдаоаоя

фрryлсi

li .ll,r,= sup|tQr.llth Qе6(E,F;tR), titytt<l}, 
,
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л
Iцe t|:ЕФр 

-( 
-лпцеhtое отобраrвшеr соответстцrщоо

Еu
llE lt - suf |flqrc,|)fr: lle,t< l, tl|il < r 

}

для всвх И .
6) Е' б F естъ поЕопusmв ЕФ F по пqже |l.fr,r,
Стрrсцrдv тензорного trрошзводеЕtrя банаховr* дюшегок оItЕсц-

ваот следуDщая
ТШРЕМП[Z].Пусть Д п F - баваховш

решеткп.То,"Jj 1.\l1,Tvt - ворuа BaE@F,s поатому E6-Fo-_oa'f ахово прострав-
ство, д на ЕФr одЕознаtIЕо оЕре_
делена векторЕая решетка та8ая,
что:

(I) Е6^Г - бва8хов8 рошетка l
@zЕlF-ЕбF.сть решеточвнf, бпшор-
морфдзм;

(2) полоrчтвльЕнt конус_ , вбF-А -являет:ся з8мнканtrем в ЕФ|- ко-
вуса Р €Eq'F, пороrдонвого
{uolz ее El, !с F+ |i' (З) дл'я'про:!з'волъноfi бвнаховоt

решеткп,. е сущоствует изошетрпtт-
воо соотв8тствЕе шехду вепрорцв-
ннмЕ Еолоаптелънцliд бплиЕеfiЕцlrя
оПе ра т ор ам.п l|:5rР- Q. и в€ IIр€ рнв-

операторs!rп Т:нЕuи
сбг _О, э8даваемое форшулоf;
Е=Г@ |

(4) Т естъ решетоqнцfi гомошор-
физм! еслЕ q -решеточвцfi бtrмор_
фвзм;

l;]';i{-]n!u", !!.тЁF" " u х ее Е, le г,,

frL|,n,* iц|р"}"л.$rп:еrе С\ lte F|V,еl/,tъl<Дrеrsд 
}.

ПП}.iLЧАН}iL. IiaK вцдво пз фдпry.црошtа теореrш, н8 тепзоtжое
произведение баu8ховю( ;вшеток Е Ь F ОЕодrшlrаDтся" топъво
непIюрuввне полqштелшщ0 б}rл!ЕIеlМе опефтор. Щобоваше ве-
пр€ршшосlЕ в данвом эФ/чsе llзлпшве. В Шi Еоказ8Ео, ч?о qд-
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длмвшfr цоJоIште,Iъннй опертор Г, задаrо*fi вв простравстве
с коlгусом {Е,|rК,|) со знsqенlя!й ъ (Е2r{) непгепъвен, ес-
.ти кощrс К, воспродзводщfi, а Korryc (, BolHa.llBH. 0sевпдно,
что конусн Ъ банчхоgrх решепсsх оОдsдаDf этпЙ свойстваtл. Ilb
ка8€м, Tlo всЕtиfi полФштелы$й бп.шнеftяrrй оператор6: ЕrF-|
нвпр5нввн. Доtаяем неЕррJвностъ в Еуле.

IIустъll4пIl : 0 в Е . Т9тпа en=dn- dnre'nreie Бt
для всех п с N, црпчеш Пе;lv leil < М Пепll п ei,ei+ О,
Не надryтая фшrостя рассшдешfi, Йсшо считатЬ, что llejfi <tf7lЗ
пllеill<llпз , поска,IЕqr всoгtrа мопяо перйм к подтiбшеiо-
вsтФIшlостяш. Поспедше HeIEBoBcTBa означаютr что llп_g|tl < 4/пО

п llneltl<lfnz. В сшýr ЕолногЕ Iлз сходпrюсý}t рядов fl,ttпе'_'U

" *Y"!_'I _ 
q,tедует сходпмость'рщов fпОi3'"i ;'

Zпе!:еj. Обоэначам е*: = е.* а_ . Тогда выпоJIняется
пеiiБLi-2е" , поскольку ";" ЬЬ* 

z п cilfien . дпя
пос;Iедоват€лýIостя /;, Ф(qдяцейся к 0 в F, совеIшеЕно ана-
лоп[чво !rФно пqдобЙ'r" /Пц последоввr"лrвос* .(' п t:
iЁЁд]] Ia#;t;,l:,|i* С l;< *l: NI"l"{Уu 

"

tk*, il = \cri-,ui,{i- !;) "
< 0 сео, yil + |bi, !i\+ 8rе;, yil+ бЬi, li l <
< fulбr е; У 

*\ 
+ Ке-, | 1 + 8{eip 1 + б t eiljJ =.: h.6kil-),

Тоrла въшоlяяотся соотношоняе .

- lrВr uil *) * В{е",$1 . {"Bceiy-|
п твм oaшl, бсеп,Д)- 0 с реIтляторы |Ce;N*) tr дока-
зате.rютво вакоfiqol{о.

ý 2. OпдвдолеЕtrе тоflзоIвого щ)ояввsдеЁrя

Далее в9пдr (ЦД) п (W,F) фоэаащюt банаходr прстранст_
ва ссi.сliвцаlпои нор9и. Чеýiо ;Щ(\WiRl М9?чщ{ прострац-.
ство бц.ппв€йнш rопордlеtdх ilrrilсщовЁпрэ нв. Y(W . Ila'a.lпe6_
IвЕqескощ тёнзороr прош9водеrшв' V @ W ,рsсомопрпr* (fu .кiцо-

f(L|= sц|tфrпу,qf,Л,*(Y,W;R),lltllt <,tl' .{t,cVoty), . .

I2T' :-,'j]





| (!( 1/1 ф | l - iltl lt, iltll < sup |t L|иl 

"uf\l,,q е !b*(V,W; Л): Ilt,7ll| < l\:pt{ Ф l,tl1.

Оконсателшо " 1оO/Ф ф\:ttlJll,tlillll л f - кIюссноtr{а.
Введел.: оdознаgеtше

. ,fu П

Crul, = {ý,,rлlо lu{l: ъ= flи,aul*l,
ЛЕdl,И2.2. Cшl BHпyKllo з EOF.
дOуздтЕJtкшo. пусть 

}, =ё l|l;rPIm;l,
12: = ff ,trl, Ф lй;l, L : En*'" м^': Е4 g,",!,

тотпа Ч,С2+U(L' t l}o*,, С =otoCr*B'OL,&o,d'*0,41+d'- l,
Докапем.' чтЪ с е Ctrl . Имеем

.lL о
7- - &l(P,tl; в ц'\ + *.(F,ч; Ф е,{;) =

: *в!^'Ф r: * #,\TiB tlj "

С ддцlгой сто;юЕý,

е = *о(Sопr! Фfulil)+аrф,t";, Ф lff:l):
* Ё l e,,tl,t в t tt! + ЁWrrll g ип;t,

т.е, с с CtИ п, сJIqдов€lтел!Ео, Сtъl вщt{ло.
С пqлrсцьп нордс Фрý4rшuа ввqдем ф$дtlfiоýал Р(Х.): il*||,",

trB Е&tr ). По таорлле Хапа - Ьнаха

ptL| а sч \<r,a>,a е t С б Г|,!, О, IТfi < Z ]-, Е suр {<x,t> :d . 1/ 1

гдо ?t,, = {е е С ё Ь Pt', (, >O,|eil s',l\ _ поЕопптелъшая .t*c*b ещ_
нсчrlого шарs в ( Е б Г)' . PaccltoTprr фрпацовал р \u Ф }V :

,|ПlL

illълlr: = in|{ttýll/;lФl|d.l l,rt, c,: Ео, @ й; j ,

По лешле 2.2, Сtъt ' вцпJк.по, в лвшество И: dР с,l:або
компактно. Испопв!rя теореш, о lмlшlвKco (сй. Г9 , п.4.4. IФ),
пqrryчаем

,Xlфlil'й:i,пl\ttctt,*,loeCrr.)}= ,-.
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* iпl { рrсl, с е Сrzl ]=

=!!L, iпk",4>}=
: 
,'!|l ::t ,"{ ',0' 

= 
: ý, Pg( u ,

ще _реQ\;_= i"tl<r,a> zсе Co)l,
лаffi/i 2.3. 'шLПlй- 

еr*Чr'РrСt\.
тюРЕlrlА 2.4. Дл я лю б о т о l.eVoW Ечо е т

место равенство
llll,llr= f,Q).

ДОiйЗАlТJilСТВ0. Iiустъ лшеltннй фпfiIЕонаJI |: VOW-/R
удовлетводжет неравеЕст цr

|tu < рr&) 1r.eVoW\,
Тогда для 8 - lB шмеом

бrt,ллl * |tч о ф\ < рс(а о utl 
1 
(0 yt о 

'ф,l) 
,

,.". 6 - lвtoFpyeMrft фrжщlонал п |6l < еО
}1так. I< р 6.е. lб)р" )тотлаптоJIы(отогд8r

когда / Йет,JЙ t=0' , "iб / _r*roppyolrtt, т.о.
6 е,t_(V,V|; R) ч' |6' < ( . Спrводпчвсltп

dрr= |t , 8с 6^(V,W;fl\: IбI < С|.
Фтсцдв

PrQl= sчр{|съl,Nе )ре!= sч{l|@l, у е dрrl=

- sч|$с"Пz$е А^(V,v,/ 
; Д) : l бl < t ! .

Увrтнвая леrаry 2.3, t @o наIшсатъ

illzfilo: Эuf \pacrlz ( е {t |:
= ;!,р":ч{|tcoil, бе4*(V,W;Д),lИ < е 1=

= s top 
{ l бrzl |, t^е 0л( V,W ;R\, lбt < е, le \*,< { J =

= s llp.{ l бся-l t z б e,Я*(V rW ; R), ll б ll < l 
1 = 

jr rl,
где lllбfil * ll lбl l| - сrrошанн8я порв. А

оIрЕдрlЕiиЕ. Тензорншл пIюизвёдепý"" ИФ W банаховI8
прострgств со смýIанноЯ вороfi (УrД) g (WrF) фдеш назш-
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ý 3. Бвлшrеfrrле rвхорrlDrомЕе опоIвторн

В атом партрафе расс!rотрпм свяэь тензорното Ерошзведенвя
с бпгпнеfiкп,ш mЕорпруемЕ!м оператораtiп. Пусть (Ure) обозна-
Фет простравегво со смешаЕноft Hopмofit прпqем потрвФем, тобш
нормЕрущая решетка 4 Ош, Еоряцково поJtноfi, плд, Iго то пе
самое, 0 - б"нахово К-rrрострqнсТвО.

OIlPЩnjE}liE. 0ператор Г: Vб V 
- 

/ назrгваотся ква9Ема-
порлруеrшм, если судестlует ltопqителшнfi бпJш{еfiЕrfi оператор

,F' Е' F*етакой, что внпоJIпяется

lTrl < pncr\: i"lIi(fil,r-tФ l?,t{l)J.

Сролл бплrнейкD( опораторов f судестЕуот наlrменнпlrfi ,_Koтopbdi
бдем назrrвать кв€lзиI\ЕlкорантЬЛ п обознаФтъ lГl; = tп| { А \ ,

il lГl ll: = ilг l|l д _ с!!еш8Еная H.In' оператора т ., "

;iycTb Jo( V Ф W, (J l - EpocTIEEcTBo квазпмmоIируе!д{х
опеtвторов"Oп{VrW,|\, - простран9тво бдлЕrеftнЕк [впорЕ-

руе}дD( опораторов из VrW ъ U tсм. ЕФ).
тdсРШ,а З.I. С опос т а влен Е е Т,- l Ф

осуцествляет ликейпуп tлзометрию
банsховцх проqтранств со смешан_
н о f, н о р м о fr xO(VбW,U\ п^лл(V,W;U)

ДOКДЗПТЬlЮltsO. llpTb 7еХа,(VбW,U) . По опрвлеле-
нщ0 существувт ,в € gtТ+( Е, F; G5 такоfi, qtо lТrl * lпr"1 .

Iлм бl-T Ф ", то А
1$1lt, ол| = lTy о й l < l f l (l rl о J tf l\ = |Т l 0п n l lt l),

,... lбl< lГl , бefi-(|/,WitJ.),
iiаоборот, ЕуФъ В€аftr(VrWэ U) . Тотца суlцоствуот

}rЛ"(Е,F;61 . tвo

" l0({пl1г)l <,р ( l{1,1ф!\.
0тсща ftcr.n <}|Ё_r{кlФiй,l\, 7- lTro ul,

и, следователъно,

лldrtll п * фu uЁ,{кlФ lй"' l,
I;ереходя к mшtеfi гр8ш, поrцrчаем

trltrоTl < tt}l,llъпl*

т%



дл
т.е. t - оIтавичен}IЕй опервтор п поэтоl0, б п*евт одrнствен-
Ео€ продоJшеrце Г с IцоDвого подпrостранства VФW дпро-
странства Уб t/ , l.e. ГеtUбWrU) а Гlчоw - 6 .

Ес,ш в HoIBBeHcTBe lбrъl| < РпСr1 перйти к предеJrу, то
ПОпуtшм

lгrzll< ро(ъ\ (z.c Vб }{l.
тем сапдш Ге ХrUбir'U), lTl <"А, а огсю]lаlГl<6,
поскоJIъку /Э - прпзвопыIая лвfiоранта опертора d . Теорел.:а

доказапа полноотlю.
TEOPEIй 3.2. 0 т о б р ах е ви е ( +|6-

JIянеftная изометрЕя Meft5
п р о с т р 8 в с т в а мп (V w)'ховнми

уА
Ф

,естъ
0ан9_

и
$*(V,w; ю.

t

ДOМЗ/IТ&IЮТВO. Б сиJry продцд]rщей теор.емн достатоrпо
лшпъ докsзать, tпo лOбой фytfiсIдона.lr /6 (VбWl явJLяется кв8-
зпi€JЕорируешrм. liMeeM: t С (V б W)' Ьr""*вт, tгто с}пцествует
с>0 ивнполняетоя

l/rrll< а |lpsl* (zc Vб w),
следовsтелъпо,

l|crll <cf(L)-
_л

_ с. suр\l6tъl: б е 13л(V,w; д\ , flt{lll" 1 l ,

Отспда Е вз теорешr о бtrполяр вьпакает, что / есть слабшfi

про*ел сетп (|"\аеА . глолкаЕццfl ,/" о*., впт {*
*EL^€ro_- np:,":u Дr2 О, Елr- с,8rе.!Э*(V,w;R),il6r!l<l,
ъ{м-'Хч:Е Л*16rl , ББ" 

"Р - 
кЕlзп^|алорнанта д* Д .

lITaK, /о, - **"ч*rощgуеrлrfi п

lfttr.l|< f n!tl,:,lЦl)
ЛРdr' < С озпачаотr чtо $) содврtmтся в c.лабо колrпакт-

нФ' мпс[есгва !, следоватепьшо, шош{о сtштать, tпо l<*/
слабо. ПеIвход к предеJгу в пос.педнем неравенстве по о( дает

ь
l|сul < Д.,в (lt*l ,l4,1) ,r-4

12?



hт.е. + Itв83имвхо!пруоiл Е,т9оэоrЁ домэапа.

неfiяо uз оме,тр;Е gв.о п.р,оqт,раЁ
ш s цо р.Е ру е м йх,,о п,е,р аФЬ р 9:в' Il*(

t
N
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