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I. Введение

Классшческая задач8 о нsхшдонЕп борелевскоfi шрн по из_
вестноfi моrrентноfi Еоследова!ельност!t (пменуеlия проблемоfi мо-
MeHToBr cм.i напрдrrер, [ТЗ]) продолrает пIивrIекатъ внпманtrе
п в настолцее вр€tя. 0б атом свидетапьствуът недавнше !v6,ш-
качш P-fl. 0дно шз интереснюс обобщениfi указвmоfi задаtи
свяэано с рассмогренЕем векторноfi пл,l оперторной моментноfi
Еослодоватшýlоотlt [Z-' ! . В настошвf, за}yЕпсе рассшlтрцв8ет-
ся следутщая в€кторная Еостановка: по аqданноfi послOдомталь_
состп (0,K\L0 шз р€шетОЕrо-хорDlированного Еространствв ,И

трбуется найти У-вватrую борепевскуD MeID, на отрезке ГО,fl,
длs Koтopofi (-fi момент совпqдает с &* ( к с ф:{0,4,2,.,.|).
Стопт rcобо вьщ,еJtпть дв8 чsстннх сtrучsя'Ькторноfi пробпеrлr мо-
liоптов, в когорш( Y - Ерострашство Мнторовпча.

IlycTb Г - саиосопрякеlшшfi оп€рато! в rшtьбертовом прост-
Iввстэо (не обяsателыlо оIранIченlпrfi). фебуется отцскать
споктраJ!шrJm меЕу fL , лля котороfi

т'* l )*dr (ке цi,
IiaK вцдно, это перР{у,mровка задаtп о спекц)аJIь}tом раз_

лоfенЕх. Бшзме постановкш рассштрtrвsлцоъ э Р_tй.
Пусть тепорЪ @)i_о _ последователъность.с.ltучаfiнrх

велпчхн на вsроятцоствоц{ протранет'ве (Q,ДrР) . фебуется
наf,lп с.щ'Фfiryл шедry (pt)trQ ва бор.лввскоfi G-алгвdре
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ФВ)..,tоую,tпоровевствq, , l .. . ,

ввIlqлнrtются.для потrf 
"ре,-се Q. , Под.сгувffоfi шерt по-

I00.



дежо вцетъ, tпо lI, s lб flSll_ 
' 
lЦ@) , IEв

fiSll-= пао{lSft\l z PtcLi ".'0ледоватеэlьно, 
оператор

I,,_S@) * _Y по яепрерцшостп ЕродоJпается до оператора
' r r: 'l'{{ý)-Y . 0шератор f, павцваетЬя пчтетралоr jiебе-

м по uор |l . JIялее булеш псliолъзовsть традпцrонЕое обOзна_

чOнхе

г {-Irnp $с.пьбв)),,rt - Jr"r ,т - -- ё

Авшоттчmвr oбpaaorr оцределяетсff Езоц)ал Ео полOмтелыlоfi
uepe l|lrl , црш этоr ощ)аведлrво шslораЕlllов неравевство' I \larrt " ls.tttyt q< nt6$D,
!tнтогдвл Лебега по полошЬлшоfi мер со эначеншJilдl в ( -про-
стзlансЕва tlасоrФт;ивался в [ф. В sастtlостц, вз fI6, щ)едJIо-
lеше 3.3] ЕJводптся TooIEiEl Дебега.

ТЕOРЕFJА I. П у с т ь (ln\,|=l - о г р s_нп_.ч е fl-
uая llоследовательЕостъ хэ дпlа) п

|n потоqечЕо сходптся ъ | . ОТогд8

{{dp* 0- аh!{.dr,.
В далшеfiшеш освоЕЕут} роль будет Егр9ть сподщпfi вариант

Toollelл{ fuoca - lrsдвова об пнтецlвлшtоi прqдставденшп операто-

.рово
тЕOРЕ&{д 2. Для лп б о го маrrрЕ ру емо го

оперsтора Т:Сrc|-*Y существует ед!н-
ственн8я борелевская мера огра_
н!чевноft Ебкторноt варЕацпц f1/:,И(9)- У ,, к а я , т т о

Tt= tIdv 
(|еС{ý|) 

,

ДOiИЗАТЕПЮlЗO. lrlапоранrвая Hoprra |Гl овертора Г яэля-
ется tlолdштoлънцl, .lпнвfiнцl опеFторопi rз С@ s F . В
спrýr tеоролrц Вfiта (cM._fI6, Teoplв 4.! ) сущестryет борелев-
смя rrBIB t : ,В@\ ,* f- такая, что

ITl|- !ул, tye с(ý\\ ,

Полапаеrr ilо= СВ) , а .lЦ _ это лшеi&tое прост-
I)аBсTBo, lюроцдевное Bcel@ поJпrЕепрершвlдýш сппзу ограндчевнц-
lп Фtцсшля ш .Р . Дщее, по трнсrЩптноfi щдпtцtrш длrI
mбого_ с.чепtого оtцtrнала о/ > '| поJrагаеu Л.t+l - Л7 ,
ма ,nL!, - юе Еогочечяце предоJlн оI1lанхqевЕD( пос.lпедователь
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HocT efi р*-тЧ |2, "Шп . Для цредсtлъiтtлt ощлuшов rz3 оцредо-
мв* JИч= U lil.* : ,.А < 4 i . Твпоръ по тренсt!ппЬвоfi ,цщrfi-
шбt оудоh стршть-пцlподовtlтеJыtшs црqдопбlця Q :йч*У
оп6!ятора I . Не остаяав,пrмJIсъ вб продопiемп с ЛЬ-ry шr,
Судвм сразу сtптат!. что дrIя вокотороlnо о}цлпата 4 > ,|

Име8Тся процолlен}Ё Гп : "l,{ц * Y аЕератора Т таItо€,
что

" iГ*ll * ilДl/,, {|e"{L;) (х)

iустъ /' € fuu,/ l олрамчg}Еlая посJIодокIтелъцостъ С.):
n|, ч'!{.оt'.*одоr?i'о*о""Йо к ! . По:тагаеш Еrr!=О-/r#tF:,
'ieopelB I п махорантýое нOравовство обоспбчýвдпт корр€ктпостБ
TaKoI,o Q:lрадепениJi. ilомтяо такхе, qто для Гч*, a_6BPg-

нится неI|s}9Егтвс (х). Fс.ш 
"6 

- преда.ltънцfi йi*" в te.Иn,
то при векоторt,м / - ,А Й.* { '&" . Пустъ в эiова с.rrу-
qае 7'^i, - Т_ l " iаtшr оdразом ЪцредйЬтся опер8тор

|l, : Ип-.У - 
irля tрелелшогс ордпнаJls /. Пу*" ,х16) =Т"1,!6

(8 с n1';;l ), lze Фп - первнй неочоткьrfi,ордянаJI.'Леrко вт-
детъ, что

г| = i".,! * !#r (|в с{в\\, >

З. ljрсблеша моilентов Хауолорф

Теореrв 2 д.эет р.Jвм€йLостъ рпtЕ!ъ вФФор}r}т прбп€Itr }Ео}вь-

lов ýа or,р.}l;пченнtм Евтервsле. Lrучаfi ноогIвsиче}г.tотo Ентерва-
лв iврOлема моý6uтов Гаlбургsре) трефет cпelluмýloxo взуqs-
вия и ori б1'дЁт раесш}трФн в друrсfi ryСлmtаiщr..

0ili,цr1},s$j,: ij'[ . Нвзшваем посделоватолшIостъ, векторOв

iax\;".c ý .Г позлtтввноtl (шrэ ХаусдоF{ч). QслЕ справ€длsвr rе-

qУ
послQ-
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тельноетЕ
тЕOРIп,{д 3. Д л я д а н н о i]

СУ*)?.о в Y
посдедоffа-

сущOствует

единствеtt!лая dopeJreBcKaя мера
у,,4|а,Д*I отрвнп че н н ой зокт ора ой
ввриацпв, удовлетзоряющая рв-
вO8ствам

/" - l i'd/о (кс и,l

тогда и только тOгд8, когда Ео-
следователъность (у,\f,"ч }!ахOри-
вуема (по Хаусдорфу)

ДOМ3АТПЛ}СlВС. 0пределпм лшеfi,хd опертор 7,1. на ýрост-
рлстве полшномов €ГО,l7 сэ вначвкпяrл в Ё слвдmщдм
оdраэом:

|Lb
Utpl = Др" 

*r l i,д€ рft)=Е^,оriЦ,

Из позвттвtости последомтельностч fu)!=о еледуоi, что
для IIоJIшнФлоъ Р,. l(A): 

^'(,|-.il" 
внпоrrняDтся неравенства

ll|pn,4'l >. о _i irV с ,О ). Еслп IIоJIлном, р е Р SO,П кео{г-
pmlaтeJeн вs LР,Ц, то по т€оIюtt€ Бершлтеfrrз 0н paвHoшpro
прб.mвается полцfiомаItЕI Б7[дs

Е pG,\eiP^_..*{.a) ,но0
.тепонь ко.tсрц{ не превьOшеrет ё . 0тсЕда ,сJIеду{т, что il(P),\ 0.
Да"тее, по ,L -rreпpepшBнocм, U п$одоrýается до полохитель-
Ilого оператора t: СГо,fr_--.Д"

Теперъ заfiме}tся цостроенilем мерш /, . Аналошчно опреде-
ляом опо;втор 7 : 9 -r_rl,Д * У по Хюltryлаи

/L rL

п,ll- ýе*у" , Itrе /,:)(2) :Е,"2*,

Iio условm lТ(Рп,сtl < ll(Pn,e\ ( п,! В i,l )_,J"чо-
Iичнцо расс]лi,двнхя поI€зцв8rrт, что &,тя лоOого рс €ГOrt1 ,

рQ\ > 0 ( л с [o,1]. ) шlполtяgтсв |Tcpll.2 ttiрl .

Пусть теfrеръ uопиuошI р.€ Р fО,l] 'проuээЬьншИ. 
Лля.lпобого

.,е.r0 ,qущесЁвует.цqiЙош ?, такой, что

(x)t * j,i(|\:lp(n\l+e (,lc Фl] ).



Тогда

Поъ
тора
мера
торой

' !' ;! ; [,Чь, { ! l!,;,,':|: :у.+ 
llr q,l <

Из прошэволýlостl с плцуrчаем ноЕlsвввство

lПрll < з iоpi ФrOго,а\ .

-нецрерчвносrп, Г црqдолrается до л!аr,орпЕуемого оцор-
Т , С f0,1] -. У . по теорем9 2 сlrцествует бодвлеюмя

р ,4E0,1] -*У ограшчеЕIоfi веrtторноfi варпаIцп, для ко-

Прl = |p'^rdy, сре?ср,Цl.
I]спош,tная опрsделеIgе Г , пмучае}i справедJцвоетъ требрrлп
равенств. D

Следуот отмепать, что в cJryEto, когда Y= F = R, , усJIф
впе маrорrруомости послодователýlосп{ (3rЁ" акшва-
лентно стаrцартr_оаirу умовш) Хаусдорф (сЙ. fl,il) :

ДО:|Дr:_"t,*rl . %пst спсо\.

Б BeкTopltoli ситуацпп это во так даtе в Grrygао, коIяа Y - аа-
нвхово прфтрФrство. ToEtoe, есдr последоватвльность в
бsнаховом вростравстве удовпетворяет атоfi(у ycJtoBпD ХаусдоlSв,

то решенпем такоfi проdлоrлJ MorreEToB мФiет бцтъ шедв неогранu-
че}оrоii варвашrи. Фts будет пметъ ToJtE(o ограцячошryD поryва-
риацrю.

4. Iiршtшеше к споктIЕлъноlry раыtоп€нtrп сомосопрпенвцх 
.

оцораторов

ijb ввsден!ш бцIо отючёно, чтО споктраrьвое разzо8епlб с€-
юсопряеlпоFо оЕертора в тЕJtьфртовоii прострапстве t OliOT

онть trолучецо кsк.решенпе фЁторвоf, пробf,ош lioiвtпoBr Ия :..,
этого .веобхqдпм слодпцдй
. ЪOPijlilA 4.'П у с т ъ м о Е о т о н Е Ь п о л..:

ibaE(T.'F

Hde час тя tIBo' уЕоря,до'ч.вкво.ё B,e.t':,
,орн ов прэс тliап с_т,в,ti.' Для дасч'qfi
Е о с л ед о ва т,е л,ън о'с]т п' (a^|,f,=o € F 9т.ц.9 -
с т ву е т ед rцс т в опн,а я . п o+0_IT т 0л_э-
н а я б о р в л .е D .с к..а.-4.. .,М_е.'р а /l:-tЭЕа.Д - 
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удовлетворявщая ревенстваш
fur: t ),*dlrrtl\ (ке d\ ,;tаЁ)

ТОГДа П ТОЛЬКО ТОГДаl t'ОГДа ДО-'

олвдоватодьвость (a)f,-p .поэ.lтпв-
Еа (по Хаусдор.Фу).

ДШ$ЦТЕ[IСltsO. Пустъ F _ додекццдою пополненпе Iд,е8ла
FCaol . 0шо явпяетсяп (.apcTpaHc1вctr. Применяя Teopelry

3 в сryие, когда Y : F. g ,и,- Ц (t с Ф\ ,_шJIолутlt,
оддвотвеЕIуD ЕопоЕ[тельryт оорftЪвсr!ю ww лL : бЕO,Е - Ь ,

удомgвворЕпщrD IЕвенgгвам (нэ). фтшось лпltь покgз€lтъ. чЕо
зЕачоlцrl,rаеw /L лf,ат в trсх,qдном пIюстIЕЕствs. Это целается
стацдsртво с Еоtющъо летiалI о ttioнoтoяEoм ltлассе (см. [z]l. D

ПуЬтъ .*(1l) - векторное прстравство всех оIрамченньц
саtФсопр8оЕнlп опероторов, доЙствJщдс Е гшЮертовом прст-
IEHCTю Xl . М Jell вводцтся слощпfi стаtцартlпrй tЕстпq-
нd порщоt. Дпя J,Г с t(?|l ЕоравеЕство s < г означает,
что(ýс,с)*. (Га,с) ( ас ?N ). Хоршо t[эвоство, tпо
GQt\, -<'1 являотся монотонпо попшш ttастпчно уторЕtIочен-

нцi Boltтopп}lд пIюстIввством (сш., ващЕrcр, ['0). IiycTb ГеtИt).
Без оrрашчеlrпя orfrt'ocTв rдсшlо сЕптать, что O<T<I ( / -
тсцдоствеtшd опертор). Доttлем поэиш{ш{остъ по Хаусдофу по_
сJtqдоЕтеJtънОсsц (Г'_)Zо . Дrя атоrэ lryrgo установшт,ьr tt1o

fr-ltcr T're:itt-п"> 0 (п,е е ф) .

&цшяя в tiToM неравенотве rшшriель четной степенх, мц его ,

свqдеr, к оJIqшrрOцм тр8u HepaBoHcTB€ll!:

Г>0; I-Т>.0;Т(I-Г)>0. :

Першrе два сJtу.чая сщ)аведJIпFп Ео оIтределешп. Тртпfi сJгучаfi
леIRо tlоrýrqается iцэ след/шеfi цецоtп(ш Ееравенств:

(ГЬ,о\2<{Тс,Гс)r{о,&lтз (Т2о,р)(Го,с) , ,

адосъ попагаеtюя 0,?)Tz--(To,y) . Следlет оп,rетшть, что
лоrшl о сlшествованя}r квадратногЬ корня Ез поrтойgтелЪноlо опе_
ратора Едесь ве ЕIвшвняется. Теперь вз теореш 4 во4гвем

CJЩ,tPlmlE. Дл.h лю б о г о о п е ра.т о р,а Теhff{)
суц,ествуот одпнст венкая. trpoqKT ор-
поэаачная uBpa Р/ такаfi; что'

-х I ^" j lт^: |, hКdk (кеф'\ 
.

со', О
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