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0пOрнАя Функция ЕцрА вшIrкjIЙ игнrл нА мЕгншшкOм
ксшIIАIýЕ

В.А.Васшьев, }t.Т.Фов

В рботе fI] усмношено ЕнтегIЕ.[ъшое прqдсташоImе оЕор-
ной футпчrш щр вщкJrоfi коопермшоfi птрн rL Jпц. Исоtедова-
Епв носtrlшетIпчЕrп аЕаJ[оI!ов BoKToIlа Шеппа д.ltя ковтЕнуалъвЕх
мqде.пой оrоЕоlшческого обrвва повреdова.llо обофоlшя результатов
[Ц дд, бgсконевого lцш8 утастЁпков. СоответствUщдо утво!шде-
ЕЕя дJп вItопно tlоrштольнrDс {уrfrщfi r8GocTBa 8цо[tсшровsнн в
f2]. tIастошая вal,E}тсa посвдlоЕа распрстравеяm ocнoвHofi тео-
IЕш предстаа,IоЕtrа пв fa] на 1вIтлярtlце вшrрqпне ЕrIж на метрЕ-
lrcскош коlfil8кт8.

I. Пшодеш веобхqдпдrе св€денЕя Ев [3] п сфрryлшруем по-
.пучошпrfi IЮзулътат. Пустъ Q - пlюпзвмъпъЙ метрпчеоtпfi компакт
с швтщоfi.р . Борвлевскуп алтебру Q Опем обознавтъ черз
Е, s совdкушость всох конечнцх Е-пзrврплп IЕзбrешfi
е е Z - чороs Есе) . IIусть }V - совФ(упцость юех фЁхцдfi
и : Е *Д , удошотворяпlп условцп U(р|= 0 . Полшш Е-
= U_Eccl п дш каrдоfi фкrтrп t/ёtl g ?€Z оЕрделп, ре_a.Я

куррsя!нlпl обвазом поцuвошцrъЕно разностl aV\ :

и({сJ)= V(e\, Vцl,е2})= (r(ClU е2\ - lrъ) - tr(Or\,

lJ(| Llr,. .,ол, L,* rl\ = v ({еф, .,, 0 л_ р eln\J Lл| r|\ -
- и({0r,..., еь_4, оfu|\ - v(|еr,, ..,c,nn-., Lл+rl) .

НвтрудЕопIювврптъ, ч!одля sсех €еZ п 2={en,,.,,Оm|е
е Е(е) справqдiпlво тqдоство

пrur:Ёrrr(ldl,
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.пгде NZ= {l,,,.,tn\, 2': {oi|l"o.
Бдем говорzть, чтб фуIffqц[я--- re ll/ пмеет огIЕЕпчоЕIут

поJlпЕом}rаJlъlvп варшащ, ослп

lltrlto= sup {Е, .l'rс9'illле Е(0) l. ^ .'оаN? ( (

С овокутност ъ всех бппtчй от;вяпченноfi пqIиномЕаJIъяоft мрпsryrт
обоэнатmд черв V . Мнсвество V , надеJIoЕное операIцf,iп по-
точечного сJIоЕеgпя, у,лдншения на скапярц п поJу.уtrорядоqеlпостю

<о , порщдеlвоft конусом впоJIне поJlопптвлыIъос фрпtlшft

У*: {rre Vltлllr-0,2e Zl, ш<о,t e-tr-ш Q V+,

явrIяется лпlоlfit}ш поrýгупорядоченнчм простр9ЕствФ,t [3]. В част-
ности, для 1Фцдого ыtвмевта r е V оЕрqдеповш поJIшитолъвая,
огршцата,Iы{ая и псtлпвя варш9цпя U+ = ll V Ф . lJЪ-UvФ,ll!l-- tlV t,
Напопдлrм [3], что фушtцпя Иб И п8зшва9тся ртуля;ноft, еслш

для лобого ?:{еr,,,.,%1 с Z, внпоJIIIяется;ввенсгво

l 0 l(е1,...,оfu\ - s ip \l rl (tо,,,.,tл) l г1 Е е 
; l 
i, N 

? 
J, 

4

tле С; - замк}тутце подlrпш,ества Q . Совоtlгпtостъ всох peIy-
ляIжш( {уlкцд* пз У обозначим через +V . Вщелmл шIтеIв-
сующдfi lиc lglacc ргуля!шlпс Фу}дщй огрlшчеrпrоfr попЕЕомЕаль
ноfi варпаlрtп.

0ПРЕIIЕПЕIИЕ. Чпшия tr € W Еазнваотся рIулярной ${гук-
лоft фу}дщпеfi rяокестм, еслп UeL\/ ц Ер этом

l/(qLJ еL\+l/&1^О)>rrc)+|rч\ (I)

для всех о,,е.еZ,
Кsк обнЙо'Е,Д, ядром коопертпшtой rгрн Г-(Q Е,ч\,

опредолФмоfi Фrirщдеfi ll € 1,V , 61цем IЕзЕватъ мвФоство

Qц1={уеъVl|Цql=rq),усl>ио\,оеZ,|, Q)
1 

,l

где ъV' - совокупность всех аддrтЕвншс qрвlиfi мяо8оствs Ез

ъV . В далшейшем будем сгощдоств,итъ вгрн Г=(Q,Z,d п

опредоJIяIOщде пк фlткчпи И .

Извесмо fЭ,fl, что япра реryлярrтьос въtrfук.пrх m9 ll веЕус-
тн. Целъю рабmн rlвляется rнтогралшrов прqдставпепце Ех опоIF
нъOЕ .фрrкцлfi

!r) 3 далъяеfhем пспопъзуется сокращ Btiшe V(?.,,,,,.,orul) g l/O|,..,e).
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l1oq| = sup{[ldt"|tleCttлJ,l . ,9rQl,

где S(Q) - совокушостъ вещоствеЕнцх ограЕшчопню(

(з)

Д*э-
мершшс фlвщиfi на 0

Jhя фру.шровкп паrrученного 1вэу.цътата Еапомням Еекоторне
констЕуlщtrи из [З]. 0бознаwм черз 0 лсовоtушосгь всох замк-
Е5rлшс дапrtпrшеств Q . Ддлее, через е| обозЕачшм л С_апгеб-
ру в 0 , пороtrдsн}r}по Bcaм,l MHofiecTBarM 

"цд" 
4 ={tеQlссе}

( е е 2 ). IЪк ycтaнoв,Ieno в f3] , д.rя лолбой {уIfidlип t' с ъV
с]rцествует счетuо_аддитrввая мера U,,,:62 - R , однозIIаIIно

опредапяеЕlя Ез условпti /rrё\= rсёli е€ Е, . Наконец,

для лобоfi / с J(Q) п собтветстsщоfi ой ФIчцfl{пlл

ia-su,p{|ft\ltctl,tcQ, l (4)

пнтOгр8л !^ i dpn лоIIределеп п конечвя (6уrrсrлял / , как
Еетрrдrо п;Iовврl,tтъ, ЫN,-измерrиа r ограЕичеЕа на Q ).

В пдшведекклt обовяаченпю( доказшваемsя в рdоте теорема
представлеItщI пмsет G,IедгквiЕft Е,!д.
IЕOРЕII{А.Для любоfi ре гулярной внпук -
лой пгрн lY справедлшва Формула

lr/Р:tiфлr lс SrQ). (5)

л 3аверlая атот rytIкт, сгметЕм, чтоr согласно [З], 9лr€брабЯ содЬрrит борелЬвскут а.lгебдry 86 простр".r*- 16,яl 
- *)

ПоэтоW, .с.пr f - ЕопррЕвяая Фш(Iия на а , то Ррrула (5)
прпнплmвт впд

о ,ч{|l yt уеСа|- !чilЁ r, (5')

тде !pt, - "у**" /n на В5 .лД3Лотвителъноr^в этом ацrчае,
ввцд]r равномещоft непрдпrшrосiп { , фрлtlщя i IteBpeFBHa в
метрш(е Хаусдорф ш, сJIодоватолъ}lо, lр-пзмершrа. А

Что касается общей сштуацди | С SФ) , то фуIftrця l ,
вообще ю}оDяr не яв,иется /д-измерпюfi ввпщу носоыIадепшя
а;rгебр dЕ g Вд (см., напIfuер, Р] для сJ[учая Q = ГqЛ ).
Таким образоlд, Йя рзрьвIъD( rзмерпrцх Фдсщfi утеwеrио (5')
сарааедлЕво лишь прЕ некоторф( допоJпптелънцt цродпqIожонвff.

*)
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ряюцая

2. Переходя к ддкаватеJtютву црqдстамеяrя (5), щlпведом
удобщр для нас фрw.шровtу тооре!лr о прqдоЕr'оЕtrи лля аIо}дов-
тов яцра роIтrлярrоR вщпслоfi шрн. ПIEдmр8эJtыrо напопrЕtrl, одцп

р€зулътат Кшцлер (fВ], прпаер I4), обоФа!щдfi к!весгцrD тео-
роw Гвшш.

ТЮРЕХlД МIЩJIЕРА. П у с т " lg zQ - в о к о т о р ое
кольцо подмЕоаестЕ процзвольЕого
мно[оетва fJ ,,4g2Q - под8лг.еара Z ,

р: I-/R- вцпуклая (т.е.удовлотво-
неравенств8м (I) яаХ ), а

6:l-R - 8ддЕтЕвная фуЕкцпя тааsя,
чтоf,(?)>f@' для всех ееэ* . Тогда су-
ществует аддптпвЕая фувк цпяf,:|*/fl
такая, чтоf,Сеl>\се> для всех ее&п
суаоЕпs Г Йа d совпадsот с Г.

IIоскопьлtу .шбая фylllщдя t/ € L V вепр€ргвва оtrносЕ-
тблыIо теоретпкочяmественноfi сходпмостr f3], петцдно пров8-
рштъ (см., напрпrер, fS],тл.ш, теорема 4.4), тло конsЕlо-ад.цдтпв-
нsя фрIкция /L € V , удовIетворямцая усJIовЕяl, 1ЙQ)-uQ| ,
yo\>UQ\ ( ееZ ), автоматшческЕ явпяется счетно_8ддrтЕв-
iiofi (д, значцт, ртуляроf,). Уwтъrвая сказанное, прямнм Е!еме-
нением Tooрliш ltПrцлера по,гуqаом rysЕШ пам вспомогателшrd
разулътат,

ТmРШ,'А 0 ПЮДOJГДШИИ. П у с т ь lr - р о г у л я р -
вая внпукл8я Егра, /*{en,,..,e"1 eE(Q\
YlродзвольЕоо конечЕое разбЕавпе

Q, 8 воктор 2:(llr,..,оп)еRП удовлеr,
воряет условпяl,а) Z _o,:l/(Q|,

Le N? l,

б) Pr",>,/(! rei\, Ф € Nt.
Тогда суц€ствует мsра
ЧТО!Цеi\=С; дЛя всох ieN2

ДOl(AЗДТЕ[ЮТts0 фрryлш (5) щlоведем в

|t/ с C(u') такая|

о* arrna. Сначала,
оцхIхlясь на соотвегствщm теорW дJIя конетIIIЕ вЕпуrиш ггр
[r], по.,гуиш цIвдставrIеше (5) дtя прстЕх яэморшtlo( ФЕщй.
Затем, пспоJIьзуя предшьнъй перохqд, уствffовЕм фрrуry (5) шя
пропавоrlъноfi (уrшrщп пз S(Ф
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лЭТАП I. IIустъ tJ" - роцrдяFая вьпчILЕая шр8, 9 trо-: ,QLl/u, - ПровзвоJIъная простая цзlrорвмая ф},}пflц,rя (адесъ

а, € R, /^. - хsрактеIвстцч€ская _фrtшцпя lшGества е; € Е ,

^е';пеi3РмяюехСfj " L,er-Q ).
rассмогршм мнсаество

Cotu\ - {Ql,tes ,, . ., |r(e^\\lr, е Collj .

НепосрдствеЕно Ез опрдоления опорной буrсши i, tr Ез вцда

Фшспш .,[ вштекает соотЕспенпе

hДlt= sчр{g,dtеСоtаl!, (6)

гле } =(Qn,..., Qo\ , а q,а - скалядяоо прýэводоппе
в8ктоIюв q п О

Ilоllшliмл |={еr,,.,,ео7 . В сп.щr TooIleMH о прдо,цвнЕп
мЕФество Coful сdшадает с щрir конещоfi влryltпоft шр у2 ,
опродоJIяемоfi, по фрryл е r|сФ't=u(н е), dв N?= {,t,..,, п| .

Далее, на освованпп теоремн i дз [r], справедлцво равеsство

sч,р{q,оlсеftд$j=ýо r!.ппr{q,l;еul, 
л

тю r!: t(!"), фп д/. отсппа, ytItшHBвя, *то л - простsя
0пдщиЯ в S(Q) , в сдгJr опIюделенпЯ ЕЕтеграJIа 

Г|Оp,пoлJ,чаoM трбуемое:, iп()= l^llрr,
ЭТАП 2, Пустъ nC - п!опзвёлъчrЬя огрвпченная ЕзIlЕрпмая фуIfi(-

цдя ва 0 . Ъф*.вWем HoKoToIrJm послодоватедьность пIюстш(
пзшоршiц,( фlшqоd /ао , DaBrrolreprro сходящд(сяпк | . Ясшо, что
посл€дов8тOлъность l; пашомерно сходЕтся к I , поскоJIъIт

;"иб 
lfco-i,o,,l= :tr r"шI!ла-flail <

* ,.Trl|nиl- /rell.
Далеа, HoTI8цHo убодптъсi, lпo мпФество CCul огран!чено

по нор!е пошой вархаlщ. Деfiствштелъно, Ccu\* Qlщ)+Vб t

тде I1,=V-%t\ , а Vи -прекIщя f на цоп,прстравство
LV1 яцr{ЕтЕвнц!( фrЕqцfi пs ЪV *).

Ъмя прв:tlщя сJrщоствуот, поскщlъlry zИ ямяется (-про-
стрнством, а ъV1 - его коrrпонентоИ (cMýl ).

r)
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Но в сшrу соогношеппя

t/,rrъ\= a*,...,c_J. 
д,.,,Е" oice;\, оеZ ,

установ,Iенного в Г3], и BBIцy HeIEBeHcTB 
'(Н" ne;\ 2

>Z"tru) (2-{е;lб Е) , внтекашдж из Ъшпg.мооЕп {r ,

шмеом lцL\ > 0 для всех ее Z
1ilчпJо+ |J,(Q\ для всех у,с Ctul ,

Уитнвая ограниченностъ Сul , пме

. Такrм обрзом, llr,llo<

ем

ih,rq)-h"ql= 
itr,^lIr|; Pd1,,l s

* 1yoll"'"l-/rcli 
,i!з,о|,|о,|о * ' ::prlfirel-fr*rl.

Следоватеiшо, hn(|n','- hn(i ) , отк]Еа на основанпп Форtулн,
установпленной д;lя простЕх пзмёрапш< {уlкцпfi, имввм hnq) -:kлlлl^Flчп л . С другоfi сторонн, ввиду psвHoltepHbfi схолп-
мости Y i"- {, поцrqаем

е,л 
$f^dpn 

= lЩr,,tгто и завершает проверку фр,тулц (5) д;rя проиэвоJIъноИ фушr.цшл

/ е Srp1
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