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IЪк цзвестно, решtецЕе шIогпк параlвтр[сескпх эад8q не[п-
неfiного программЕров€lнtrя тосно сопрffiоно с дзучениом диФ-
реяIЕ!вrемостr маргдналыIоft Фпдtlпли q@l * tпао {ро, tr, ? 

с а,@\\,
В работе [r] с aтoft цаlrъm бH.ll предIФов под(од, сЬзЪшьй с
яссJIодоваuЕоlд нокоlорого своftства самого отФрпешя Ф , ко-
тороs назЕвается ЕIшркспrвщвfi первого поршм. Там хе поtа-
зано, tпго для отобрапенtd, задаваемшх сшстомоfi вш{rкJю( нера-
ЕеЕgгв, это своfiство внпопýяотся. В настояцей заметке ашрк_
спrмцдя Еервого порядкs пзувется для отобралениfi, задаlпlъос

очстеrаоt равЁвств и неравеsств. 0ппсцвается Iutacc отоdрапоrш
такого lиЕа, обладащпй укаэаrяъпл своfiствсм. Прrводится прп-
мер, показцзаmщдй, tmo налшие неллне$hъпr IlаBeHcTB привqди?
к его нар}ппенпю. iIоказано, tпго модgФдlшровsнная аIпроксимацпя
перDоrо поряцм, щ)qдлойеЕвая в f2], как прeвшJIо, Ее имеет
моста.

I. IIустъ Х _ некоторое oтK;xrтoe мяmоство в еышщlовсал
пIюстраЕстве Е' . Рассмотрш мноrозначное отобрленпе &:Х-
-2Е*. Возвлвм aeX,tl.<Eo ц tee@\ .Пусть

,Г(I,N,w\:|{еЕ^:31>0: у+вrе Ф@+4,t \ f"c с [О,со) J ;

KQ,Tilr| _ мнФество вокторов И€ е , обладвкщщс свой-
cTBoMj tиft,ется такая ф]ЕцtIщя )bL' l опред€JIенная при до-
cтsтotlнo !rЕUIю( 4 > о , wо 4.-|осо{) * @ при оа -*с ц
I/+o[rf1@\ е Ф(с+ Jl.t\ i Krc,yilr) - шtопество векторов
о r с En , оФlадащlD( сJIедJпOщдм Ьвоfrством: наfiдrтся (уrшrдш
O1Ыl ц О2G!-1 , определоцнде прп достаточно ма.пю( о{ > 0

тто



такпе, qIо 4-'|0ibl)-Ф,L-,1,2,Bw о/-+0 п

al. + d-ll + о2ш\ € a,a,+allJ,+ 0/:'l ,

Гtо,у;tлl -'мЕоIество векторов nsE.^. ,_4лq троry-
наltщrтся посJIедоватеJIъностц {".r}с Е', {tl,rlcE\ {Ч] с Ei
такЕ8, tпго tl, + &ц[к е ф0.+ e*lbr) .

ШIРFJШJIЕIiИЕ I. Товорят, что олобдвлвнпе а доryскает
аtшроксимащD ttорвого цорщ,кд в,тоqrc Р по ЕаЕравпоЕпD
шеЕ\ПtЛt=У, относптелъпо соответgгвия у * A{O,Y;tl,),
еспЕ для .lшбъц пошедоватальностеil o{."-1Q п *ке ф(L+oLKt )

такдх, что Ч"-Ие а@) , с}пцествуDт швм€нтн а*еА{а,У;ц'1,

"rj::n* 
" 

V^= 
,t + e/l. + )bLK\ , где dl'Cloc*) * @ пF

В качестчg ДrП,t1 ;tl,\ булем брать одно пз отобрапемй
c|ytc,,;tl,\, сOГ@,. ;t*l', сLК(r,, ;tl,i i Гrе,, ; tl,\ (crTtвol
оа озuаmот ваlддtаше). В Е] рассlшlтIшвалась аIшркспмлlпя

первого поря,кs огносuтелъно ct{ror,;t1,1 и покав8но, qто

отобрmенпе вща
ГJrp): \y:y;ro,c!)* О, i: Ф }

Еди некогорюс продЕа,IошоЕuл( ца t1уЕ(щ Yrh,t7)l i= l,P,
доryсI€ет ашроеспrацm trервото порfrка относЕтолыtо mобра_
аеЕця Сttr@,.; to\ по лобоlry наЕулевоrцr напIввrIецш0 ц,е Е\
Еmа цель - пзуtцтъ sшркспшlтЕID первого порядка для отобра-
аеЕsя вцда

.,n':',:{7. Еry. 
7,rП,Yl= 

0,ьф; h,a,yl*o,j -Г|\, (i)

Тr:?ЫУ 
t. - Непрршвво-дЕффрешgруеше {шfiсшЕ, IIустъ

СIIЕШ,IiiНИЕ 2. Бдвм говорЕгъ, qто э Totшe {/.оеfuO.о\
вцпо,шонн 4 r - условдfi рlтлярноств, еслц традйентц

-_оуr!!уt)::..:!::,?)-|L,7УПЦ,l:о|;uУtлоУ,\,i=Ф,лшвfiпо_{rеsавшсЕlrц.
06озпавш r: Г/.,?7, ъ": Ц,V) . Прп щсшров8нЕо1l

LL € ЕО paccrioтIиl, инщоство

Т Q,^, tp\ = [ r с г* |\us? dx,o\,u,\ + l Vn! lъ),u ) -, о, i е Irto ) l ( 2 )
| 
(uФrLiео\,ll,\+ (i/lj(l,о\,П= 0, l = 4,9 )'

ПРЩII0ШЕIИЕ I. П у с т ь в т о ч к о Уое а/ео)
внполвевн Lr-условпя регулярвос-
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тЕ. Тогда,:
с а К { ъо1л : cf, К { ьо, tl,\ - П bn, to) - Т t r,о, rl,\,

ДOlilЭA,ТШЦСТts0. Раввнсоъо ( Ki1,o,tt\-Ttx,&) доказ8но в

fЗ]. До*""ателъсrrво равонств€l П'х-о,tl,): Т(ъо,ь,,\ мФrпо наfi-
ти, напрrмер, в [4]. Из сmтвочаншя

T\-o,tl,| = еtЙ,r-о,u,\с еOКrц,ьоl с. Г{Lо,U,\: krо,ш1
сразу сл8дrет утввtrщдеппе предлоБенЕя.

Рассмотрrш отобдплепия

|rоl: |V, Е^,lъrrо,уl-о]1, j= Гq, (з)

тд9 Ь;Иrф - вепрFвно-дtrффроlлщруФлrе фрпtrщ. Пусть
r с d.оlп6;", Vс b,tq, j=l, ф . возыiвм t* € Efo ,tttl,t| : l п

wстъVо"k,":tо,3' +"' црЕ всех 
|,,c,6,&o\t i: ГФ . 0бознаqпл

череэ " 

|l't\ cooTBeTcTBou У - 
"Кl:Ц,у; *) l BHtиcJIeHEoe

дJlя отоораftенпrI о; . хсЕо, что

Kl 
vt = la €, Е\ r v"h, tпo,yl,t c)+ (vrh, { 

% fl, tt 1 = 0 ], j - Ф' F'^
i&*oxecTBo K,rql представIIJIет 

-собоШ 
гшIврплоскостъ в Е"' .

ПРFДЛOfiЕil,IЕ 2. Пу с т ъ г радп е н т aVn\@o,|.\,
;=Ф,л,инеfiво-независпмв пъh v

всех це0,.{r,.\ . Тогда 8слtr отоб_
clo'"

Pa rof яf бi,i=,Ф r допускапт аппро_
ксимацЕр первого порядка в точ-
ко lo по направленЕю lL относп_
телъно соответствия KrrYl , то
от о б раж е н ш е lюl=1,ra/O д'о цу с к а е т

апЕроксЕмацпю Еервого порядка в
точке 0 по напрsвлонир tI отно-
с пт ел ьн о с о о т в ет ст впя Kq:,Q,rKirP.

ДOКДЗАТЕJlЮТtsO . IIусть d.-i 0, *"е Ь(Ц+оlоlr\' , прtrчеш

Ч, - V . ПОнФно, шо Ц с бrл) u. Из опрдедендя б ые,
фет, Йо |зе 8,iТo*"tru,\ 

uпрш 

р"х j (*=|,2,,,. ). Так каt,
по пIюдпоltовеlшЬ, отобр8еrппе 6, доIryскаOт аrпрксЕ!6ац!!ю
первоrо порщ,ка, то (см. [4]) l

p(a_'ty,- ?|, Кi(rl) а 0. (4)

}rhceoTBo Kt
Kltyl tr,

прqдстgмяот собой пересоченпв гшIорплос-
, прчэш ЕоIlrадъЕно воктоF VrhrtO,P этIпЕ

I2I

костst



гЕпорЕтоскостоft лtrноlШо..flеваlщспш. 0тсцца, п;шшrокм (4), по-
.цlЕшм, sто/Фl;1(r|-Уl,КtVl)-.0 . Эго Jпгве!цдонЕо MqrEIo до8€-
затъ по Е{ryкrвх. Прешtшеша доtсазано.

IIРFJIДOШЕНИЕ3. Цу с т ь з ад а н о о т обра-
аенпе вЕда

Ца):
{t,*|

где фуЕкцЕц С;

7i, :)i, &,,tr 
:?,,, :fr,},

(о\ п Q@\,i,: Ф; j: Ф,
нопрернвно дшфФереsцtrруешш в
Точкв.frоСd,OtтъФ. пустъ уеФ@о\ Е век_
т о рн 6.,icLtoo,yl;d,;,/=i|Q,'л п в е fi н о -в е з 8 -
впсиt Е прt йсех ц,€0,(оа\ . Тогда
отобр88енпе (5) лбпускает аппрок-

(5)

в точкв
Е\ $tьП= 1,

относtrтелъно лDбого шэ соотвот_
ствпf,

Поо,, , tl,\, саК{rо,, ; tl,\ с{Ircо,, i tl,).

ДOiШЗАТЕПЮТts0. Возыreм tle Ei tt,*tt= 1 . Иэ прддшения I
слоryот, qто доgгаточяо рассмотрбтъ соответствшо 

Y-Trao,y;tl,\,коIорое оцрqдепяOтся равенствOш

тсл"у;о,:{,.4Y'[ 
j'i,\:,:i:',Yi,:|:?,' j:';,,r}

Такш обрзом, в дatIвоl, еJýrчае gго сос!вотствllе ЕостояtЕо.
Пусtъ |"еф(Ц+dktt| п Vr-И лр !.*о . По-

л Ч ,|r: ф+ *"{; , тдв ot"l,|' :* @ " лр *.-ю . Пусть
teLШo,tN)" . ТотЕ,а

0 >. с;rcо+ф1l,\+(6;,7+ы*tti\ - сrrао\ +Lk(vciLLo), и) +

_. f 
0 { ф 

"\ 
+(Ь, 

7\ 
+ а 

л{ Ь., r"' 
1 = а 

^|(v 
с r( по\, t*\ + ( 6 r, r)| + о у arl .

прошв того,

0 = ( 
1 

(ао* а 
rt,ъl 

+ ( dr, 
7 

+ aru) - С, r пs + а.{ v t, (ц\, tl) +4 с а 
"l 

+

,r.ig,r,g'*Y(d,,r,\=ot*{(ve,rool,tol+td,,,r)|+Qcuлl, 
j!Ф,

сЕм8цдю Еврвого Еорядка

цоо лпбому }la правлежr-ю ll€

Iп,



где

ц

(Vc;iro\,tl,)+ t6r,rr'\+ si(dK) <0"ie Ilao,t.l l .л.
tv 0,tцl,tt\+ id,l,u)+|c^l = o,j =Й' J'' 

(6)

0;(d*): а-*'Оlы"\ ш Err<.) -a."na,ra-rl _. 06озuавм

Ч : lбi,ueI(co,7l;dj,I = Ф7'
0ro,): [-еl{с.), Lef:ro,vl,, -T,t*.l, i: Ф7',

Расоrоrршr спстешЕ ураввешй сtносtrтsJlшtо ф :

Н,",: б{*r\, K:,,1,2,,,, (?)

Так как в Totкe V € а,@о\ в*поJIн9ч.у.Е9вЕя рецrля;lшостЕ,
то овдЕделева псейцообрат8ая ьвтри.Lа (НН'\-'Н ' к матрвlвН .

Поатоlry Фr:(Н Нrll-'Н Г бц"\ - решенЕо спстеин (?). яс_
НО, ttТО i"- О прп L*a _. IIо.похш u| :0*+ uJ, . Тогда
пз (?), (6) слодrЕг, ttго t/" С Т{Э^,ц;u,\ . Слфователъво,

!,-!yBrtI.T Y(cr,.) ,Ъ" yiej -&,d" ц4i4 \УGLц\-0
прц ,Р. ч ао . Прдловенrе доказано.

Следущдй Ерп!!ор позвоJIяет внск"азатъ прдпопйоЕЕо, что
еши {рпtlщ, с Еомощъю коrоръD( задено олобравевпе (3), напи-
веfuш по 7 , то это отобдивенrе догускает аtшркспrяцш
первого порJцка по лоболry каtrравrlвнпo лшIъ в псшпчхтолъпш(
случал(.

ПЭИ}аlР. fo ссшотршл отобрхение
?@l * 

{ у 
е Е^, ( д*,п\+ ( Ву,7\= е \,

Iте/ п В - oEиlnвTpп.IHHe штрщд IЕзмерностl ооOгэетgгвен-
aotlxm- Blfuxm ,п;шчеч В*а ,аС -некотороечис-
ло. Пусть cJ.c ?rrol . Показом, tmo сJrщестцп}т такпе
t*c Е'\ lltъЦg-.| , ш;ш кOтоджк mобрахеппе ? не доryскаот
ашроксtrм€lщ в точсе ,/о отtlосtrтолыIо, напрпlt{ор, соответст-
вgя Ll, 

- 
Г@о,ч;tL\ . Пустъ и фшtспровапо, цrеФrПо+qи,

t"L ?. l*nSlQ прп l-*o . Подшпд f,,Jу++Ч,Йо d.Ц т: О . Тотда полгуЕш

L ( Д ао, tl,) | LB 
у,, 

r*\ + е,( Д t/,, t1,) + в *( В rr, {\ -
!fuоrество l @о,Ч,,|l,) пмоет вцд

Пr, rrb - 1оl_ Е^, ( Д!о, u,) + ( Ву, r) :
Изввстпо. lпо Dасстоянце сг тотlки х, € Е

11 : \РZ E^|b,PrllrJ ооред*""тся Iвв'яствопi

7съ, н\ : ll о|- t |(ь,ъ\ -pl,
I23

0.

о\,

(6)

до гвпорIцоскост}t



Поатоlg р @;l ilh L/), П по, у ; t1,1) : р ( t/r, П ц, q ; шl) :
: l|аttl|-'l(Дrо,itь)i(Вч,r*)l . такпм oop".on, отобрхешие Р
доЕусмеr аIшрксишщлD в Tolкe /о по нащ)амstgю U,€ L'" .

llИlt - { , олвосптgлъвq ГtСr, v; tl,\ тогда r то,Iцtо
ToIEa, когда дJIII всвх последбватаllыtостой 1а"\, \t/y\ l для
коrорш( въшоппеrие (8) п 4"[r-Ф, oL"- 1Q лрп |,*а ,

справедлпво сооrвоiшеЕЕе
(Дэо,t*\+ (ВУ,{*) gз 0 .

Сопоставllяя ато с (8), поrýгчtrм, mо для всех ]rказаЕтпц d, Е
{к доJшно вЕЕФIняться соотЕошеншо

ы"(Btl"ntlr\ 6;0. (9)

Покааем, что найдется тако8 поJýrпространство, тхо дIя
кацдого И и8 9того trGrг}rщ)остдвяства (llИll : ,,l ) прr нако_
торцх lf. соотgошонЕо (9) ве внпошиется. Пустъ е - нексrго-
рнй вектор, ортогон&lтыlй вектору Д7 п оФrадащий тем своfi-
ством, qo (Ве,фf О . TaKofi вектбр вайдsтся. так как Bf 0.
Для оцрде;rенностп'Фдем сtштатъ, wо (Ве,d >0 . Пусть, да-
лее, вектор (, таков, чtо (ц,До).0 . Внберем пJцIэвапъ-
}rУТ ПОСЛедОВ8ТеЛы{остъ &к - * 0 ш паllопппl d": {r-t (rL ,

ГДе КОЭффпдпент П опрделrI8тся рвенством

т"- [- ( 3e,e\-a('дtc,2лo+a"tl,\)b .

Такквк (Ве,е\>о п (ш,Доо\-(Дч,,оо\<О , топIшдо-
СТаТОЧНО lЛа.rЕЦ о4д ВеJШ!ИН8rJТОЩаЯ ЕqД KOIЛ8M' НеОТРШ{а-
теJIьна, поато}4r опрдолевпе }? корректно. Нетрудно прверптъ,
учптЕвая равеЕство (Ву,е\: С , Iпо прд таком вшбор 

П
вектор {/, удошетворёт ураэпrовш (8). I,lMeeM

oL*( B{r,t/r\:Г:( Ве,е):-(Дtь,2э,о+оtrй ;Z- z(ьс,Ац\ > о,

Такшм обрзом, для последоват8льпости {'r. l соогноше-
Еие r9) но вшпопняется х, аrrедователыIо, отобрааеняg Р но

допускsег аппркспrвIш0 первого поря,ка ъ точ<е .2о по рtа-
заннцм нап;ввленшям l, .
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2. В рвбате [Z]пргволптся ддгтоо оцродел9нЕв sпчрксIпfil-
lEtr первою порцка, оглпtвЕщеося от оttlцделеrця I тем доIIоJI-
нптелýшп{ усдовхоli, что уtlgстщая в Еем поолодоЕателъвоgгъ
прдпqпагается ограЕпчоlшой. Пусть 4, _ прошзволlаов мвого-
змчное о4обра;еппе u у€а,@о). Сщвведлrво следrmщое

IРЕДПOfiШlllЕ 4. Е с'л п м ts о r в с т в о Кrcо,у;ц,)
н€ о_рранп чено прЕ некот орнхУёФ@о\,
u,€СЗlllLll=4 , то отобраrевЕе а,О не -

допускает аЕпроксЕшаццю первого
порядка в указавЕом вшше сшнсл0
в точке Со по ЕаправлеваD tL рот-HocliT вл ъв о со от ватст вЕя {-K@rt/lLl.

дOI(AЗдItIIюТЮ. Иэ условпfi пвqдлФенrя с.пе;fует, тто суц6-
с:вует постqдоватаrIыIостъ lQlS KCЛo,tl;t*'l такая, тtо
|llГкП*оJ, к+u. Так кап Тrе К(л,rц;ti) , то суцествувт та-
кая {ýЕIкIпя \Ук(d.\ , tпо у+ а.t"+ ч"В)е Ф(Ло+ 4tD,
гле "z-Пtу.r"z)- @ прп ос ф +0'. Воз_ылам Йкое. dr, 0 , .ттобц
вшIолняrI8сь поравепgпва в". к-' |tQll-' \ 4;1ПУ"ld].)ll < к-'.
Подшшr

ir: ? + 4rЙ+ t|l*(oL.\. (I0)

Тотца Т*- ?," йё arao+J1l) , .jоггстш, что сrщо-
ствуот hекотофя поЬпвдоввтелъность u"' е К(ло,f ; llr) , црп
KoTopofi в}дlо[Еяотся соотЕqшаЕпе

r,-з+l*у'{оt*\, (II)
аrЧ |1а;--О лу !, * - . Из (II) и (I0) сладуот,

V, - rri * .l;l y,Glвj - e;l ytBr| - а,

Itro
что

ПорхQпЯ к врqдецr црШ l * а, пqп]FIш, что Шflfi .- оо

iр L*ф . Прqлтшешедокаэано.
tIустъ задано mобршеппе (I).
шlРглЕllЕ[иЕ 2. Iоэорm, mо в sочко

ЕепЁ ушовця рIуля;жостп lJашасаllша -
вдая), ослц цЕдцеЕтн Yyni%,t \, ! = l,|t
ш суlцвстцrвт вектор r-€-Е'" такоfi, Ео

( or?/rn3r), Г1 . о, i е Irпо,7оl ;

уо€Ф(&о\_1шо[-
фошовщв 1 |v|l--yuto-
, .r!пlоftо_в8зашспrл{

I%



( Vthj по, V.о),ТЬ 
О, j = Ф,

Исполъэуя теореOцr 4.I9 шз LД, мошшо цоказатъ, tпo осш в точ-
ке tе а"@о\ ввIIоJIненн l"lF-услоsпя рIулЕяостЕ, то

Гсло,!;tt|=Т(оо,уо,Ir,, (I2)

тдо мноаество Г{ло,Уо;tй опрделяегся равепствш (2).
ПРЦЦJIOjiШtiИЕ 5. П ус т ъ о т о б ра 8е вЕ е

Ru,l=Гtоо,%,rt*) пм о о т внпуклЕfi графп.к .
Еслп Ъа' точк е р€Ф(L) внполнев:н ИF-
условпя регулярностш, f о мноа0-

Zii"n{tio;!) 
Я" Огранцчено прЕ ль-

дOкАздlЕ.пюItsO. Доryстrм прошвно€.Пустъ Гrt1,1 ог;вни-
чоно щ)и некоторм С/, . ТотЕа ПОl = {0| tcM. [О]). В сп;ry
(I2) погуwм, что систом€l

(oh@oto\,tJ)=0, j= Ф, }
Qy |; @o,ft), О 

)* 
О, i, е Irrо,у), j

не имеет неЕулевоrо рФlенtrя отнооителшо 4r . }то, qцЕако,
tlротпворtшт внпо,ненш lVF -условяfi реIулярuосгп. СЛедо:х-
вателъно, F{roryo,ur\ не ограIпчоно пдв lпf'or Lе Е".

ЗДМЕчАНИЕ. 
- 
Нбiрщrо цровеIштъ, что шrопест ъо Ппо, Цо ; tь\=

: K@,%;tlj , сооФветстцrщео отоdдвrеlш v

,u \tol- \уе Е^, hlсr,уl:О,i= Г?\ ,

где h,{a,Y) --непродlцвtо-дп{ýерощдtуемце {шпсщ,
j:Г,qi уоспбrпо) tr вектодlн v.|Lj(ц,wо\+Ф,j*ГТ , лшrеfutо-

незавпсrтiш,'явrlявтся неограшп{внftъш,"есJш $. П,
Двтор вш5пявот Фtагодарость А.М.Рубш{оWl пщ руковqд-

ством и прц пФrоци коророго внполflона д8Ilная рабmа.
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