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ý I. Постановм зqдаw

llhtoTвe tцслешше методн оЕт}rмtrэацли сводятся к ЕтеIЕщ!он-
но}Ф, прщессу вцда

ce*l: Ф@g), а=0,!,.,,,
Осо9у€ R*, где для практtrчоского построеншя ac+l
очередъ, примеЕяется uтерtщош*й процосс

r,r= Чtt,r_,, og), S : !r2 r,, .,

Lo- ае'

ItaK прашлоl црФlесс (2) трбует бecKoHeтroTo чисlIа птеращй,
T.B.&2rr*!ho, . Поэтол4у прш каiдом te N необходв-
!rо решrть вопрос об остановке шроцесса (2).

Этот вопрос рессллтрrвался п решsлся многпми автодями с
IЕзлtrч!нх позгt{вй. Нап;шлер, rrmнo упоlu,яrутъ рботн [t_Z]. В
частвосм, в рвdоте fЗ] ыаесто цроцесса (I) рссматрЕваJIся
прцеqс lъ

&e+l, Фhgr[о\, |= 0,Il,.,l (З)

где Ге - некоторьй упрвв,Iшщfi шраметр. fuлеg в рОоте fЗ]
ставпласъ з8дача определонпя tиcJla шагов r} ! посJlедоmтель-

. \п-1
востш {}i lд.о , trрп которцх процесс (3) даст прибпшепие не-
подышrоИ'тотtп 4* отобра;емя ф с погрешносты !о< е,

п

}

( I)

, в свою

(2)



причем суIчеЕрнsя трио€мкость процесса доJшна бнтъ },иtflп!iаль-

ноfi. в качество веJIпlивн трудоемкостп (е+|) -го *"га 
"f3] ордпr"аJось шспq[ьзовать веJIичиIfу С( r|g, t):

: - К,(п(Гсl|g) , тrc К,0 - некоторая конста}па, а

0о - погрешность щlиблпшения tr1 . В статъе В.А.Су:саном

Г,iJ прдл*."о в качестве бопgе обцего q,ryчая IEccMoTpeTb
такоfi, в котором C(|g,f,g\:-K,hq)П)+co , тде_ Со>0 -
нокоторое половптель;й- чпслО.Кро!rе того, в рабоtе fo] чвароко

псподк}ованн щ)дош tDорr,в.lшзаlцЕ, пр&локенЕне в статъе f3],
для Фр,ryлfrровкп рамичвнх классов задач тиЕа "Етерцlля в цте-
Iвцmr". В дакrоft рботе атот подход развлвается даJIшlе и прд-
водится обоснование методики управ,Iения дврryровневнм процOо_

сом (I)-(2).
Прдпо.llопим, чго дмеется пепрерцвнsя ФЕIкцдя б, Д\R\

- R , с помощью значенпfi котороfi мФкно оtlеýиватъ отмо_
нение итерsщm Ъ от Фrаl . Другиrаи сломмп, для .lшобых9

п N fiз R* вяпоJIнены нOрsвенства

Сr, 6е,u1\< 
'lt 

- flTott < Сr, бсr,u/\ (4)

с некоторнмп полOаптелъннмЕ констант8мп С, п С, " Тотда
значевде 011,rrпр мш(от слJrх,цтъ оцеrшо* велЕтIинн Еогреш,
ности для j"tроцосеа (3). Поэтолry в качестве крятерия остановки
процосса (2) прlмем внuФшение неравекства

бtъr,ее\4fе, (5)

где {е r 0 - внбIвнная точность; еслд крптерпfi (5) внпол-
нен для вексугороrо se N | поJlоrf,дllt '{.ц1 : L5 . Такшм

обIвзом, проIIесс (I) эаменяется на такой, в которомв сп.пу
(а) д (5) внпоJIненн соотношевия

ilhr-Фшrl|*С"{r,0=0,,l,,.. (6)

Далее, тryеть -?Ё - преде.,IьЕая_точка Ероцесса (I) и пустъ
пзвеетва некотоIЕя Щрлtчшя р: !,fu* Д , даюцая оцеЕку от-
lшон8ния тоlки .с от точки "сЁ :

Ц 
, qt",, <- llL- 2*li < Юr, 2rо, (?)

тте Ф, о Ю, - некоторне попmителýlне констаЕтЕ. В этом
сJryчае'естестйrпrшд крптерпем останош(и н8шего прочесса (6)
аrrушт внподIеfiп8 HeI)8BeHcTBa

ж



|(се+!,) < е,
II,a е>0 - варавsо вадаЕвая коЕоtпая точпостъ.

Зафшсспрвав вы!пчlвн 2r - |(ао\ g € >0 (€< ?о),
шв шоl8ш упрашявь ходош пIiэцесЬ (6), цrбпIвя IBmшIEre вва-
чоrця ЕаIЕшЕгIюв te . Прп этош_ впоuво psвylшi вродст8вJIя-
ется требовавяе тогj, чтобч ва G+t) -rr шаге ЕЕцо[няtrооъ
оооавспtssпо С;(еa Ап,2r=Ьr.2tЦl , так ка& то!пость ýlпол-
ноЕпя цtата допва бцть завqдою не трубее утs достпrтутоfi точ-
носlц в цроцоссе (I). Квоuо того, естоствеЕво прдпоJIшпrъ,
то *ýrдовlд(ость ((,+l) -го tltаго gеЕосIцдствsЕчо свяэанs
о вепдшвоfi Ге . ТоlЕа ЕозЕхаает. вопроо о вшбор Еос[едо_
ЕатепшостЕ уцрашлщп Espaкeтpoв {Рl , ксlорая обесщ-
чпвао! rянпrrалъrryD суlý!аIЕrуD тIIпоошость ддя доствоЕпя за-
даввоfr то!вости € .

Сле.ryет вашоlгtrть, одЕако, чво цараreтр_ й пспоJIьэуsт-
ся лпшь I€к оцвнва отшовешя fr*r, оl Р(q' . Фактпsоскп
ао Етsl}ацЕошd прочооо Ее роа!пэуотся вs п!оде[ы*D( оцонках.
IIеатоцу чр бопшш qпсло lttагов воsнЕ(ryт болsшrо 9sсхоцдевпя
шеtдr реадшrнмЕ Е рассчrтанЕцш зараЕ00 трпоOuкостlо ш lBc_
лоr, шагоЕ прцесоs (6). Тшtш оdрзоrr, бодее rяФtш х дгше
рssшЕrщдu ва пзreЕsЕхе обстацов,п явЕяется способ управпевця
процоссоri, в которош пз паДдешlоfi цосподоватеJtьвостя {Дr1 дс-
поЕь8уэтся лшь параштр [ кsв то!цость вцпо[невЕя пsрЕою
шага. После этого ЕаЦдоIшй Ct прЕн!Еется ва начлlъшо0
ШРП6.ШrВШо, tr ддя веЕо оIIдъ в{!цс.Еяотся ЕоЕоо й . Повят-
но, что.uетqд р8счота {о , ц)шопяошs вg дяtцоii шаГе, дОrl-
хеп бнть достатоqво простш.

Такш обраэоч, ш рассr8т;пваеш дlщршовнt процесс, в
когорOш вещtпt уров9нь - вто cali втоIвцловtпй прцесс (6),
а шй - ЕтерацiоЕrrfi процосс (2).

Хотя для ФЕщщt бв,ц||-Пь- Фсаll п |col: llc-l*ll
trзвас!вц лшБ оцsвt (Ц) п (Zl , Еосllоц)ш, rаBof, полуtшлась
бн rcдеш упIввпоЕЕя ЕlчхслlтвJlъвlш цроцоссоI, еслп бч вЕ8чо-
mя |rИ g Йr,,и, нн югдч нltпGIягь Totпo. С тотq зрЕхя
оптпrшЕ}аIцц Ет8IЕщонвою прцосса, вас пвтоIвсует овязъ шq,щr

Го-Т@с\ - достшryтоfi ToTrocTbD к вsФry C+l) -to
шага, lправлщш параtaегрш Б , вшбрашлr н8 даЕнош шЕtlв,
п тоtцостý)Пп-|ССцr) поqIе вЕЕо[ноЕя lпага. Эта завrсв-
uостэ, вообце гововЕ, uceT бцтъ Еощrчона лппь в щ,о оцоЕц
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О <Тr*, 4 Ll(п,Гс\, e*0,1,",
В ршышш условЕfi шsг прцосса но Iолrев лqrдда!ъ уrc до-
стЕIWтут точвость П , IloErolýr в каqес?во q(П,Й\
естеств€нво взятъ Фу,втщо вцда

ЕФ,й) = пjп {Т0, i с|2,Г)\,
гдо Фmщпя q оцродsляотся сэоf,сгваrш процосса Е по cвoolry
сшсJrlr додiна бцtь rroвoтotýlofi по кдцдоfi вэ периlпш. IIвп
атом естаствеЕЕо счЕтsть, что ТСh,Бl rГ, ддя лобц
Vеr 0 u Те, О . Iфоше тоЙ-Йщ дЙтатоwо -no, fi,т.е. црЕ достатоtпо точlом вшподеЕпý шаlа всЕrяою уршя,

доJцшо соdщдаться вв;ввовстЕо

?0r,й\.п,
Для упршеЕпя процоссоt кулrrs T$tts вакоlгоIlая WIfiщя

С(П,П) , хаIЕктерцзУпцая тwдооuкость вахоцдеЕЕя le+, ,

удовлотворщего EoIBBoBcTBy (6). В реальпп условпrп даjfо Еа
провеIву этого норавенствв требуется ватрат!пъ вово!ороо ко_
лпrtество внwсленй. Поатоlry будеч сwтать, что

с(П,П\ - c+tt[g,tr),
гдs е>о - некотороо (шлое) lпGпо, а фувщя йГr,Е)rО
опр8деляsтся своfiстваrш ЕроцOссs xjo cBoelry сuшсл5r, 0сrост-
Boltвo, оФладает }ювоговlостш по fе . Что ваоаоrся ов 8а-
впспмостп ог П , то ввцýr равовегва Lo = Q бд9ость
TotlKE ее в рФеЕп0 g* обеспешвает в IЕмыцх условпях
lfilлость ведпчrцн tl[.o- fubo\ll п, следователlво, шлооть
велпчпвн б{trо,ое) . Поатоlцу прп qдЕом Е Toш l9 П TI8-
доеш(ость вьшолценпя крЕтерхя (6) гвч uвЕtпе, чвu yрlвыо 2) о

0свовшаясь Еа вшtпоЕшшоmоU, сfrелЕеш оподWо Ерqдtrоло_
Iопlя:

I) фrшщя 3Ф,Гt 'О Еопрерлввея, шоЕоговпо воврас-
тsет по обош EoI)or.oEEEш, trI8чоI

ic[,ol .V ш)Е Т,о;
iС[,Гl ,Г прl ТrO,Гr0;

2) Фужrця tt|,f;t > о пе уdшает оо Г Е во возрsс-
тает по ,,

Топовь задаtrа для опрqдодоыя fi мсет бштъ ЕоставЕаЕа
в с.пrщеfi фрв. Прп эадапrвlт П|ГСцl g Е>о
< Т - й ) трбуется *;Оr* пdЙедЬвтолънооть утрвЕл-



9_

щд( парашотрв {D} так, qтобв шхнхlш9Еровать напбошдryD
возrлошryт тпвоемiость щ)сцосса. Прп этоl будеu стптать, tпо

кшдая рапизацпя прбшешоrо Ерцесса хsрктерЕзуется парt
пооледовательпостей {Пl;"ц {ПlЬ ддя когор{х вьтпоlrневц

соотЕсшенпя

0*Й " 
q(П4,П_),, L,,1,2,... (S)

KBolB того, посколшqr {Лс| дошна стрsmюя к Z, , а

б{о*rОr\= 0 , вg (5) зах;шqеш, tlтo пФпедователъпостъ ifil
доЕlsа стремrтъся к rym. Ипачв па фсксшевош tпсле шагов lш
моглп бш поtrшть Cort - ас п атп шагп ЕсшDчптъ Ез lвcc}lol-
р8вхя.

0пРЦцЕIIЕ[,IЕ I. IIар ЕосJIедоватеJIъностеfi ({'?с|, {П| )
аавцва€8ся доr{гстпrоfi, €слп для пео въЕtолноЕо соогЕошоше (8)
п kt*Te: о

е-со- 
Дегко проворйть,_qто ослх паIЕ ({Те1, {rrl) доryстт-

uа, то для .шбого е > 0 ваfiдется Borвp п с N такой, что

Й < С . Следователъно, ltolвo оЕрде.птъ ФЕпщlп0 тпвфlеостп
iбцустшоfi паэпt ({П1, {ПП n_r" *.

.Х-'Sc|ooE, 
{п|, \п])- Е е(й,п\ ,

ГДа 2 - цбрплО ноюр, для когорго ЙaТ . Так как шr
xofxr, хЕвпuЕэЕроватъ rвксплJIъЕrJп) возlюшryD 8р}цовlаость Ер-
цесса, lо Еа lшcoiocTrle Г' посподоэатоJtъвостей Г:{ПrО]
стрешщдЕСя К WЛD, опраде.шlr Фупвlш

y{y,2o,e1 : 
i#| 3;' ;,Т;',' Е|; доryстпiа.

Iътрдво поIФэать, чя . 
й (Г, й,Е): S CVo,E, { |el, {П1),

где пооJ[€дов8толъвостъ ||r| оцроделяется по рrуррвтвоЙфрryле 
i. - п. l'ir;Vrl,E\,t=o,r,...J (9)

Тапш обрзоI , вqдаlЕ об ощшлша утIршщпl Elчпcfi-
толlвцl црцoсооil (2), (6) сЕqцtЕоя к шедrrцеfi зqдаче: ваlвп

Sr7;, г l _ 
#|r, 

с,п Б,с,) - i:fý 
(п,Ео,{iе|,lЕ|), ( ю)

гдо Гi {tr'- {П\;r, Гс r 0, !зfr= о1.

зI

{
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Расоютlпч цроtrзвош!тyr) IIоаподоэtlтольвость f; С Г' п огдв-
доляеюо Ф зЕачоЕпо

ýtv,,i, {ir|,{E})=E ctf,,6l,
ITe П - первfi Еок)р, дш воtrоропо |п4€ . llйo поlи-
llaтbr. rпо 0слr суцествуот ЕФlор [оlа- / т9койrтто

QQr",П.\ > ir, , то Г Ео Еля8тся ImBExor. вадаш (I0).
Фrсцца слriдует, то ш доппц loкaтb рФеЕЕо вадаlц (I0) .шь
сродп тапп, последояЕ_пOдьпостеf, Т, Г' , ддя а,отоFо( по-
сдодоваltолlвостъ {/а l , оЕродаЕяешя coolвoilta1*

'i*?Ф,п), 1,0,1,,.,,n-,l ,I (II)

лд
убшавт, т.в. !r*r< |е, С-Orlr,:,,п-!; 8десь, кшс п IEBeo, /}
- пврвrf, вочвр, лля во!орю 0n а Е . 3ашвtш, ч!о ц9

убшашя lir\!-o п прqдполшЪЬя ll о ФJщ fr шrтепает
Е{поrчвЕlо BoIEEHoTB

ТraOr, Со0,1,...,п-1. (I2)

Даtстэвтедъво, осýц бч щlп пдконо l < п-,l шоло шо-
то обршtоо ЕорвоЕство, 8ао прЕмо бц к ЕIюsIворtшD:

Tu, ?r, tu,- Qсt ,Ъ\ ri.
ьтое, ясЕо, tпо SCT".E) воqlDпIатолъво l Ео воэIвсmо!
по Е . Iletpyaнo TBKii уОцшБол! !по Stfl,Тl не убrrваот по

7, . }го царялу с (I2) дsот Еqrшоо!ь ддs ЕахqдеЕlя
" St6,El trDшоппть цроцоос Бешшва:

Sc|,,El - 
п|ц,{s 

сir[, fl, Е) + с {[,,Б>\,
" - Е)*О цIЕ П4С . QдвaBo в дяtпоlуtцтшЕ, tпо J(|gэ

рботе бпут рсс"rЬрш Фвrrп'|rГrh l Ur|,Тl !авого
вцда, вогоIше поsвоЕяl}! рФЕть вадаw (I0) боз trtЕЕвФIя Io-
fqдов дхпаlпчосвого ш)отI}аrоfiроваЕlя.

Ео.ш ф ваш бшдо Еsв€оЕво gвatloпo п:V@) r Е
схогш бв ощlадалrвь, рGlдtrэ gqдаw (Т0), ваЙrшу й r оо-
ваIпlть qдIв шаг шашЕою прцосса, вак.швrqДол в !рЕqдещ
хfсраФ (2) до IЕ{ЕоIвеЕЕл условпя

Ftr,r,оr\- llх"r- Фсцll <fo .

Но ваr Еsвооrýц в8 cal щ 2tлl l Б&,tlh r 8 Е oEIaI-

32

ll



кя с двух стоJюн зЕачоЕЕяхп ФуЕцпfi r(Ц g Fft,tit . В

атом qrцFчаs !fr{ },,ппеu оЕродолхть Емrчшу Го как рэшопп€
sадачR (10), в которй [ и Г эаюнввн соотввтственно на

?о: Юо, 7{I) s е=t/Юz , а затеu соЕоIlttsтъ внвшндft

шЙг, зак.rmчающ,дfiся в rдlоведезш втерттrfi (2) до вццолввкшя уо-
лоъм 6{l,r,00'' <Гоfсr . 3атвш полоакr, Ес+l-Lsr!о-
-'A)l .|0е+|) в верэВцвrr в следшцеW ви8шЕеьv шsту.

В атоfi работе рссlrотрЕш достsтоttно тшяtпtьй случа.f,, котта
основвоfi Ероцасе (I) в глобалшом сrшс.т€ сIодЕтся лхпtвf,но, а
в некоторOfi достатоtпо lвлоfi окрстяостп_ У* точtп .2n эта
охqдЕrrость инеет шорflок ,l t ы с "( 

6(0,,fJ (нвшрпдер, вDад_

ртrwая), Дрrтпя сJIошш, нsjlдrтся вол!щвн Сz.Р <l в
Ю r0 , Еввшсmlдв ог натIЕJ!ы{ого првб.шхемя ,9о, таRЕо,

tго

ll&rqi-з*tl < ru,"\"о,,Ф, l|rr-л*L{Jl.ttq-o*tl, (Iз)

(: 0,1,.,.
Тотаа, имея в вщу цвilоtку нерsкнств

ll.eur,- c*li* {l Ф,,4l***Jl+ Jlдefi* Д;r4lil <

* пъп il,fl . lir.-.c* ti". J, fi .т, * **ii t ljletl * PKul ll,
MoBBrr ввятъ в качýстЕý Vt|, rl фуЕсщ

/!_* _'itГ,Гl * run if, а ?^\,то Г,
удовIетворrщJrD, очевцдt{оt прдполоrtеrrп I).

JlаЛsО, цродuопш.Еш, lпo вryт;юшшft прrцвсс (2) сходштся
Jтrяаf,яо, т.о. ддп.шбого g жпGЕнощ оцеmх

ýrr- #сцll< rr. ltx,r_,- &rcrll|, s=l,L,...,
о вsао!ор}и парqчsтрOш 0 < ф <,| . 0т.сцда легко вцаостЕ,
что,для тоIо чтобц гаIяЕтЕ9оввтъ вtJполЕеяЕв усдовlЁя S{LrrLo\<
< Ге , доотаточЕо соваFIшъ яб rовве s шагов прцессЬ (z),

гд0

, * И(ff trrц,эrл) 
,lпо

С почщъп ЕоIЕвsнсrва TIlэyTo,IlпEKa l фр{rJхr (Iз) петрудво trо-
Jrучптъ сооlвоцlоЕl0

61au о п; < (lу2\,Тсцl, С * On !,, .,
Следоввтсльво, чтобн гаIЕmIрова?ъ всполяOЕпо ]rсловЕя 6&srra<
< Ге t лостаточпо Ерqдслат} Ео к,воо S, шаrов ЕIщсссs

1.'l



(2), тхе

,,:Щ*Ж (>s). (I4)

Ввцду тото, что тIrиоешtоотъ птоIЕrЕоЕЕого Ероцесса (2) мqяо
сlпт8тъ црЕоI[цоЕ8лыtоЁ шслу прqдолаЕЕltх пагоЕ, Tot ltрЕЕпiая
во внпrrаЕЕо (I4) , пршrем в кsчостве ввачонпя Фушсщп t(D,Те)
веппЕ[Еу

е(Ге,rе\- К W * + tпч+2\ 
*, 

f,= 0, l,,. .,

,Е. К- - llhф>O , а j+ JпОд.tО,У\ для в€щsстэопЕого v .
Уштъгвая вцд цшевоfi ФЕщдп задstп (I0), шшеш сдолатъ зашеЕу
первмонIIЕх а:-G/К и ЕереIшсать эту задаw Brrбop поододова-
!еJIъЕостtr Б, fr, ,, .r{*n в вцце

E\L{*(h) * g'Jy* ul*;:!", , (I5)

тде В'- ИlцО1 , О, !r=8,{Ч), а ft опрgделяsтся сосгЕо|Iо-
llпямп \

О - ?о - пiп {р,Ю, 2!_,1 2 ц,+ {е-,,( = t,2,,,.,п- l, 
I

|о= й*lР,АZi,l2r-,*f,п-,*€. J 
(16)

Клс бнло огlюtlвЕо вtлtrо, liц впIЕво Iскатъ рошеппо задаtп
(I5) на tEФeoTBe Г такпr послодоватолъвостоfi trеГ' , ддя
коlорнх trосладоЕтолъность {,tr]1Ti , оцродоJIяоtrая соот-

яошоЕпЕltr (16), mlrяется убцващеf,. Прп ато0, trз (16) слqдует,
,rо tr'-. r]2 wtя ъсвх с = 0,,l r.,.rfu- 1. Поатоцу оцовчатеI}Ео lB
долiяц рошtrть з8дачу

YV"#* D) * frl, (I7)
i=0

прI оц)аЕtrчевпш (16); здось В= В'+6

ý 2. Ршешо sада!пr оmrilалъвого у,ЕtЕшвЕпя
TotBocTbD
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В сп.ry roвoтoшocтx поGпедовап,львостп {й::: шр [С Г
Еаfi достатоtво рассWтрть п;шп рошоЕЕп sqдаtц (P)-(I8) трп
сщrчая:

l iJ, fi"i,'i,,, !,,!k',''
(ii,i,Y 

i,r_pnlr, е ,

ОювцЕо, оспх пrоот швсто соотЕощоЕхо (i.), то рlпоЕхе
аадаlп (tZ1 слr*"т Еоватъ IIIд условЕff

е ..7, =-f;_i';;;,:|:;,T-.,n-, , \ (Is)
lп:|ii*tп-,<ё. J -'

Тап мв Л < / , то ддя зqдацЕоrо €. ?о суцестryRт одпн-
стваЕвое Еатп)аЕшоо rlо >. ,| , для котового шшодЕевн но-
равовства

рассшвчшr для,,r;:;:-::!":.,'
Цrl:!oU+ (,**)ЪJ"*"' -

огЕосптедъво попввоqцоf, О е R . Дегво tцюЕIЕть, lпo ш)х
|L>. ftо х €{ >0 уршевше (20) пдrет ршrо qдхв по[штоль

пrf, корввъ. Нарщ с $ro рсскарш {уЕqщ

EЦr,Y,,.,,,L_, ) : iln,","fo{, +|, f/i<le-'-'

l

ТоЧ,,\,,.,., Fп-о) 
: Ь ? *Я, ff + в, n,

8досъ ft >0, 1=О,.,.,fu-l r_
лпоД r. Ф у в к о, ", /*(lo,..., ?о_,) в а ш Е о -

tecTBe
W* {(r,, \o,...,l"_) е iпtRi,Т,Чо,.,.,Е;_п)=е} tzт)

е

р

(19)

(20)

Ерпвххаот
прп

li = (lt*l'
fo , i = 0r,l ,,. .rп-l , Q2)

(адпЕствоввнf,) цолоIf,-
вововъ ураЕвоЕIя (а).
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дOкАздтв,lюltso. Так *"* f,r;o,.. ,Fо-,) r 9 прr ý;
L= 0,,.., п-,l, trEB€EcTBo в (2I) мсвпо, погарпФ{!Iтя оба
ч8сlя, 38rrеЕпть Е8 IEBeHaTэo

п-l

д
'с= 0

u +ц{-''О{п( 1+ [;) :

Т-Чо," ,, fo-o) *

/о. J_,
" - 

2otl+a)n

rпiуъ

>0,
оIо

jИя задаш

sостIюЕи Фпfiцш JIагрtпtа

J(|о,.,., !,._,, L)= tn? * в n rT^f +

t i.P cl+a ;-'- 
; h( t + t,), - h 

#о,"_]
х вкq:lшвý спсте!ry ypaвEolfffi для sе стащонаtrяцх точеfi

iI;o р 1\*- 'i tД!t/'^''J
Etio,..,, I",лп, л :- - rfi,п* -Ё, : 0,1 =0,,!,.,.,П-|,

0qевrylчо, чго для ,imбого psltla}Igя атоЁ спотеrд{ вЕдtолпsЕц
соотнсrпвнхя. ý;=(/*"ilj.[o ЕрЕ.=0,i,.,,,4-' . Но вслr ЕооддЕ-
натhI ToTIKE (й, [о, . . ,Еr_r) спязанч ртпш соотЕоtrIоЕrяхlr to жrр-
во равеЕство Г(L, .ý"_.)=*t[l ПoaTory oлшЕствеЕвоfi стsItrо-
наджоfi тотtоfi'фЁц- iЪiр'lаiа в областп |,пхR:)хR Ев]Iяев_
сfi тýчКа, ОЕI}ВДаtrВЕНаЯ В УСЛОЭЕl ЛВШЛ ПР8 ): ur!ry" ,

Двлео, тап как в этоfi ToEte

l'х _
аТ, al'

9, ifi 
'

1

f;n)' 
С, L*j ,

то оЕа яаlrяоlся(едrgствашоil) ToTofl лоЕ,sllъвою wrryма
ФrШЩ Й(lr,...rfr,-r) ва lGoIocTBo W ..fuя вавоgпашя
дG{lватt}лютва дош ваreтЕ,, то rяoBocTBo ly' ограшчвво, Е
таЕ как Й(Yо.,,. . , En_r) .ЕбоцраЕlllоЕЕо 

возрастаФг прх стрш-
леш то{Ё u{'|o,,,.,\o_,,) 

Е гIЕщо шоtsотЕа ( , то Bat-
доЕая то!8s дdклrьЕою lмExtryш явдяотся ToBof, глобадъшого
шшФ.а ддя рsссЕтlшваоrоt @ Ея laofeoтBs l,y' . Лешв
докiаэаЕа.

Посtршl EDt ЦсIрочрg
посЕвдова!ольвоýть 

уiП)= {[9 la=
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ff*rr*<f. i,;ir"", irr, *|/"u*|4, l=0,1'.,,,n-r,-l 
/^^t

tr:е/O,е,=пlп+l1..., J 
\rn)

ПВ |о * 2о | а i. - t**.твешнй) поJIоffптолыпш коpoЕь

уравllенпя,(Ю). Поtшемr ttTo Iцж любом l1_2 fuo последоватеJtь
ность ?"' ЕрЕrqдJIеIшт lлФеству Г . Жо*ою достатоlцо
прЕ8Iшть, mо еслl посJIодов€lтольвость 1!xlg=o посгроеЕа
п1 ФIпryлsш ( 23), тте l < r" - порвкt нбrяор, для которого

2b<L , то она lroнoтoвuo убшает. В саrrошдqде, tценц
oToft последоватqrlъgосш утовдетвоIяFт сФтЕспI€Епяt,

е. А - i r|!,-.L, + Q+af'a, to7, 0=о, l,..., L-l,п(ё
Так как |о - поlопптмыпd короЕъ урвЕвнпя (20), то шgот
lrвcтo Iвв8Естэо

fч-аl",Frtr- (це\i.ýо1"**"-'1 с', Q4)

Попьзуясъ Фрryлоfi
l [,t +( t+g1+ ({ta)a+.. +rl+*1"-О] - и+а\П- ,l 

о

liшвo цоIвцпсать (24) в щд€ л_,_,|

h'[i.+cn*ullЁ,, ?:1'"u" 
' ':

ет-
?о

И так как e/i_ . ,f , то
t,- |, i,L'2 i,_ i,i*

€ .h*. l- i",о со /о , а знаtпт,лл
, по lo:to
, ЕереIЕшеж (24) в

"'+io.!o
Дgлее, псполъзуя фрryry
вцде

. 0тсцда вшт€каот

|,:(ur io\. !o"u

!,tnaf-' fl,,[l * cr* "cf. i,]''**'^-' :,
Посrупая совsIшоняо аЕлогrчво прqдцду,цецr, ЕоrJЕIхш отсцда
соФтпOшенпе

T,VY({+o()i,i,,fi],-"*,n,, 
_ 7 

,

Сuова, ii* е. ), l доJI'оl/t цlЕодr 
"rо"rо**).Ё 

,hU -
.- , - ii . С*едо;оrrъл, о, fо:(алф.|;|"пr". |,- i:i,{,

0тсцда ЕJтомет цопочм ir:|""*f,o. !."+|,,-'0:" -|, ,Рассуlцдм такщ, te оdрзЬfr и'itа.пее,'поi,{rml в'ерйfuчстй' 
-

з?



А л Alb(. . 
^Ге' |е- 2о' , ( = 0,1 ,,.'Ь1 , .

Ез которю( слодуот убtваше trослодовательпостп tirtt:i ,
Пожч9_у доквзшtr, tпo на самом деле для посJIедоватеJIIвостп

||c|i=i ВшпоJIцевн сосхгвошенпя

поr-{е,й1' to- iri*й_,,|,* 1,2,,.,,L-4. (25)

Теперь пlвдставшм доryстпмое !лФ8ство зqдаw (lZ1,11g 1 ,
"цде Гс _U_ 

r; , це ; п!ц каfr,цом п > По IIрqдставляет
lL| fuo

собоfi шЙЬсЬво последоватолъностеи f,-{flal да Г такщ,
что /} _ первffi Eollep, для когорого ?п* € . 3лвсъ, как п
в G8 ), 2, опредаIя€тся Ео фlýолаi' ?с- ?;:; + trc_l,b/,2,...

зАмЕчАниЕ I. Прп ft . по. мнопоства f; Wстш, так как
прш любоfi tr€ Г u.lшбом-ё*по- / спIавqд.ппва цепочка
соотпсшениfi

?u= r!'-'||rtlr, !r, .. ., yr_,) = ?un"'i t n * l rýП "' ?;
'|+о|

ё

в сf,лу (I9). qдесъ

\r= trl ?ir*, i - 0,1,..., п- | ( 26)

ЕСЪ !о,q опреде.пенs в тl,ле

, где пооJtедователыtост" {|;1 "тро-

Напоlfiшм, тго фукttшя

L(у, po,ebfl с{2;, {)
Ется по фtrryлам (18 ), а П - пврвшfi Еомер, щ)Е Koтopoti{

/"ЪЙ2.для любого tеП справед-
лпво цер8венство

Eff,2,,e\ r. E{f''| ?,,е\, (27)

Кроме того, t*r*G" п| следова-
телъно, itъt e(Pr2orel д остЕга ется на
r: Ё(ъ) . (e'pnou 

ДdМЗДТТШСltsO. Прцде всего оцlrотпм, qто согласно (20)

п (23) имеют uбсто psBoHcTBEl i.n:a'i_'r*t*n7,9.i огсцда п пз
замечанЕя r, в частностЕ, сJIе.пует, что t''o'a /io . Далее,

для доказатепютва норавевства (27) достатоЕrо рассмогроть
лцшъ такпо поqlqдовsтедъностп r- {уa] е{ , дlя когорш(

tn:L . В сашоt дбJIе, €GЕЕ tr" Е u |п<€, Т.е.

38



ц'i!r* tп_о .8 , то }lфо утrовшI!ь слагаемо " 
( hff+ В)

в вц)8оЕпх для (hlшщ_ ё{Р,2о,q , уве;шwв !i-r' до
ваш{qпцн b-n: е- 2;-; . Прr aTcrr осfаllъвце слатве!дЕе в вн_

раrcЕцп дм €(tr,1оrе' Ее Езlвпrпгся.
Далее, авшЬrтво (26), поtrT пr

д д,
tr: t/i;* -(l+otf,i", е =0,1,",,fu,l ,

то"д" t(г, fuё\=Ъrъ,г',..., г,,_п), ^ 
ёQ*] п, ф <

*й(t,rtr,..., Li, так кав IIрп f, , hо^ сffуЕвOшовtr€ а='
rrщЬт бtаь вЕпопненвнu Ео топъко прш (- lъ , но Е црп ЕOко-
тоIш е Fп . Kpore тогt.l, тав йк ооа Еабора (Fo,.,,,lo-n) u
(F;,..., Гп-о) цршqtrлепат шЕщостsУ V , опредапенцоriУ Фрry-

лой (2I), то, согласЕо леrме I, вlшопвеЕо вsравенство

Ъсir,,i,,..., tл_о) < Т*Gо,f,,...,F,,-о). (2s)

Torxa требуоuоо верsв9Еотво (2?) следуот пэ цоЕоtIкп

В (t'": |,,е\ <r,( iо,.. ., f,,_, ) 
= Ъц,,..., г-,) - Е ( Е |?о, е\,

В sастяостш, glЁ(f,tJо,€\:Есf'\ 2r,,el , так как f,rn,r"
-l- - геъ 

l

е/ло . Jвmra доIrазаЕа.
Теперъ !юхшо заrспDIIпть, чrго опЕпшаJIъвоs зЕаrrенЕо ц€левоft

Фуrпqчм

|, - i:+Н@t*,\- ,#t €tр2,,е)

эqдаtц (I?)_(I8') совшадает со звsчеgпоli

,l - ;\"й( |o,|o,...,|n-),
Деfiстштыrьшо, как qпiЕчаJIосъ вtдttе, еф'!2оrе\ <

*ЙQr,t',,..,LI . r'% '- нп"Q, сIедоватолъво, fo=,,
С длlуг"оfi grорЕш, для всяtоt'п-сЙqдоваволlвосш rе Г ваfi-
дется воеlвр h 2 по такоf,, тто Г€ /; . Тотла пз cootgo_
цовхя ЕСу,2о,е\.:ТпQ",?r,,.., lnj\ п вораввства (28)
следrет, уо ,tLР . lfiaqт, |р=ч Е Elroclo зад8rIх
(P)-(IS') будвш'рошать вsдаw

r"(f,,,.,,1,,о) 
: h(? 

д,,r#iЁt)*в,п* ::t", (29)
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"о" f. ' 9 qдноsпачно оЕрqделявтс я 1о lЪ кsк полохпта,Iь-
шй корвь уравненЕя (20). В сý.,rу соотвоlпеrшД (25) }ю,во за-
КЛю!шгь, lпо ршеmе задstш (29) вlrяотся рIпбЕЕем псходвой
зqдаrц (I?)-(IS/) в с:шrчае (j).

Дпя тото ттоdц поltазать, что пнфш4lм в вадачо (29) достп-
г89тся па пекогороi, Е е N , обобщлu а{у зqдаw на егучаfi
лобого в8цоственного trоrlо,fisтаrlыlото n . Снаsала ввqдем обо_
значенпе

3/|,l- t*(+!1,' +f_riy+ в,п
я цврешшпем задачу (29) в вцдв

}
, ч,тоПолоппв 

?,ry,\:Lo?
ч |оýо\ = .t , заметш,

Inr,(Yo\= Pt{,\+ lru

/л*, 
( IJ - iд(lл'i I

kl' ;i#"'{,, l ; - cfo с l+al* 
уо> 

о .

l +U+l\||о _ д(t+аlп1" l ч 
1

Irtl+4jЪ,lrl n д= 0,| ,,,,

(30)

Далво, введом бесковепtне првЕlводенпя
Ф_ , 1

р@)=П Гl+U+*fф?а;ТТП, , (зI)
l L*0-

Vtnl= 1]оГl*tt*айf Гоr*liД. (з2)

ЛЕУе{А 3. Бе с ко н о чнЕ е п р оЕ э вед ен пя
(3I)ч(32) сходятся равuомерflо лоа
на всякоu замкЕутоlд лучеfýr+со1 ,

6>О |а фувкцпЕ рв,,) uPal Еепре-
рЕэно дшФфоронцпруемц вg ввтор_
вало (0о*ю\. Кроме того, Емеот
шесто следурцое равенство для
любого3е(0.+оо):

* (hitчlir--(6l+*),c t,ro)". (зз)

Досазателютво aTofi леuмн, K€lK Е лоrаrн 5, пIшведено в

ý3 настощеt ствтъп.
Тепвдlъ опрдшш (уtкщ
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т-(\,\-hе dftJ +в.п

ц

|,( !r) : (р (|r/р((т t "c)n, lо )0n " 
)t l,,

тдо rL > 0 - уве .шбое вецествовноо tцоло, tr эашотЕl!, tпo
внпоrшенн соогЕсtllоЕая

йr,t?o\-Tntlol+Иffi+ В ,

{"-,{г,) = Lln(,l]"i ( о * t*jr bl
для .mбого fu > 0 . огспда сJIвдуот,_-tпо'r"* *"1 lrс)-hъ
" f,tY;*l r то значонпя фшлOщfi й(lr.), , u |"$)^.пэп
наlтра,tъЕlпк /? совпадаш со значенпллв- /o(fo) п |*(f) со-
ответствеЕЕо. Введем обоsнаsglше ?=U#а\" дм п а4+ Е эа-
шшвм обобщенпе задаlщ (30) в Фоше

?tyl: иFQ;р)-е*F$,r"tуl+ fu,bF* So, 
(з4)

"д" l, 
: |otyl > о - решение урsвненЕя

- 

{,f ,,ф:t.h!,-Y;f.tоrtЬ N|*y;y.h,o 
tlо)=|*' (З5)

отвосптелшо f,
JIшмА4.Еслп ,|at*w,, то Ее суце-

ствует такоlо {оr0 l что чпсд8
lоr*удовдот"воряют рs вонству (З5).
ЕсЪs tо ?rffi, r то уравненЕв (35)

пмвет sдЕЕствеЕноо рошоIlЕо L-:|otyl>o, Прr атом |"tf) цопрерЕвно
дпФФервнцирувио как ФуЕкцrя от
tr, Е

где
cTBora

.L@) : g. (typ,*1 
= #, uТt Q::!d.

,z о Q7 а1о* l

(36)

раввЕ-
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ДOIЦЗАТЕIIIСltsO. Пврегруrпщ)овsв слаrаеlлrо в yIEE€HEE
(З5) п поделпв в. gв 

N. 
> ,| , по,цlЕшм cooтHolllвHпo

dч r\=f,.(пр(|,\-y.Фt, р-Т-Ьь, (з?)

Зафшtопруем пропзвоIЕlоо эlмченпв Yl> 1 r рsссмогрвt
Фr,п(щ EtP"l: аq,,,.7) . 0чоэцдно, тто Йо)= 0 Е

Фu)
q" : t'(Го)- 

"'Чф-Fо [-*Ь"иоffiq7]>о
пр лоОъоr |о > О . Крmле того, так ItaK

4 + (l+ drb|oLt

: (И-l).[o,(l+alj , (4rOQ+*l2|"
(ti (l+.tldгd(l+ и+ *l\o.p' ( t ( 1 t ef | о. yf

то

>p-fl-t-.. h.:(*-l\,?о
' .i+* fi(lt*t" Ч+|oLtrY 4?l+yoylz

Слвдователъно,

D(Ь) > # rq* + (п,U+l, ?l- #
Првая хе частъ в (3Zi ww" "{Ь fo . 0тсцда 

"fir.*"rr,что по[оЕхтаЕЕIое IЕшвuпе ypdreвuir- (37) суцестryет tr едпЕ-
ственuо в Totti tr топшtо в_тФ, мJrчае, еслп {nfu> 0 , пм,
что равносltлшtо, r '# , Прп этоr Йметшл, ЧТО

h^ fu: 
ф(v F,?\>kiГиь r,P,ffi , W.' F- о - ф

п Попуtllп, оцвlлgу

0< tоч|.tгttr\# -а

/ + ({+.()

Наковец, IlвBoBcTBo (36) црпrо следует пз теоромш о HoBBoil

Фпдqщ. Депдm доказана.
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Ввgдем обозначовпе ttо1= hFa*fr,bQrffi) on"

Ез sqдаIц (34) в вцдеа>О ц поIвIшпош бувещ ?cy.l

?rр-t$,rР)-rQ,h W\+fuiи,tr.
TorEa

ff с,р =ъt|,чуtrt (y.l,tp). 
[y,t 7l 

+ t i,7 " Йl,
}Iспоltъэуя соогнOшепЕв (33), котоIюе в EoBlIE, обозначоrшлс

прIиr@ет пryl

i'{r1=-#, ъ,{о\, L,O,
цоrryqцм равеЕство

#,tr 
: -i"Ё Рtt, -ъ't7".у!+ tft, tt|,..7) - fu

Пqдста'вдяя в него вшр8еЕЕе (36) шrесто {о , в дтогg
вшIшпеш фрry.,lу

о* ""п#'!*;*h;-ffi ,,# : пж* е е R
r{улD, вýrвqдЕ!, пЕвненде 0

h|о*|,(у4|пРr!у)+ ffi: о. (зs)

JIвdое ршеmе |, атото Jравв€Епя одновнаtцо ошрqдsляет ста-
цЕоц€lр{п) rоd-? (шдсщ Рrр . В сашоr даllе, для фшспро-
ваЕпою lо , уаdвлетво;lщего (38) l Jц)sвнонпо (35) для опр-
дед8нш 3 пpEBEriaeT вщд

lq", tr) =- n!ffi - l;f tпр rУ,, р = tn с,

Но пв этого ураЕеgшrl слодует, go r-Оk" , IEв О>О
едпlствеш*й по.поппто.ltъкfr корнъ уIЕЕIоЕЕя

{л,е+с.Спр@)+ ffiа|: о,

т.о. ур8ваошя (38) прп !о= 0.
Далое, Еотрудпо црв8IIптъ, tпo уравцешо (38) пrюет елдt_

сгв8Еоо рtпеЕпе Гоr 
0 . Деf,ствптшшо, (Dуtщхя 7t(O1-

.ý



:ah,P@\+Qr, где Q*-Bffttr,rl|n!+a\ , ilвноDонЕо возрс_
таот, п_Iжqеч l0\:0 , п |@l ф + со црп о <*ф о о
L-Uv?oJ.> 0 . Повтоlцу суцестЕуsт одхнствоЕшая тоqка Гir0,
}цовпетвоIжшlая (38), а знаtпт, суцеотвуот одЕнствеЕtая точ-
*" yn, (пе/h2о такая, mо пара (F:,Г) удовлетворявт
yIlавtteнпn (35) п, кроlrg того, ffry*\:} . Покапем, что

лотt<л V* явпяется (одпнствешrоftI gочtоfi локаJIнIого lдЕIщry-
ма фуIfflIип 

''|)rr* T:n*: (ff,,*-) . В сашолделе,

Ы, tr\ - #ir. у,tу\.iъ,tуi.л+ 0J .

Пqдстаыlяя спда вцраfiоlrпЪ (ЗВ) аrосто Yо - lo(/1 , Емееш
соогвошеме

ф?,,,п_lлd
ф'V'*-уr

вв когорого Е вштехдег
a'(?il

тробуемое

l
,l +4

г1 +

t;.

l.

-1/
)0,
Tartшtr обIвзоrд,

внпукла по r

}лt ЕоI€залп,. тло фцпuия Рrlи ]rЕпмqдаJlъsая: опа уdъвает вв
пнтервале (#^, tr-) п возрвстаат на пнтерваJте {yri+-_.) ,

СледователЙо.i_ ц*- тоЕ(s глобsлъвого ,@lшщrа ffiw Ttll
Еs швтервад"W;,*-L , т.е. t7*- wпонло задаlш (3а). Тшt

как внвчGвltв фушсrллШ Р"([r) " t"(?) со$IqдsDт trрп Еа-
туралýrъDс П со зваче'iiЙбiт соотвеdЬтфыло фвffi. Pn(f"\ п

lrЧоl , опрqдеJIщд( дс одЕур задаw (З0), то d uйем
ваIцюttrlть, что trвшомам задаtп (30) .втявтся одно пэ qltсвл

О-|Ж aJM й-|**]*о,

гдо LU _ цшая ч€lсть вещоствёЕIоrо z .

Исллодуем теЕеръ ловут tвстъ ограншчония (35) обобщепвоfi
вадаtш, т.е. ФrIкщю t(r',Ц) . 0на, очOЕЕцltоl возраста€т trо

f, и, слеловатеJIIяо, фрiiйя |tO,yl = y,h2o=tl+,L|\ Ц|" явЕяет-
сН lщlrefi огибащеfi сsrвfiства фUrц,fo 

u{lЦо,t\rУо>.оl'i

JIалве, в ф дшпrоfi статъЕ будет доtазана
jlnilд 5. Функцuя l(lo,f\црu лпбом фпксrро'в lo
Tart как 

ffrr,,tr 
=0"?о+ ъt|ол-|о.о'(|,, 

f,)

Ё
L=0

I
;tсffiq

аЕuоli >0,
,а

Nl|о,|)=

44
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*" 
tr -+ ф 

_ 
, то ц)аФчесш соrвftс,гво dуlпtlФ

' \?(fо,п1:,J(F,,п",") ]r", о

шшпо тзобразитъ (yoloBlto) в впле

!

|,0

п

fuc.I

Оrметпл при эToli, что еслх h!о*ъ(fr\<o , то ý,rr",yrro
при всех /> / Е, qледов€lтелы{о, |(|оrD монотоннб убьвает
по /Z . Пбатощу для оптимаJIьного значе}rпя й* , иовдетво-
IЕпщего уравненm (38), граФк ?(r;,fu) Ееросекаsт прямуD

| - € л}!пь qдпя раз, так мк

h!,*z(|,Ё): #l = 0.

ПFИМЕР. Тlуетъ |о: *=of62rol-.l, В=0 . Тот!а ураввенше
(38) пмеет оо h|r+сlпРпl=0 ш его едпнствеяное полmштель-
ноs рбпенЕе - вlЙо L = 0,28126Ю4. Еслп б = 0,5, то

l(ro,n) - , прп 
-lL* 

= 0,€9?4]12, слвдовательно, оптп-
мшiтппл цаrпп, r} яЕJIяется п--fп)11=/. Деfiствштедыtо, еслlt
вшбоатъ Гj" = O,SBOZý97, то г": ll']:.й = qбI8359З?5 u 2::?it.{гO,c=g. Ешп lв внбрть- ГJ'п= 0,545413?, то

to=ff''\i = 0,I7р9,иs ч 2-$*й:0,€9000?. Тогда на впо-
ром шlй й=2l;'"?i = 0,26087З96 п ?"=2r'+й = 0,4999956ц;
z6. 'IWдоешtостъ t0 двJrхшагового счота (даIо вшопrеЕrя перво_
rо оrо шага) в данпоr, cJry.lao болъше, týri qднощаговою.
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чит, ItaJ Moieм заключпть, что fuл* paBlro Jшбо ГП7-| ,

лиОо fпJ+r=2. Нетрудно прверffi"ь, что еслп взять ^ 

f{ll =

= 0,26419?5, то п =#|.2t : 0,083593?4, а ?l= Itrro=
= t-"1,39999999 , d . IIри эiом l,ru(|r/tr\ = I,9ffi4229. Еслп хе
полох}пь f,2) = о,449В8?, то y^:'y"l.,1|- 0,I42ЗmI4 ш

!пl|оtГr= 'с,цsвmозg > 0 i дЁi..',"" n= z,l!,\|!= 0,1892604з

'2i-|i*tr 0,39967198 *е .0дrако ("L+и4= 2,259ъ80,
так tпo поrs =,| . fо ' t'|

Fассмот!ш теперь с.lryчаfi (al), т.о. цредIIоJIоппм, tпo

?, € ,р'|' . В этом сJýrчае мЕ до,шнн решать эадачу (I?)
при огранпценяrD(

0=,lr2,...rfu-| ,

:г-,

} 
(I8'/)

}

€' ?е-Р'2r-, * fс-r, С = 1,2,..., П-|,

?**P,?,.-o+f,n-r4€.
0чевидно, с}пцествует Пое N l дJя коrорото вцпоJIненЕ не-

рвенства

/"", lo' € *pn' о,2о , (з9)

Построим прп Фп(схроYх1* л D По и задат{ом ?о после-
домтельностъ i,'^'- 1Рr1 по рекурренплш РрддлЬiл

дl'io:i р ir,|r*.,-p.|.*t -,*€lp.ir,| (40)
|,=О,lrz,,, JллrL

гrc fo: 2о , " i-;VТ-719 . Посахем, тго ц)!! всяком

П > п^ последомтеJIъностъ Г прин8длеfiшт MHof,ecTBy
.] таliIгх последователъпостей Г: {Гс'| еГ, которше обпадаrт

следrпцим своfiствол: если постропть последов€lтелыrость [29i
по фрfулам ?иr=Р,\е|fсrС= 0,1,,.,,,To а 

^- 
первrft нопrер,л длfI

которого ?n<E . В самом д*",!'rrr<?о , так как U^+|)цО-

:\$ . а п, следомтелыlо, посJIедовате.,tопr, {i)| моЕо-
тоrшdОубнвает. 0тоqда такхе слеryет вЕпо,шение HeIlаBeBcTBa'?;;il:;:;,;:.:'i;*r, 

прпЕhпая во вниr,ание Brpafielшe *" Р
мФtе}i эffilmtптъ, tпo для поqtlедователшlостп l!, l спр€вgдливц
соотнqченпя

+ Гс-r,

Ul_"

мо|е,Ь|.0r:"р
Ь-р.сп ./

?-,
2nu+

которне и ознаtlаDт, lпо

9ь



зАмьпlднИЕ 2. Прп П о По rmщества f ,rу.r". В самом де-
ле, оцIюдоlrв для прпэво;lыtоfi посJIодователъностп г€ /' парs-
ilФтtц lc no фрryло

|r-#,Р,C=ro.l,",s (4I)

Еоrryqцм соотношеЕие ?r;рq1;П(ltful , когорое с учетом (39)

показнвает, чtо ,|r> е 7'lра € 1 По-4 .
JlВfr,lД 6. Прп капд ом п>.ftо t{нфимум

ýrEФ?,,rl: {,!*ЁrлЬ*в) tazl

достцпается Еа llосrlедов€lтеJlыlостЕ f,'"' , опродеJIяемоft со-
отнсшеншялп (40).

Д0I$еТЕ'lЮТВ0. Расс;rшая так Eer как в докаэата,Iютве
леrпш 2, легко показатъ, что в задвtIе (42) в мчестве доIryстЕ-
мшх мmно оставитьлЕttrь такпе посJIедовsтелъ}lостп d:{tre\ С[} ,

дJtя которцх 2n- € . Тогд8, с учетом обозначений (4I), лмем
переIцсатъ задачу (42) з яплg

""_"л:?-ЕпЧ'rВ,rъ 
, ,$,о (€)

прш условtrп
n n:'

f'\|;[]otl1 |]): €,

Испопъзуя, к*lK д щ)п док9зательgгве леммч 2, стаrцартшуп техпIЕсу
шtштелей Дагранха, пощttим, что футлсrия цq,Iп в задаче (€)
пршнпlrsЕl ипнпrвJIъноо знstlеЕпе в Totкe (Гоr,..rlп-r) , кооIцп-
натч котороfi рашпr 

А ,2 t-
Ь : Гп:", : [о-r= Г= iV7r"- а.

Доlдла доказана.
Теперь, анмогшlно Еопf,Jr, как это бш;lо пц9депано прп рас-

смогрнпх сJýrия (i), сводвш задаýI ttZl-KTб к зqдsче

Ь?**Vпfr#'*д] - tr"", (44)

uе |СП=.fl$ - , . fuя отшскания р€NпенЕя этоfi зqдачп

р.оu*щi Й-* ,f , Rr*4*, опр"леrrеrпtую форryлоfi

Frnl-- п.lсп 1tP *д]
4?)'



ДIЯ ПРЕЗвО'IЫtОго вещественною z , бОлtшегоr lвlil 4-е*tl
ftпр .5десь фпссцпя Y,|+_ Rп задава в вщде 

u 
{'

|спl-ft,(Ь)*- о, (45)

НаiЦем первую прпзводн}п0 ФIfiцIпш {ra :

,[iп=в*h!!#, -Йffiгl:
=в+Nпffi'r;'ffi

мк слелует из (45) , i:ft|'L|+|ш\ пЛф'LhQ+упfu|п7.
Поатоlq, прlлравlrшвая #(n) к IWлD, по.лучаем уравненЕе, ана-
логпtное поJýrченноirу 

" [S], именно

Yh|* В,[+(т+ |) Иц+il+lпр, (46)

дJtя опрФlеления пsрамеlгрs l = l(/о) , отвечаýцего cтalgo-
нарно! rовrе Е е R* . Это' ypiнeнae rrrеет едtrнствоЕное IЕше-
ние l>0 , пбофркшя

P(l) = 6.I+ Q +\lИt + |\-у hУ + h7
монотоняо во_зрстает r стремЕтся к + ф прш Г* * о l 9

ciru Йr\=hр.0 . далее,
!-Фо, 

, у

iг/'п,__ [tnl _ {п€/оо _ епСh,,|'rа _
'l \" l r(n)({+ý(n)) пе. уrп) п, |rсп,l -
_ _ l,fu(€/2,) _ Ш,[ l - аь0+|tпl\+(п"о1_- - Ф - ТБ L@l Г --,?)---:l-
= - Йl ,|burtr"l) +dоД+ 

"r"., 
! + |tп\ r

, [й, * h"-{|1| * h4,|и,п *fraD+ hд=

= #IЖ ,|aQ*y,nl)+{np)t > о

€



для лпбого lL).En. Иэ атоfi фрry;ц tr Jrравшенпя (45) слодует,
qо ýkd\>O .-&аqт, бммя ,frrъl , фrдrw шlгJrклоfi, до-
стrгаот своего lrЕнIlвлшIого эваченцд в тотсо Е , воторая
однозЕаtпо опродепяотся ве.ппчшоfi У- YrEl - р€ilпевЕем yIEB-
вешя (,16), по фF4rлв (45). Ihrtдвец, с п(ноцIФ тотfi п, шо[-
$о опIюделптъ Iвценио FL+ пcxoЩoti зqдаЕ[ (44). Ишешо,

lл.(е/0,\tf|=
th,(t+У\+

в эавпсимостtr от того, ва &aкor, вз атЕ( дЕryт ваrуралыпо( чпсел
qшдqlЕя fСЩ пIшнцма8т меЕшtее значонЕе; злесъ [z] - цеJI€lя
частъ веществеlrвого l

Теперь вняснлlr, fi,ак вqдот сеdя ве;шшlа fo= |;,f ,|о В ЗаВtr-
спмостu or / € (0,1\ при Фtспровапоft |о i элесъ il;O
едlвствеrtmst по,llояпте.пыдй корЕь уращонпя (46), в когором
B:wbst>O. Пля этого вссJIoдуоu Еовsдонпо BoJtпtшHH Aypl-
:\"(Р\,Р. ясЕо, qто Yo(,p|- 0 прв p*,t- 0 ч |{uo]'*i- оро

р n 0+ 0. фIедоватеJIыIо, Ktpl * 0 прп ,p-,t- 0. Полъзуясъ
теормоfi о неввоfi (ШЕцtlщ, ш{разЕм пз у;пввешrя (46), дпФ-
рекцруя ого по /Р , вепшп[ЕJr пропзвqцвоfi ЦД :

Y3rl:- lfr,lэ.А\ , ^Lf 
(4?)

"д" 
Д =|-(l+ fii) +В . Ilайеu теЕоръ прпзвqдщр

#,,рr: RФ\:$uol+,o.dcrol=!r- 1= + (€)

0тсщда слqду€т, чtо R'{,1о\= 0 при lyo= ,| , т.е. в с.пуqаа
ВЦПОJIНОЕЕЯ РВВНСТВа

н|о)= f; tп(t+ *)*Д |о- l = 0,

Это уршенпе Ем€ет ровпо одlн коIювъ Г, ,. _В самоil леле,

?,Ц3'Ь''--|, Иуqоr:+?э 
. далее, '-9{Len1*$)_fr+ 

в.

УiЪдпдся' vtо lп(tr 
,!,)r #, прц воех Го, О . Дйт-

вйтелýIо, Q + r)И| +ft)* +- пш lо- 0 + 0 п

h;пъ

lо** ф
|h* Сьч+4il _
го-+- '/(l+|,|

49
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крмв того, !T,k, * |o\e4l+ {"\- Иtо *{) _ 1u * о
прп любrш to' 0 . СледоЙтелыrо, 2,'1i;1 > 0' прЕ всех

fo > 0 , опtJца Е вштомет едЕвствоЕЕостъ ршевпя |о урав -
нешя /(|r1= 0 . Уштьгвая (аZ1 о (€), заrс.шчаем. йо суrпсияДU' мбЙотошо воврастаег на пIтервале (0,r/) , тае fo@)-fo,
и убшвает на Енте;мле (P,l1 . IЪконец, ЕегппЕо Ероворпть,
*о tЩоR|,)0r,0. Такш обраэом, гр(рческп мшпо пзобразить
повйенпе K(Pl слqдущд{ обрэоr:

lt( о) wш n=Lffi,,.] *r,

F 1

Ршс.2

Итак, прl,t p>F с уlrуддением пsраметра лшнеfiвоfi оцеЕкtr
скорстш сходпмоспI (т.е. п5ш увеJшчо}пЕr'р ) щ>псодптся
уlt{окцIать доIryстд}ryт поIрешностъ Го tшаrа в}rутреннего процес-
са. Это, Koнetц{o, ведет к уваrlп.Iенffю тр]mо€ш(остп шага. 3ваwт,
прп f > F вцтоднее с внrmcrlrтол:*tоfi тоqл эренпя пспоrIь-
зомтъ боllее тоtпrут оценку окоростп сходпмости прtr упрамеюша
итерацпонннм процессом, qто, в оdщем, согласуется с сообраrке-
няямr здравого смнсла. Что касается усJIовtrя PrF , за!Етпlr,
lmо пр фшtсцровфilIoil{ /о ш заданпом €- |о , как бьцо пока-
эано плпе, ч!сJIо шагов /z, , коtоро€ реалЕзуется в оптимшъво

управпяемом птераIщоняом процессе с лIЕrеfurой скоростБц) сходп-
мостЕ, I)8Eto

а
h.QO+р

где [.r0 - коревь цввненЕя (46). }IaM тsк;е Е9вестно, что
hфi,r.|"><О l l,ьQ +д.[)-0-0 пр р*|- 0 . Следова-

TeJtIýO, fu+*Ф aW f +1-0 . Ъкulr обраэоrr, условпе

р, F вшIолнено прп болъшом tшспе шагов, на tпо в цолоll п

рассqитан рзработанtшй подl(од.

ю



}Iаковец, pacclroтpпM сJýrчfi (iii1, т.е. такоt, в коIорФ,
в{по,шенш соотпошенпя |nr,p'|', g . Повятно, (по для лобоfi по-
сJIедоватеJIъностп Г a'Г наfiдется ношrер по Taкot, sто

J р"". |c:,/,|c_l* dc_l, [,: l,.:.,ло-|,

t ?по:l ?п;r+Гп,-, -'Рfu,
Еаllл при этом окаается, что ?n"< L , _то прцесс закончен.
ЕсJп пе ?n^'€, , То вайдетdяовоmр Еое il такоfi, чrо
FLо>. lЪо+ 4- , п Ешпопненч сосугнопенпя

[ е. |r*п:il'** tr, е- ho,,..,,Eo-2,

t |T.:|ii,+ гпо-,,< е,
ЯсЕо, что в обопс сJгучая сЕIввqдлtrво неравенgIво /_ >

>Pn+b. Таlшм образом, для gахщдения опмlЕlлыrоП f,d&едо-
ватолъпости |^ достатотtо р€[яптъ эадачr

{!""п*,п*,ГS,"?"2l* 1',h,l, (49)

еслп €<fо*'/"- ,-Ь"-r" ее(У+'|'rВ),,о надо lЕllt!{тъ
зqдаtry

i!L,r,"rLSо'Ц,,2')+ 
S2(|,€l , (50)

3десъ Sоt2оr2\ = {rпС2о, 2l\ - оптЕмапъная тпrдоемкоgгь_лп-
нейно+ходiщет,,сся внешпего цроц€сса, а Sz(!, €,l *Q(6аlМа'е>1
оптиl,Елъвая трrдооикостъ впешнOго пIюцесса, сход.щеI!ося со сверс-
лшrвfiноП (квадратпчноt) скоростъю. Fслп дJIя псследованЕя задаtI
(а9) п (50), как п рацее, пероftцем к вещоствонЕщ п , то в
cnlJr ТОЮ, tпо 

Г r 0 _ рапенпе уравшенпя (46) _ не завшсtrт
* ?о п ? , IIоJýrчпм, tпo оптпrалыlая тIцдоеш(остъ смошанного
прцесса IEшa

Соответственно пIш
тоqностЕ й ""

S,,c 2, р'/") + srtuo{1 с),
IЕа'lrcаryгп хтератавного прцесса в мчостЕе
(t+4* шаг,в следrет шлбрать энатDнпо

5I



Т,,r,h , *. Г - корнь уравнешя (46),' ослп' 2rr r''. ;

T'!i-",'л' г - кореЕЕ рвввпя
{* !о+ \ |*Р,ql * fu: Р, еGllп

h<pnk,

tд -

ý 3. Доltаватапютво лошr 3 п 5

дOмштЕIIютю JIдfirы 3. для того чтобш llоIсазатъ равЕоlдоIпryт
сходпмостъ по .С бесконечrого прЕзвqдевчя (3I), достатошо
пшазатъ, во (!ушщоlялшплfi рщ

l*pro =fl h.(l+ (t+a\oo\

ътioo
сходЕтся рашrомедшо по С Еа всякопi заrшryтом луче Г6r+ О) ,

D > О . Заrпетпс, то (уtoglдя l,n(l+ 0+oq'&)/L моЕогопво

убнвает на таком.Iуче. Следователыlо, дш mбюс ,Р> Г пre€т
lrecтo ЕOр8в8нство

3 ln Q* cl+a,tig,| - 3 l:u(,t+otall 6
а@ -f;"7rTt-ý '

Ф 'b(l+(l+effIМсловоfi длд Е ffi сходптса, mк t€K
i=0

шr* |*u+уrаr| Пu+ _ _!_ а 1i,-.\l+effi-7j7*'.
Таrчш обрвэом, IЕэяомеIная схqдЕмость бесковечЕого прпэведе_
мя РВ) NIя О161610, доказава. Jlалое, заlЕтцм, что

d (h"Q+И+afr,'l\__ l,w(l+t+<f..ъ), 1

ао\-1,*.ff' j=- ffiz'T ф1 1,

Но, как .oедует Еэ докs'sнцого ще, ряц -Ё е*Ч,Ц,i,*)
' а (,l+l1l+l*z

сIоддтся IEшro}EpBo по .Р пр, а>6, $>g , а gц
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i,t
,ft ct+ а1 х,, 1,, + (1+ фL 9)
ае лучв в eпJry оцвнкЕ

1

(/+or),э(a+ (l+if 91

п*оrщей место для лmбого l, > 6 . Следователъво, rfiлпtцпо-
цалъпъfr ряд

Е*(Ж) "" *"" с>6, Б>о , сходЕтся рввцо-
иdфо по .c . Поатоrцу ФЕпfiЕя рrc, вепрFвно дпфврен-
цщ)уоша прш Л > 0, ш Ер 9том справдJIаво дввенство

lирrcl,:h*tZi:Ьl;*)
Для того sтобш доказатъ раýlоrюрr5р по 2 схqдпюстъ бес-

коЕеqЕого прпзведеЕия (З2), достато\шо Еоказать, что iD]EIHIпo_

ншьЕlfi рц
tпfrц=fr,и(Ж) tsll

pBltolвpвo uо с сходптся н8 кячlоu эамкЕутом lryчв [ бl.) ,
6, о . Так как пдш 

' 
> о пмвют шеgго хвраввнства

{,,"'| iii:iЁb : 9 (о *,#) 
= # 1 i = 0, l,..,,

в (Р]lIпGцоналы*Й рцд Z_ + сходЕтся рашоrЮ5ГrО' -^ (4+4)"э

по tr на любом за}i{сrrугом JIучв Е6r+о1 ,6>о , то рдд (5I),
8 Brrвcтe с ЕЕц п босконеЕlоо пропзводенпе (32) схqцяlся р8вно-
мевно по € лрп О> 6 , 6 ,0 . Ввцдr дввноreрlоf, схqддюсти

рmа -f G.* прЕ o>f,6>0 , qщ" fcol
яепрэршввб дчфврещщ,уема па ЕцверЕло (0,+ о1 п Ер! 9тоiд
вццоJlЕово равенс?во

rc*F@\\;:-Я&. (52)

JIдлее, таЕ мк спрsведлво соотноlцвtlЕо

оап.рtоl=ДЖ, (5з)

с]содатся рвноме;жо по l на том
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а Фппщдо}ЕлшМ рщ-- 
F {|h,u,[+*l:? ): Ё ,|

й dо\ (1+ 4)Ь+1 ) а (/+.{)({+ (l+ctlLp,1

сходптся рвномедпо по .Р Еа всяком заtfiryтом lгучо [б+р),
б , О , ТО ОТСЦДs ВНТеК8еТ РаВеНСТво

(з,twРtсl\'- -* йr,йБl 1 > 0, (54)

Но дз (52) п (54) следrет (33). Леlшв доказана.
дOкАзАтЕIlюТв0 jIE[8{ы 5. Jhя того тоdц цоказатъ в[IпJrклость

Фrfitцiш lrfr,,И 1о у ,_дост8точно покаsать шп}пlпостъ по

r .qryw, "L-|;у,ф"rfuуlJ . ДпфврпцrруядвsIдн Dавевст-
во (53) д уqтъвай равв'омёрщро по l схqдпюсгъ ва шбоr зам-
кнутом луче Гбr+оlr6rО , ф|ЕtцдоIилъпю( рядов

са
гt1
Ыul д

ф
( t + otlo'1

L-- 0 Q+ c.t+

поJýr!шм| tшo

Ъу,у,lпр(S,, trl|tt- r: *ffi)"' о

прп лобом U >. | . JIошв докsзаRа.
0
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