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тIпс;lеше шетодд

Удк 5I9.853+519.632

0 скOрФти gхOjп,пюсш рЕtуJнрlзOвАнншO мuюш
стJIдшимниfI 10чншх ФУ'ЕкIIд,1 шРАФА

А.А.Ьшtан

Пустъ ff - пrлбеугово trространство; {,f ,Н- !* - вЕ-
ryшше диффрещп!уемцо по Фрше фупктr,qп; lшшество z\ ршешй
задаЕr

.|ro - йп !

?',r)*0, j: iп,
(I)

(2)

неryсао п огрнrчено ц вtдIоtrЕеuо ушовпе Фlеfrдоре.
fuя ( r) -(2) строцтся минЕмхэярукхtlая ЕосJIедоватеJIЕIость

х,цр Фtцairb,|Qrol + te- z*-nl'J, (3)
lacH

Itre

Qtol:|ro+t$,"jrpi,nl+@_), (4)

lioa*: а, I/ ! у - о|*""о;lrлпfr вектор JIагрmа), N"' 0,
l))ъ^L*=9, oLo_ irf'oe.

Итераlиотптнй щ)оцесс (3)-(4) остествеЕно рссIиатшвать
F,2] как реIулярпзоmнннй BaIшaET м€тода штрфв с ФIfigця,ш
штраф

рllщдrи тоWrуъ ФЕсщ штраф

V,tо*$t ai (9ite11
J=I dv

Vrcl:E
;=1t

mааLz, 
?r,rл ,

l+z^ )
m

а
аlшроксшrm

l
С учетом того, что

fur, Qrл: tcпl + Vrr;l * Frл)
к-ф
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п Муфry Frc) : Х* , лсq,Iедомше щ,оцв"саЕ) (з)-(4) мо-d а€н
хет бнтъ осJrцоствJlево в рамках следгщего фIшалъпоrо ЕодЕода
к решеЕшю задач безусltовноfi лмшrfiазащп вшryIшоfi фуlтчлшl.

IIУсть /, {* : Н * R -_ внtrутJIцв Еепрершвнне фуlдtщлп
\ к- .!,2,... ); rящестъо Х.": .{о,ч(е\: 

п{ч(il - V.;п1
вепусто и огрIиче:rо; {4l, {e-l - задаЕнце пос;Iедовsтелыlосм
поJIФптелы{tдх tиceJl,

Прелпо.ltагая
Йt":hпъ€" - 0; Q: {осН : ?lФ< с | .

(5)

(6)

(7)

stф_lq..rо - q@\l4 б", к= |,2, .. . ,zc'9 'к

опредеJIшм итерsцпоЕrryю Еоследовате.пшrоспъ iЛ*J
{*@*l + Ц а ^- эr - 1 

il2 < 
:ц!h { ч 

"r"l 
n п с - or -' п2}r с 

"
эо-.mбое).
В [е] дrrя Н : Ro у.r."о*"но, qто ес.пп

Фф
Еrr_+ 6*) < со в с > с7саО\+Zt26^+е*\,

тоtim in! ..uo'-oll = 0 (Teoprв б с учетом зsмечанЕя 3), прп-
l+аэ сё x'f ф

чеrи 
" Й"". ДO/Т^+ Щ]. о, 

,, пос.ледо"аr*оо"r" {g'J схо-
дится к некоторй тове Л € l' (творlя 7). 0тсщца, нsпIимер,

|,{z\ + r,t t' - 
|^- 

n 
tl' t !{kо| Цr al + u 1. - L' - 4 |l3+ €,

п ý Q'{ + е'!'\ . - пос,ледователъпость {Z'J схоштся
к векотор}ry решовm зsдаlц (I)-(2).

Jhя бесковеЕrоlrорного простlвнства Н аналот!чяце реэуль-
татн о сходпмостх {e^J Ее ycTaHoB,Ieш{. Более того, до сЕк
Еор не вцяснецо, сходrтся лп в сиJIьвом смнсJIе посJI8дователь
ноегь

r": м? ffi{qtrlrtш- u'-' il' J,

ес.ш ,{ 
n a*noo, пз одвоft тоqм.

0днако оцеЕкп скоростп сходlмости к 0 последоватеJIыIостЕ

*) g"тест""rдrо, с JпгочЕеЕпем условшя ввбор z* .

а



til} , "д. 
'f|:Ч(ОХ) - Ч*о , по,rJвешше Евв для mерtщ-

оЕЕого прцесса (5)_(6) в босковевомерtsофI слJпtrао, явJLяDтся но_
внмЕ п пр Н -R.О. й шс освовелеIко.устанавя!в€lютсяЕ оцен_
кtr сходЕмосy krrl к f- п;ь{Sсеl:2lrц<0, l- |lL ] р *-
тодв (3)-(4) - пrп соответстlущем крiтерпп опрделеlffя Z^ п
п нлбор trараметрв 0,^ , х^

jlmfirA. IIустъ вцполнено условпе (?)
r мЕоаестэо а огранпченное. Тог-
да последовательн ость {аr|,опреде -
леЕвая согласно (5)_(6), огранвчена.

ДOIФЗАIЕJiIСlts0. ПредrолФмм, tlтo пgи фшtсврванном К
Емеет lЕcтo 

х_1

чrc*''\ <VrcО) + a (2а,+ е; ,

Из неравенства (6) ввщшr (5) сле.ryет

чr(Ф'\ < ч^(о'-'|+ €^ < ?@^-r\ + 6^+ €" <
r-1

< (f(пО) + ЕQ6, + еr\ + 6, + € 

",
Пусть с такое, что

(|(с\:,rrоЧ +t,Cz0; + е) = Q" .

Тоца а"{р > Е.?)- 6r> ч*{а^\ _, п остается замотшть, что
э то!ше Т е Аv iпрввдrяво ,|^(i)< tt@)+6^..Q^- б^ .
С учетом вцrylLтостЕ V" этол означает, что t'.€P''$сi.9r l
Е, такпи обрзом, {r^] с Q. s

06оэпаим 7r:чtr!+rllо* - rl! п dудем счRтатъ, nro 4
огр8ýшчено, шбор {\J,-re;} п С подtинен услов{ю (?), пршчем
Ерg всех к внполпено неравенство

t*= ёл+l+ Вб**, = t (т*тБ)' (s)

Здесъ

Е r'lГ'r,4 Гr+ Ч, 8 >,t supIc*-T "12,

a-to.u*$, пrff"*Уп. (9)

JIетко оил.еть, что ow fu, 0 этЕ уеJIовшя непIютиворечrвн (су-
ществомме ? . ^ явIяется апедствЕем лешпr).
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тюРЕп,U\ I. П у с т ъ в н б о р lб^
чхнеЕ условЕям (7)_(9),

огк}ца

(б) EJlп 2
в этом сJýrчае,

так tпо

Г"rп42бrr,* €"rr. (II)

,: f , то 2*(х): Q*rr{Е*|+!lJ-Х-.л^f,2 , пршчем

как Еетrудно впдеть,

f^+l(C\-VK+t(E^) , l
@al,

,|r*l"*'Ъ LlB+Ir\tl|^n(Еl' 
t €л+t

J,
а

{е*l,с 
" 

n под-
- отранЕ_

( I2)

чеЕвое мЕоаество. Тогда для ите_
рsцпоннозо процесса (5)-(6) спра-
ведлива оценка

Г^'L^ (I0)
'|+оlКй

ДOМЗАII]JJIСIВO. На основаIIЕд (6) я вtшук"лвтп tlrr, Ерш

л € с0, /] шлеем

q* 
t,| {а 

r+1 
) < V"* n 

( о' + h (Е * 

- с ^ )) + 
^2 

tlEL л ^ ll2 + е * r, <

< ,,Vl,+,|(aK\t(| -А.\qlлrп(о\+^ЧЕ*-с*|2*€rtl = 2^(1) * €"rr.

[Мrпп,плзируя 7 на промеryтке [0,I], ;яссллотрпм возмФiнце ва-
Iиавтн.

(а) Eo.1M лr= ч|з*о?r0\: 0 , то 7^(Х,)* Ек+l(е|) ,

пРчем l"- 0 воэмоfiяо, лишъ еслп' 
V*lr{o*\ < qк+{Е').

Тем саIбlм

Ио/Л^*П\ 4 VK+t@'1+ €r*,t ,

|^

в с учетоп (5)

[*, = $+ 1.6^*,,t €л+l.

(в) Гд;м \ е (0,1\ , то Ч^*.,(сk\ > q.*r{iк),

(^^\
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q _ Vм@^\-Сlм(Е\ /та\"ц 2ilеr_ллllz \дч,'

Е

(л+r@''\<V*пr{о^)- ffiп rлr,,, (I4)

В сгучае tl{о*)-qrЕ*'t > 2 0"+r взцry (5) шееш

( t1лr, {о 
*\ 

- Ел* /z 
К 

))2 > ц rc r\ - ЕЕ ^ ))2 -
- Ч 6л*, t qco^l - t7rd|l) + ч б!r,

и пэ (5), (I3), (I4) cJlc.ryeт

tлrr. {^- tr'^?-n* цг^6^rпg-| + c*r,+ 2б^r, .
.f,^- 24tr:+ €цl | бtлr, . (I5)

Еслп пе tYrO"l-C7{EK) < 26л+, , то ва осЕов€lЕхп (5),(6)

Гл+, * **,(п^r' ) - уа ^|+ 0 rr, < {r1 /а\ - q ri \ + 0r, nt € лr, €

<fi. + 2Цпr*€**r€Ц6*+lf ,л*п. (16)

Теперъ с учетош Еrбора с( u / 
"ar:uд"о 

проввIшть, tпо Еер8веп-
ство

fл*, * у^- ZaY| +r" (Р)
явJIяотся следствпем шdого Ев нер9веЕств (II), (I2), (Ш), (16)
а тем самЕм внIIоJIЕяется при шбом к .

Ишея э вшr [> 0 Е t^4 t(Й)' , ЕокаIем, Епо

прщ :mбом К спIЕвеллЕва оцешсе (I0).
Прп к: 0 поJr!цаем

tr, * ь- 24tr:+i(#r)' - &о
Пустъ прв к- t

tc'*m, (Is)

Fюм t, 
' 

u Гr' , то пз (8)

0с : NттйБ\
Е тогда

{о
tе*, 2(4|"l(t+1) Г0

-+bfuE)" оа*тБ ( 19)



Ес.ш ше Cc.d Гi r то ввццJr iD Гh,|.Гс-п[i . Испоllь
зуя то обстоше.пютво, tпго ф5ппщдя ц-"|Ц" rвп,0<"lу<//2
возрастsщая п в[о<.lfч , ва осfiово#ц (I8) пrееЙ

ftn,.ffi,-"|*ft)'.

'&(|-ffiе)-#,r", (20)

06ъединяя (I9), (20), зав€ра8м шrryýIЕD. l
Доryстшл, что {ушlця f yToBlleTBoIяeT ва -12 условш

Лиmm,lа с конставтоfi Д Е спIЕв8длЕво ЕвразеЕство

::Ъ,^, T" > d, о, (2I)

тте 7@t xv) - $f|llo, ъll .

IIроава.lпзпдцrош в этом ЕредIIоJIопенпп более детsJIьЕо с;ryчаfi,
котда { 

< Ак< ,l а t7@К|- Е(Е*), 2ý^+, . Булеu сqптатъ,
qто d .. t/2 .

Из (5), (1З), (I4) mreеш

у(лХ+ 
l\- 

Е б Н) < trсt)-ЕrЕ r, - ffiff +

+ffi6"r,| Ел+t* 2fл*l .

Ес.ш lli^-e 'l * 6л||,, , то q(oK)-q@*'l < 
" 
6"!, , отцца

ввцду (5), (6)

гr+r4 L6л!|r+2ffr*п* Lл+l. Q2)

Евш rе ltГ.- оХ!! , O!i, , то

*-# 6,+l.(?соrl-tцбr))6л!, - Lnб*|/|, ,

лде Lt- suР [, . Теu сашпа

Гл+l < r^- м%,. * Ll6-|!|, * 26,r,+ € л*, ,
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ц, ЕспоJIъзуя (2I), поцучаеш

Гл1, 'r^ - + Ц+ t,п6л||,+20".пп+ €л*r,

IIодатая,7'* rпаа |r, L б !| r+ t Q nn 
+ е лr,, L, 6 л/|, + 2 t 

л * n

(23)

+errrl},
rrrееш прЕ вццолвенхх условлй теоремц r, тIо ЕеравевстЕо

01гк+l<Q-t)г^*ч; (24)

явдяется сJIодствшеш mбого Е9 ЕоравеЕств (II), (I2), (16),
(22), (в), т.о. вшIолняоЕся ц)Е лобош к .

Птак, справqдJвв сдедrшЕt рв пъпат.
ШOРШ.А2.Пусть вцполЕецн пр€дпо-

до8еЕ[я теоDошц Т;фувЕЦЕя Е удО-
влетвовяет gаQ условпD ЛппшЕца;
справедлЕво Еераэевство (2I).Тог-
да еслп Г; дост8точЕо бшстро
стре}iптся к 0, то Еоследователъ-
Еост" {n] сходптся к 0 со скоро-
cTbD геомвтрЕчоской прогвессхЕ.

ЗАМЕЧl\НИЕ I. ЕслЕ фгкtт,rrr И" дцферпщ!руе_tц по Фрше на
Н , ввцдr сшlъsоf, вшtytтостд Qric1 +lla-gx-tlz Iз ЕорвsЕ-
ства

llv q^rc\+ 2(or- л^-l)ll < €" (25)

сделует, что

tl,{e')+Io^- o'-|il2 < yh { 
qх@\ +tla- о'-| ( t r {

это позвоltя€т очввплrтрц обрзол Е€рефtrryлпроватъ по.ryч€пяне

Р€ЗУЛЬТатн ддя сJrytпая, когда тоtЕп С' опрделштся по гIЕдЕ-
еЕтЕоOry крtrтершш (25); шrвнво, в соотЕоlпвrшя (?),(8) п в Br-
рахеЕпп мя с; ryесто_ 6^ cJIeдreT ъзятъ €!/2

Ilш Фщщfi F " 
F" леIто прово;пется перавеЕство
i- tъ

|F@\- Еrr;l " t ni' Е L; *
1-1 0

-iploi- 
"il(зi@\+ry; )

Еозволяшцев рsсЕрстрЕЕтъ теор€rry I (а прп Еожqдяцrш yqr:o-
в!ях огвосlrгаllъво F - п тбореlry 2) ва дтврацдошd щ)оцесс
(3), (4) решеЕпя псходноfi эадаtш (I), (2).
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В частвостд, Rр, Ql-fu ( К*,|,!,... ) оцекса (I0) rмеет
}всто, ослЕ подчlшЕтъ в*бор {Z*1 уоlовпю Хr < б^ , о |*
определятъ по крштерm

Qtr\+ilL*-r^-nll2 < gg, {е,слl+ llr- r^-'ilL J * е r
с преfiIIIм! предполФеЕпr*п огЕосптаrrruо {С^} , {611 (годптся
8=Н ).

В оdщем с.rryчае Гr: F(o^)- Frй, .0дшсо l/0Ешо покдэатъ,
qто еслп тоЕп о( опредепеЕн по градпевтЕоi,ry крптерцD (25) с
Е.= Е ,пllп€r= 0 , то, Еачппая'с вепоторого ношера, сцр8-
вёдлБо*/ g/ra'l "0,i=Ф ,JI тем саlшшм F@x)= {rc\ ,

fi есть dЬкловеше fre 
К) ов / .

ЗАМЕЧАНИЕ 2. IФlacc {уtпчцft, }цовjIетвоIяющв условш (2I),
дале&о не огрниwвsется сЕJIъuо ýrryIqплш {уtшщmли. Так, ва-
пример, (2I) очевпдrшпr обрзом вцttоппезо, есм Н: Rfu , (
естъ sцрzепufu конечного шсла аффппппоr флдtцдй п ,.Y 

И огрm-
чено. 0днако првеFа услоЕtrя (2I) , вооФце гово;lя, связана с
серьезншмп тr,уддостямп. Не остапампваясь здесь на атом вопро-
со, }гкахем ллшь, что теоре!rа 2 оказшается попеэной IIрЕ пссJIе-
дованип рIулявпзоваЕвото метода штрфв в Ерцмеп9нпи к ыIJIIп_
ти ческим вариаLщонннм HeIE венствам, есл}t щро соогветсЕущеrо
диффренrцаалыlого оператора ковечнФrеIяо.

Лптераrура

I. Каrшан А.А. 06 одном Еошоде к ршенш) вадач внryIцото прог-
ра!fiл{рвsшя // Доклt. Ан сссР. - I98I. - т.258, $ 4. - с.
785_?88.

2. Каплан А.А. А.шорпт[ifi{ вшIFuIого прrрммарвания, пспоltьзую_
tцде сглаffимIIЕе точцfi ФIпсЕй штрф // Сп6, мат. Еурн.-
1982. - т.23, ,lfi 4. - с.5з-64.

IIостутшла в род.-язд. отдеJI
04.06.1987 г.

*) И, Н - RО 
"". tZ, Teoperв 3 с учетом эалвчашя 5].
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