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сOвмютнOп ФункциOниювАниЕ пюстЕЙlll0(
поJIЕ,IЕй экOIюмичFсIФ fi .шtttдмдtсл

А.А.Муканов

0дпr из под(одов к мателвтпческо[ry модеJпрованпD вtIодреяпrI
вововведенпй вакпютпается в следrщем: к акономике, состояlеfi
пз lL-,/ призводства ,технологти), добавr:яется новое пропз-
водство, прп этом tЕстъ имевшгхся ранее фщов пзшмается. Прп

некотоFх условпfl внедреппе нового пропзводства позвоJIяет

увелЕчштъ уделъное потрФIенше. Соответств}ющде моде.шr бшtr
сфорryларванн В.Л.Мвкаровцм.

R настощей заметке рассrrатривается варЕант указанЕого Еод-
хода, основашrцй па ЕспоJIьэовакшп моделеfi неfiлавовского тхпа
(см. [Т]). 0прделяется дпвамЕческая моделъ, оIшсшвакщая сов-
местное Фкщониромние д, пропзводств, каддое пз когорнх
задается прстеlfolеfi моделью экономячвекой дrналшкп (см. PJ ).
Форrулпруется правп.по вrбор ставкЕ эарабовой Iшатч в момеЕт
ввода нового прпзводства и пссJIеIryется воЕрос о с}rцествоваЕиц
тректорий.

I. Под простеftшей моделъю понпчается набор ({ v, al),
задавае!fid спстемOfi сос)тношений

r+tоД*<F(К,L\, 04K*3vK+r, [>-0, L*>o, (I)

3десь К п Д - odbeM Фвдов п ЕIсленностъ рбочей сппн в
яасальпнfi момент врменЕ t l К* м Lr - объем фrцов ш tmc -
ленность рабочей сплн в след;щfi момент t+t (время пред-
поJIагается дпскретншя); -Г - швестЕцпп, й- ФL* - потребле-
нЕ€, д) - уделъное потрбление (ставка зарвботliоfi тиаты), F -
пропзводствеlтная фу{кпя, v - коэq,tйlиент сохраЕности фнлов.
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Сч{таем, что F опрделена прп К >О , L>0 , ди{ферн-
цируем€lя, неотрш{ателы{ая, строто воIтryтая, поrIOкЕтелы{ о одно-
родная, возрастаmщая по каfrпоfi пермеmlоfi aМкlия. причем

F(К,0\: F(OrL1 : g (Это стаIцаргЕше предпо.поженля. )

}lIоде.пш такого тлпа подробно иэученн в [2].
Полопим l(?\: F{2,1\, Q : &m |c2l Всцду нцJfiе сýи-

тается, что ttэ. Q . В пртiвном случае, как Еоказано в

Р], потреОление ц/ trревншае? sшпуск. Следуя f2], назове,. по-
теЕIиалыrъпд,l возмокностями моделЕ (v, F, rл) чисJIо

&: rпм ,lKt,FЩA\ - паq 12 + l(D\ (?.)*- |,To К+ФL - 2,-б ?+ф \4

Там же Еомзано, что Maкctд{yl,I достигается на единственном с
точностъп до мноfiптеля векторе Е -(К,L\ . Лешо заметдть,
что, увелиqпвая (уменъшая) и), мы тем самнм уменшlаем (увели-
.иваем) о(

Рассмотршм n, простеlhlшх однопродуктовшх моделеfi эконолtп-

ческоft дпнампки L':(^lО, F', Ф') . Пустъ етавка зарботной
платн во всех моделrD( одпнакова, т.е. ф|*ф2=...:(,0а=(l).
Рассмmртм модель Z , которая задается с помощъю произволст-
венного отобрженпя & , определенного на Rf *n 

фргулоit

D(кl, к',..., к: L\ : {tKi,K|. . ., к], д*),

0. к:-. niк 
j+ 

Ii, Ii+ ФL:" r\кiдi\, (З)

L' + L'+. , .+ Ln < L, /1*+ /!_+...+ Д:< Д_ 
}.

Полопптельная од{оIюдность, вqп{утоеть mобрпения @ срзу
следу9т. иэ cBqficlB фуIfi(Iии F' ; крсме того, О(0) - {0 } п

aТi+'t ): Дi*П Такпм образоп,t, отобрление а сyrlери-
Helho и, следователъпо, данная молель явrIяется моделью Тiеfrмана -
геила (см.[]).

Прдшоltожлм, тrо *nu &n_r).,.>&r>4, , гд€

фi:ttТож:rr# (4)

ц обознаmtr &-&1, i-(0,.,.,О,К,Ь) , тде K,L выби-

раются из условпй

К + oZ:r; сr-тПК+ Г\К,Zl. (5)
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,'оIцовооруfrе]lность Т: + , на которой достигаетса максиi/vtil
в (4) пр,l i: rъ ,""азоЪ.тся рашiовеснои. в [Z] показанс,

o4: -l " + |'nt|\.
i]olloxпM р : (l,., .,4,d\. лСпрведлпваЛП:tИ.Троfiка G:G,,E,P
строгое состоЕние р
дели /,

ltтo равновесность q)онловоор]денности r равIIосп'II.IIа равенству
(6)

сле.цуlопаf;

) обраэует
авноВесия rliо-

ЗЭКЛЮ'{8€ТСлl : Т:l)ОЗ€Р-

ФL)'-4рlа1. (?)

jс'{tзtт};Т тrТВ0. Доказательство леммн
ке состношений:

i) J.oc Ф(а) , где б-(0,..,,

Рv\- K'"+.,.+Ki + фL*4 utк'+ It+ ..,

. . . +у'ка+ [n+ аl|+ ...+ ufп<Ё rчиl* гi(кi ь; l),. i=4

Так как *, ,- ,liK'.t F'(Ko,,t!|

то L- К|+ФL,
у 4-> 41 , где i -,|,.,.,rъ-1 ,

er р < ý,6' Ki * F 
i( 

Ki, Li))<*(Ki+... 1 д"а

l'TaK, lrf,,I лоr-азалпt *о G -(*rЕ,Р\

Iк0 )
2) рч\<J.р@\ для и,с а@) ;

3) Qu: ).Е, ,F- Л3 ," еслп РЦ/\:.tР@) при Iтекотороп,I

1>о ; (

4) р(а)>0
Госледнее неравенство orIeBmIHo. Проверitм соотнопlение_ I ) . TlycTi
чшсла f'и 1лО опрделенu paBeHcTBsIvlп (сс-v")Л: IiеdI=uУ?
lloltoxltM К':&К' L':a.Z . Тогда K'-1LrIn , L': оЦп '

Ln+ йП=r*_чО)Z**щf, :a-\n(, - F"(I,Z\ . Последllее равен-
ство aпедует шз (5). Поскоliысу In>O,u/o> 0 , то соотноше-
впе 4-.Е е а.а) справедливо.

Покажем теперъ, что дJн всех ц € Ф(э\ вUпоJIняется не_

рsвенство рц) < 4.р@\ . Пусть {: СК',К:,.., К: Д\, U -
: (К:,К:, , .' . ,.k!,b}. tотда при некоторн т ! i, tty,- ,r) Li _ вопОo'пr-
птся (i < jrдo+.rl , U!О+I'<FО(КО,LО); L'+.,,*Д''=< L,

,,l t .п
L"*t ...+ L': < L" . Стсюда следует, что

Iтб

- состоянпе равпове_



сия моделп N ДнамзЕЕ.*я условпя дсстiженпя раванства в со-
отношенпп (7)., летко проверить, что оно достиr€ется в сJryчsе,
котда/('оL':0 ( j:|,...,п-| ),авектор (К\L"\
прцоц{донален вектору Rrа) Такпм образсftfi, равенство
Р(И:dр@\ ыtечет а:1Е , U:h{Е при некотором
'Ла> 0 '. Это сзЕачает, тго состdчrие рвновесияG= (d,Е,Р\
строгое.
Из свойств траекторпfi модеJIи сс строгим состоя{пем раввовесsя
(cM.fT , теорема ТЗ.]) внтекает

ПРЕДЛOlF,НИЕ Т. Лл я люб оfi Т Ра е Кт о рип(а)существует
hп K|+.,,+K!+oLt : х,>,0.

do. n ,,;
Ес ли l> р, т о t-T, #-О, i-,l,...,п-1.

сЛЕitсТtsиЕ I. ]Ъ,ш траектория вцдеш,ивает наиболъшиfi воз-
можmrft темп роста, то Dсл рабочая сЕJIа доJDltна постепеЕно пере-
холптъв ru-e подlвзделение, а фндн в j-M ( i-|,...,П-l) под-
!Езделенпп доJm,нн свергцватъся.

2. Здесь изучается поведение траекторй моделш Z , для
когорых обцая численность рбочеfi силý не меняется со врменем
п равЕа едпншце и, кроме того, во всех огношенпл (3), кроме

0 < К; , ХаРаКТеРЕЗУЮ[lИХ ТРаеКТОРИЮ, РеаJIИЗУеТСЯ РаВеНСТВО.
Интерес прдстав,Iяшт лпшь те трsекторпп, которые растут с наи-
бо,пъщшл возмохннм темпоlu (т.е. неfft,лановским темпом ос ). ,Рс;гт

*< 1 , то тр9ектоFя вцда (Ki,K;,...,K;,Lt\ прп, Lr-,|
не суцествует. Гс.шл хе оa > 1 , Iо, как сле-ryет из прелложе-
нЕя r, подобяая траекторшя не молет рстп напболы[шм темпом,
ИНТеРеСеН лшшъ аlryчаfi &: l . Лоdптъся внпоJIнения равенства
&: ,t мФкно за счет внбор среднеfi ставкtr эаработной ттлатн и) .

Так лtе, как и в п.Т, сWтаем, qто 4n, &п_r>,.,>ф,,, т.е.
потеIщцалъпне возмоrс{остп моде.,m L'!':(у'|',F'|' о) въше по-
теЕI8,Iалыlцх возлrоfiностей моделп X,i=(-]i, FО,ф) ( i=l,.,.,п-1).
Иэ рзулътатов п.Т следует, что и) определяется то.llыtо набо-
ром (v'lF") и условrем &п-.! . в [Z] показано, lпо
Fлкное (' существ}г€т. Пустъ'Ьректорпя ,одеЙ ЦL,,..,К;, Lt)
}ЦОВЛеТВОряет сфрбr.тпровапнцм в ЕlЕле этого IryBKTa трбова_
нпmд. Тогда Lt: f п спtrвведлпво равенство l:Д|+...+ L;,
щшчеu Еоследов€lтепъность векторв явJIяется тректоряей моде_
м Lo . ГдтестврнЕо предпоJIохпть, уЕдпlвая следствце I, что
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Еисленность раоочей crl,tш в моделп rVl FIrд)
возрастает. Пшlатая

с!мтаем в далшеfiшем, что

, ,a
ао - 

Lt!'

фондов в соседние моментн

Ki : u'K!t+l :t
поделив которое 

"^ 
L'r*

|r"= f[''
Так как J-: l , то для

МОНОТОЕНО

(е)

Посколысу в (3)

пi - l,

реалпзуется IEBeHcTBo, получпм сосгýошеняе, связцвашцее
*! ,, ,t

. От,тд"

объеrц*

(9)

(]0)

Б
/

( тI)

времени

- гi( Ki , lr\ - о t!,r, ,

, црпдем к равеЕству

ri*|,,lil]--l.
справедливо равенство .{ -

2 --vn2 +ttZl-,rl. iro
Пусть фуlкlяя
( i-l,...,Q {:

прЕдJIOfrЕ}Iип 2

телъfiостЕ
ства (I0)
ность, н8
максшмум

ппtt
ппLt

опрделена равенством
Тогде спрвведпЕво

от

убнвае
-? , е с л " !о, v

ti(D-r'r +{,t2l

< 8n(2|)

HVl

Пу
п

|,
и
ко

в(
I
т
4

т

ь для последова-
внполgяDтся равен-_ фоЕдовооруаен-
ороfi достЕгается
) прu i:П .Тогда:

т)
2) |ъ

tрп
п

для всех
3)если

при одно
плп п?, *r'Ё)t rп(0)

t
по.iсо L

Mti
хоть

то последователь-ност" l; становптся, начпная с
некоторого места, отрrцателъвой.

ДOКАЗАТВIIЮТЮ. Деfiствптелъно, пз (I0), (II) следует

Т - ?iro: l"| + |s|l_- frlr"2; * l 
",?; 

Л .

по фргуле лагрняа {псцl-{;2il:|"tgJТ- Ё) , Iд€
точм, ле8ацая lвцду V " li , Еоато!ry, уtпшцвая, что
полуЕтм

Т- ?ir,) [v'+ l'"tOЛ(T_ri\ ,

( I2)

а,
p|o"l ,

( I3)
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а) Пусть прп некоторм f, внпоJняется V, ri . Тогла,
как сле.ryет из (J3), и V, ??_,. . Таtим оОЪзоil', есm 24<<| , ,о n zi. V np? 

""ёf*'f 
. Так как призводlая вог-

Еутой функиI,I убнйет, то в этом с.,ryчае имеем, исполъзуя (6),

т"+ {jre*l> 
yro+ l'",Гl:&:l.

0ткуда, пIимекая (IЗ), палучlдл

l - rh,, т - 2;.
Таким обрэом, при ,tt".'T п*пЙ""r.лъностъ 2! убнвает.
Прлпопожпм, что эта 

-поqпедомтелшIость огрlшченЪ снпзу.
Тотда она пIfеет пIЕдел 0" . Так как Р?- l , то, переходя
в (ТО) к предел}, пооу.ш'м ,| :oL - )П2",i |пr2\ , ог-

,l - 2"+ф
куда | : ? . Последlее, однако, невозмокно, так как

|". 2'; .т" . По.lryчен,lое противоречие покаэнвает, чго после-
дователшостъ ?* не оIраничена снпзу, оп()Еа следует уг-
вещденtrе п.З прdдлошенпя.

б) Пусть теЕеръ 0", Т при некоторо" f, . Тогда

l"+ /.rO*i'. 
j"* 

|"r2l: t.
Пlмшlекая (I2) ; Уйцвая, tmo Ъi rУ , поlгуw" ?irn-V.<0--0. 0тсшда внтекает, что последOвателшIостъ 2а уOн-
ваёfi. Йз (I2) нетрудrо пIюверптъ, что она ограничена сЕпзу
tшслом 

/ тогла и толы(о тоrда, когда

# >р; дJивсех r о"1
Р,слп прп некотором б соотнощенrе (I4) наруurено, то ?"r,.Z
Е дмее llоследователыlость ведет себя как в с.rгуlЕе а). Предпо-
лойпм, что вшпоJIпяется (ТЦ) для всех f, , т.1. посJIедователь-
ностъ 2! убнэает и ограцичена снизу wc,rloM 2 . Следоватепь-
Iro, сJrцествует предел 2": |im 2i . перхhя в (то) к пре-
делу п }цптцвая, tпо Йi-l, пЬhуwrм 2":)'!"+|oc2"l- tO,

т.е.

&: | : lo|"tlo(Z").
r,+ ф

Таtцм оdрзопл, ?": Г , отIсJгда следует справедлпвость
п.2 прдllохенпя 2, Пдюдложеюпе цоказнвает, tпo наtвлыIая
фоlцовоору:rенность в модапl ,ZО дожна бцть достатоtIно ве-
лIцiа, а темп роста рабочеfi сшtц пр всех с не мохет бнтъ
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сJипд{ом бýтндпм"
Рассмотрим траектории l.too.n" Z 

i пpп L < rЪ Нетруд-
но заметвть, что Tpotfita б : (*;,Пi, F\ l тд8 ,fu.:(Ki,Zi),
F -(,|,ф\ , &i определяется'по фрчrуле (4), 66рзует стро-
тое состояпие равновесия модеJи Z' Тогда, вЕовь пIивIlекsя
Teope},v IЗ.4 (см.П] l, поцгчЕм, что fiри некотор!,t с > 0
внпопнflOтея с оотношенпя

ф)- 'К" 1fflt - cL',

из (I5) следует, что frе) -, >- 0 , тдо
0тсюда сразу вштекает iобпrсiшеюае

Щ" ai 
-< 

d; .

таким образом, дляf,того чтобы последоватедъноот
( b=l,,..,fl-l) бнла тректорпей модели f' , н€

( I5)

аr l-t +1

т-t
( 16)

ъ (K;,L;)
обходимо вн-

поJнение условпя (16).
Не из всяtого начал}ного состоЕlи" (K!,...,K!,t) исхо-

дит траектория модел Z вцда (К.',.. ,Ki, l) .-Пока:кем это
в случае rL= 2 .. Траектория .(K!,Ki,i 1 будет суще-
ствовать, 9слп F'(К!, L'r\ r_ ФLiro ' u. 0ткуда, уtmтывая,

"rо ai=ff , пофвшя,

*;. hgJ (Tz)

в MortleHT t=0 иэ (I?) следует Li* ДШL,i:ц2. покят_

но, что прп достsтоqо болы,lпх и) рбочая спла L', мокет
бцтъ настолыtо лвл€l , что будет на!ушено усJIовпе 

ol 
* Z,!o: t ,

Опрелеппа шrожество U как совокуrп{ость такпх пар
(K',Kz1, что из т"чсп (К', К| t) Есходит тр,аекторпя. Это шlо-
хество заI\д(куто, BHIý|:KJIo, устойrплво (в спшсле R'. ): еалп
(Kn, к21>-1цl, цz1 п {R', R\ < ll , то ( к|,' к2) с (J ;

кроме того, оно содервлт тоlцу (0, !2)
Прдпо.lIояпм, что некоторе время фуIfitIЕонирует лиlllь од-

на модель l|=6',F|О\ , тде Ф1 устанаыив€lется такпм оd-
Р8Зф, ттОбы ct, : У . В момеuт Г ппr хотЕм внести моделъ
(liFlф , ilотешIха.,rыше возможностп котороft прп фt вы-
ше, чем у псходной моделп, т.е.

о(2((r') > 4,,(ф]): .l 
.
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tsнбираем ф'> ф ' так, чтобы ф2(фz) : .| , ýщ этом
4,(Фz\ < У Таким обрзом, бркrrиоЙпрование новото пропз-
волств9 оIисывается моделью L2:(l',F| О\ Следуя В.Л.},4а-
карову, стмтаем, что имеются фнлш второго производства в на-
салъншй момент в некогорм колачестве (| , при этом часть
иьЕвlllю(ся ранее фоццоъ К!^ ъ первом пропзводстве язчgается и

остаюlгся фнды в объеме 'Ki . ni . Из состоянвя(К|,К'r,,l)
мФкет п не исхолпть траектория модели ,(, llоэтопlrу вв!дл4ть
новое производство в момепт Г следует, если Towa((l,(:)
принадлеяит множеству U Таким обрзом, 

"u*(r'r,К:\ 
С U,

то ввод новOго проЕзводства увелпtивает потрdленше, не уве-
лЕчивая темпа роста эItономпtл, которая оtrределяется заданЕнм
экзогенно темпом роста рбочеfi силн.

Двтор благоларн А.М.фrбrяову за постановку задачи п об-
су,iцденпе рботьт.

JИТF,РАТУРЛ

I. lйкарв В.Л., fuбшнов Д.ful. l,{атематическая теорпя экономи-
ческой дЕнамЕкш ш равновесЕя. _ Ш1.: }IayTa, Т97З.

2. fuбrнов А.М. Математические модели рсшпренного воспроиз-
водствs. _ Л.: Наукэ, Т9В3.

Постуtшла в ред._изд. отдел
5.09.Т986 г.

I21


