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I. Прt дссJIедовании }.,Iеханиз}Jов экономпческого развптия, как
правило, рссл€тр{вают апрори заданнне }1еха}из}.{н того }tли

иноIо типа и с п,о}rоцы0 различных моделей Езучают свойства
этих механлз}lrов ш вцяенmт вопросн, связаннне с их взаимодеfi-
ствием. 0сновной интерес пIи атом Ерелстаынют пllаноыrfi и рч-
ноsныfi механизмн [l]. возмохен, олвако, иноfi подход к этоfi
прблеме, основашнй на с.тедуIffцем сообралениj/r: пнделяются It

изучаются ме]сашлзмý, которне прЕ оЕределенню( зЕачеЕ}rя( п8ра-
метрв приводят к построению в том llли Rном смнсле пхорФIпх'

траекторлй рзвития моделируемоfi эконоI\шческоfr систепш. Имен-
но атот подход лежит в основе настояцей статы{.

Здесь рссtвтривается простейшая дшнамЕческая двухотрасJIе-
мя модель экономики sеймЕновското тиIи. (По повоrry моделей
Hei.ilvвHoвcкoгo типа и тректоркй в них см. Р].) В качестве
"хорошlих" берутся эффектЕзнЕе тр8екторши этоft моде.lтв; устаЕав -
лдэается, что эти траектории поркдаются равновесннми механпз-
мами, основаннцt{fi на исЕользовании лlюдели равяовесия с фксш-
рованЕнмЕ дохqдами [З]. Такоrо мпа механшзмн совмещают в себе
некоторне tцртн как плановой, тлt и рЕноЕIоfi эконолшtп: каж-
дая отtrхlсль лвкспмиэЕрует свою 'ЕолезностьП н€завшспмо от дру-
гой (это ршноrтное на.вло); однако ЕараметF этой отрасли, оп-
ределmшие ее (щлtчю поJIезностп и Фвапсовце ресурн, навна-
чаются госулартвом ЕлаItовшм обрзом.

Равновесшrе механпзltiш псполъзуют два вщда цеЕ: ПIш8новЕеП,

когорне с.цilfiат для оЕределешя ffвсlцfi полеэносм отраслеfi,
п "ршtоЕше" _ цеrтн равlовеспя. 0казнвается, tпо атп механпэмЕ
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.1р}lводят к эiфктив$оЙ траектории в сJучае, если mIaIIoBHe це-
нн вшбирают так, тгобн уравнять темтш роста совокупного богат-
ства отрслей ш, кроме того, рцноtIнЕе ценн совпацают с плано_

вцми.
Попштttо эqйективнюс TpeKTopli,i представIIяют иIIтерес и асишI-

тотиqески эР}ективнне, т.е. расlтцие ваибопнпим т€хнологич€с-
Icи возмойtным темпом. 0казнвается, что при некоторнх преIпоJIо-
ЕеIшл( аси}.{птотиqеская эфйективностъ возмоlкна лишь при сбла-
хении тlrlаflовьж и р{ночню( цен и сближении темпов ростэ сово_
купного богатства отраслей. ПереiЦем к тоtпшм фор},ryJмрв}tsli.

2.гассrиатривается экономическая системаi состояl[ая из двух
:lодразделениit. IIервое из Iих выryскает средства произRодства,
вторе - пред[!еты потребленrяi L4 подразделение оIисывilется
в момент / производственной ffrпtчиеr'i F; и коафЕциентаlм
сохранности фоццов Ч . Предполагается, что предллетн потрб-
ления, изтотоRленнне ;: люг,'енту f, , полностью расхо:цrются в
периол Ltrt+t! . Призводственные фццн обозначаются сим-
волом k , пред}"1етыпотребления_спмволом С . Производствен-
нuе фушttцпл r; завпсят от атих переменвшх и омснвают 1}ыг{rск

продукта / -го подраздеJIения в натураJIьню( олиницах. Cч4Taels,
что эти фуlдщи}, опIюдоJIоЕц на ко$усе R1 , поllопltтелъно одно-
роднн, двал{,цн непIЕ;пrвво лиdферешируемн, причем лля их про-
и зводньD( вшполня,Oтся н€;ввенства

ýrо, F 7о l#.o ,+<о.
Крме того, ýрдпапагается, что Fj(lrol=P|(orz1=9.

Состояие Х экономRки имеет ви,ц Х = (а., }.) , тде 8t=
=1k'rсl)rж"-(k'rс") . Иногла будем заrиснmть ето в вцце Х=
= ( F, с1 k", с') . I1ереход и.з _состояни, Х* = ( k't , С! ,ki,";i '" 

сосrо*,"е Xtrr= (k*',r,o;.r, k*'*, i"|,r\-'
воэмФкен, есJIи

ki-.* ki,r. )l kJ *|i,(i * Гt' Lki , с;) , (i)

- {,*ct*n<qtki,"i\ (2)

НеРвенства (I) r (2) задапт многозЕstlное отобрахеlrше о"z
Xl*r G Ctt( Xt) в том и толш(о в том сJrучае, еслп внпол-

венн этш EeIE|BeHcTBa.
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Моделъ эконоtмtlеской дпнаlлвп, оЕределяs}vа пропзводствен-
ншла отобр;енuямЕ q,1' , обозпаЕrr спивоЕом tvl' . 0ддн пз
способов постреuRя траекторй в моде.,ш М' закJIпqается в
испоJlьзоваппи равgов€снъо( шехаЕпзмов, основавЕшх яа моделп

рашrовесЕя с фксированнtпм доходамп. 0шшем этп лЕханпзмц.
Пусть задан вектор цен g=(6'26'\ r гл0 6|16'>О. Поло-
лцм 8*8f8'. Рассмотрм шдаемое coBoIqFIцoв богатство пqц-
рзделеrmfi пр этrх ценах ш вектор ресурсов Л-(krс) :

ll'@)* 6'lLk * 6'Fn(k,c\= 6'(l'k * F'( k,c) , (з)

Oa<-l-- 8'l"k + 62 F'(krc\= 6'(l'k + б F"(&,с) . (4)

зд."" Г! , F' - пропзводствеЕпце ФЕсIIш подраздепеЕй; оця
оФIадарт всеrд cBoficTBaltm прохввQдств€lшп фушщлfi, ;rказан-
пцlrп вшIе.

If.цее ll' п ll'sаступаDт как ФЕдýщЕ полезЕосм ЕодIЕзделе-
впft. Пустъ ?Jr*( k", с") _ вектор распрqделяе}д{х рсуров,
tr , ?е - заданнце доходЕ подрзделеlшй. Рассмотрпr шодеJlь

равновеспя с ФксЕрованнцlш доходаrЕ, опрqдеJIяеWD вол[tIЕЕа_
wt Ц', 7l', f , Л, ф . Пустъ (рrх'rЕ") _ состояmе
равЕоЕесsя этоfi моделr, т.е. a'+a"=l^r п вsктор Р; есть
решенпе зада.п

U'C*'l4rtс/og. прЕ условши *zo, f р,т1< дd. (S)

Itше предпо.тагается, tпo векторн Е'r*', Р строго полш-
теrIъшн. 3атипlем 8'в эцде ,c'=l'Ei , IЕ,е векто.F i'=
*1F, а;1 вор6{ровавн соотвошенЕем Г р, f'r] 

* l . IIолшrr

t=+ 1i,=!,,2\ , .,>--Р7Р.

Здесъ prr р2 - коордднатн вектора Р . В далъвеlhпвr, заIшсшва-
ем Р в пгле 

р= р'({rФ) . Полошм, дшее,
ln l.'r=T , Р:т

Е введем в рассшотренше ФЕсшщ

/'{7l=Гitу,l) 1 rir,qr: ВЩ , i=1,2-
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}Iихе прдполатаетсяr tTo

\'- < eiuo
't* +ь /'cl>i |"-.6{*_{"cll . (6)

ПРГ,lЦЛOfiЕНИа I. Пус в ъ вц полн е н ц в е ре -
в е н с т в а (6). т о г д а

-= Y,|r(|,\ ; -: Ytr,ф; ,"-Ж#; . (?)

IIаметпм схФФr лок€lзательства предлФения Т. l'iз опFцелеrшя
вектодв Е' легко
п,трл фушtlии L-
fa], легко убqдиться в том, что этот },Etкcпl,ry}, лосмгается в
том и тоJIыtо в том сJryчае, когда вцпоrtнено первое Ез нера-
венств (6), прлчем а= у/цt|5 . Подоdшrм пе образоп.l рс-
сt,filтривается йоtцовос:,,дсlltlость 9* . Третье пз,равенств (Z)

есть простое слqдстЕ{е балацсового уравненшя |{а!* t(a'- alt.
Прqдлопешtе I позвотяет по заданннм относительнцм велпtи_

,чтов тотсе [' достигается l,:аксп-
. Прпвлекая результатц пз

+

нам 8,Ф,
нце велпqивн

л-,l: 
,

, харктершз}rюlщ!м }лоr(сль, на;iтц относитель_
|1|, оЭ , характерив}rюrцде рвновесие. По

этим веJшчпнам с помоцъю легко проверяемого равенств€l
p'{t"*-c"1 = 11+ tr" и соотнопевшfi [ р, &47= ! восстанав-

ливается раввоэесие.
trlоделп равновееия с Фкспрованнцлм доходами MoIyT сJггfiпть

для построения траекторий э молепr |r|' . Пусть состояше Х1 =

= ( ki , cLrrk|- , с|\ акономикп в.л/юмент f, известно. По это-
}ýr соетоянпю определяется векrор 1r2trf (k;цrd)распрлапяе-
мШС в момеIIт t+1 ресуров; здесь

k;.n=tjki -liki - fftki,oi)i cJtr= F"" tki, ci) .

IIазначая каlgм_lшбо обрзом параметрш l'o, , l"t.. п це-
нЕ Bt.e = В:,2(Lr 8ц.\ , построцм модель равновеспя с Фкси-
Iюваннцлш дФ(одаrд[, затем паftцем сосгоянпя равновеспя
(Р+*., *t,r, З!.r) в эТоfi модели. Ьлавсовое равенство rj.r*
+Ь1.=еэ*rr поltазцвает, tlтo вектор Хr*r= (*irr 8i. )
леrшт в моlеЪт t*l, на траектоIпи, Ъfо,tолшей в момент d
через Totlкy Хa . r**еЕпе цен Bt,, и.lш набор \|,l, t
la., на некоторшй мноrптелъ не пэменяет векторв rt r, *i,r,l
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rtоэтоl.} пеитор д Хa,, определяется наdором параметрв

8|,r, ln *r= t, . В дальнеiшем пр т;rаекторип, поlгучепЕце

указаннЕl,l вьцце способом, dудем гоtsо!итъ, lTTo оЕ]л постреЕн с
помоцью равновесЕого механизма. Раэллтtьй внбор парметрв
q и Jut Ерrвqдпт к ЕостроенЕю с помоцью рsвЕовесного ме-

ханuзiв розJIиtшшх тректо!иf, .

В дальнеЁщем в}rесто парн параметров (lubr 6r) dудет удоб-
во говортъ о lиpe IIElpa}:eTpoB 1t,эrr 61) . ИспоJIьзуя_предло-
жеtие I, нетрlцво показать, что пtх{ известнцх ц21 , BL ед[u-
ственвцм обрзоtл оЕреJl.еляются веJиlIинн Ti , |i r с rх по-
моlllъю BeJиtItlHa /t .

Ilпr.е пспотьзуптся фпдil{ип

_Ёt * li col4nlco) : ff l,'-
tо * 8ltcцl

,

./Pt 
(-, 8>: 

1gg: I +vЭ ,

где, к,ак и шlше, li tll: F; (t,, l) .

3. Переfiдем к иссJIелопаник) траекторпй моле.ш Mz , постро-
еннъD( с помоtцьк) рввновесного lrеханхзма. 0становlамся Ерецде
всего на ш{бор параметров (L)1 r 61 , п!цводлщх к построенm
эфекмшtой траектори. Напомfuм, что траекторя (Хt)Л.
назшвается э{r!ектпшtоli, еслл м Ер какпх наlтралшlldх L а
lZt ве сJщестцrет тlвекторп, исходлцеfi Ез точкt{ Хо ш про-
ходяцеf в момепт t черз Totlкy I Хa .

IТЮР]Д,fi I. ЭФфе к т и вн а я т р а е к т о рп я
fi1)[о,v KoTopoli векторн Хt стро-
го ЕолоЁптелъIIц, моЕет бцть по-
строена с помощъD равЕовесвого
механ!зма . ТраекторЕя, ItocTpoeE-
ная с помоцью этого
является эффектпвной в том п
только в том случ8е, когда

r', {с,1) = f,t ( lrэt t бl*l\ ) 8t = -t (t = о,1, ...l .
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Доказательство aToii TeOpel;H }.,lofiHo првесм, испоJIьзуя пр-
цедуру постренпя эйёеltп.rвно'"i трвектор{и, иыIопенш,ю в [4].
Там эта прцедура прмеЕя.,Iас5 для 6.шrзкой к Mz мqцели, одЕа-
ко оIIа прямеIIима и к лло:lелr М' .

Рассмотрим теперь вопрос о построенпп с по}Jющью равновесно-
го механпзI€ асI{мrттотпчески эfrY,:екплвноii траектор{и, т.е. трв-
ектории Х1 , о6лалающей слелуюltим свойством: дJtя люdоii тр-
екторпи Х| молелlл М' внполrяется веравенство

й Щ <+оо
ll Xtll

Ilустъ траекторпя Х1 IIостроена с помоцlъю равtlовесного ме-
хаЕиз}в пр внборе ЕоследоDателыlостеii параtlетрв ( бt) и
(to.). 0прде.mм шс,та €t " С! так:

Jt ( а)ё\
l+€r!=

Т.,э;q",, , еслп аlr(соr\?ft(Фtr 6л.t) i

РlkoеrВсч)l*€| =

!.* е| --

7+ei --

4 (dt)
оЭэ

BL

с|
0о1

в прФтивпOм слуие;

, еелц фL=. tt ,

в пртшвном qrrучае.

Спро вед;ива qпедуOlцая

Br
IEOP}I,IA 2. П у с т ъ Е о с л ед о ва т ел ън о с т ь
, отлелена от нуля и бесковеч-

ПОСТЕ, Е РЯДН Z ei , i-trz схо-
acиtl-дятся. Тогда траектория

птотическп эбфектпвна.
Домэателютво теорепш 2 основано на результатах [Ь1. В

этоfi рботе показаЕо, tITo тIвекторя Xt lюдеJIц неihяцовско_
го ттпа асимптотпческп эiРфекшв}lа в том и толЕ(о в том слу-
чае, коrца ваfiлется такая траекторя n, двоfiственноfr ilюдепп,
что ht hr rY1.1>o. В ус.ltовпяк теофмн 2 давтся mстрпть
траекторrю 4* , оФlадащJrю IrуJiIшп,l своfiством.

ПредполошЙ, что ЕоследовапелшIостп о4OПь|, ,Рt ( ,^Эlr8цr) ,
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t" , ,r"*отлелевш ог Еуля t! ограниченн. Тогда теорема 2 ут-
вер(дает, tTTo если IЕзносlи JrФrl-ftkСgr8"*r1 п Ф1-61
достаточно бшстр стIв}rятся к цrлю, то соответствJmщая траек_
тория ас}тrrптоп[чеоки аффктЕшrа. 0казнвается, tTTo прЕ некото_
рцх предпоtопенцtЕ стремltенпе к нул0 атж paвHocTeft вllяется
необходишпл условпем асимптомческоfi эr!ЁвкмвЕосм. Ишпм сло-
BаMпl gспшптопчосtcп ффктижое поведение треdует Ео краiiяей
мере сблmеншя темпов роста пqдраздеJlеншй, а такпе 'Iианов}D('
чен da п "1шпоЕtщ" цен аО, . 0двако гарапмршть аспмпто-
тичесlýrю эt}ективность Moiнo лпшь в cJlyttаe, когда это сФtп-
аение присхомт достатошо бнстро.

Перйдеь: к To.IEHM йорry;шровкаil. Пр*a всего валошм не-
когорне огрниченпя па пропзводствеЕЕце фJпilсщ.

I) i'ля любюс 0', 0' z 0 < Ol 100< .ь наftдrтся такпе lшс.па

|IL>O , М4+Оо , rп,о

аzг'ё
пL а #-(k,c) < }r| (L=tt21 l=ot!r...|

прп всек L=orlr...1 i=llZl k+e-!, О|4*<О''.
2) sч. *(rrt)(+oo о|t!r|i|зQtr... е

Працде чФll сфр4r.Iв{ровать след}тцее пIвдпопошевпе, напом-
}tдм, tпго rfcrrol=O , Е потоl0r fu-Fr"{0_rо)=о.

3) IIределыпrй перхол,в IpBeHcTBe 
"ЧоГf 

(0rО)-О со-
ворпается равuопrер{о по а .

Следrщая груша прqдпопоrsнпfi связана с аd,фекмвltоfi тра-
eKToplefl Хr1([|, dl,Ii , Е! ) молеп Mz , псходщвfi пв веко-
тороfi тотп Хо п построешtой с помщъп равЕовеспою ýха-
uпзлrа пщ пrборе пФтqдоватеJIшrостеfi шр},iетрв 6" , СП1 .
Прдполагается, что такая тректоря сJrществует (в сЕ.ry тео-
ре!л I ато заведоtо Tat), еслп Т! ZO , Ёi > О_ пIЕ всех
t-or!r...1 io!,2 . Пусть it.kt/et rЗr=ki/ai.

4. Послелоmтелыlостп ir , ý* , rь огравшЕЕш п огде-
ленн ог нуля.

5) ф l: ?О , "ур 
t; /ц.l , ioll2 .

Здесь &t = /1(Б)j"P* 
' 

6,Lr 3Lц\.
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6) tlpп некогоролл е>О шполнmтся uеравенства

где \=оИпF*'tОr4).
ЗЛ}rЩДIИЕ. _Црдпопоmенпя I)J) внпоJIIихуrся, еслп Paj{lroP

= zi k&' c1-8t' - Фmqош Ito66a -,Щугласа и последова!ель-

"o"ri 8i , l,-8; , 
-?t 

..|/о!отлеленн от нуля. ьЙ ff1l,cP
=(Д!Г'i * В; c-3j )-'lЗi - фрrrсщ с постоfitноfi элас-
тичностн0 заменч п ЕосJIедователЕIос.Iи А; , bi , 9| огрнп-
чеýн п оглеленц от ryля, то эти ЕредпqrlФеЕшя таIше внпол-
няOтся.

06ратимся к предполФешю 6). Моцно Еоказать, что Ep}r всех
Ё справед"длвн неFвенства -q

. Г**,, + 6.

Такгм обрзом, ато прqдпапояение, так ае как п остал},Ене, за-
мюtв€тся в трбоваrшш HeKoTopoii раэмерностп: предпоrtатается,
что этв HepaBeHcTB€l вшпqrIняDтся paBнoмeplo по Ё .

mOРШД3. Пуст ь Ешподв енц предЕодо-
а овхя I)-6) п Хr-(к|,с!, к;,с;)-т ра е кт о рпя
модвlпП2,EocTpoeHHaя с поuощьD
равЕоЕесЕого механизма прп вцdь
ре послодователъвостеfi парамет-
ров d* s Ф*,П род п ол_о8п м,._,! т о..,ч ос -
л€дова тольно с тп 6r, at,Ki/c!,Ki/c1 |Сi/сlотрsЕlчвЕц п отделен'н от- ну-
ля-х прц поЕотороI €>0 зцполняет-
ся Еоравепств0

6r.r r, $Фt *в, |=!l2r...
Тогда, еслп траекторпя ХЁ аспмп-
тотическш эФфективна, то

8r-Ф*- о, &t(ai -рt(сýtэбt*r\*о. (s)

Доказателъстэо теормЕ 3 освовано на тоореп!е о }rагпстраJIи

для мqдаrlи Ме , согласно KoTopli для всех асимптотшtlgскп ad]-

Фктишдп траекторвй. ( k'", et , k1, сt ) влпоJIвяется соот-
нФIовпе l kt /"i -i,il,- О . ПодЙная зеорsма для Фиэкой
к Mn модепrд доiазава в [4J. Испо.ltьзуя теореW о пЕгшстIЕлп }r

Teopetry. I, удается доказать, mо дlя асцlrптогlптесrол эфектпв-
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ноfi траоtторц ý{полнmтся соогвошеЕпя (8).
Рассlлотршм теперэ частlпrfi аlrучаfi равgовесвого rЕхаЕtrз!в -

рШОчпfr мех,анхзм. Пустъ Х - (t'r !') - состояцпе акономи-
чвскоli сЕстемц в векоторй rroMeET. Пlж прпменених рцЕоtIЕоIэ
мехаurзл,Е о!расль 0 ршает зqдвчу

U'срlф mаю пр услоЕf,п 8?оr;рrrc]<[рrэlJэ)
Эдесь врдпо,Iагаеr'ся, tпо ценц Р пзвестнш; Фrпщ}ш 'tt опре-
делевн.фрrулап.ш (3),(4). Задача (9) совпадает с задачеft (5)
пF X'-[PrBr] . Такшм обрзом, дrшочпrfi шехаЕпзм явпяется
раввоввсннм, прЕ,Iчем доходн от1ясJеfi ДС опрепшФтся спеIщмь-
ншм обрзом. }lomto пом9атъ, mо Ерименепие рцноtпопо механ!з_
ма, как првшJlо, не првод{т к эfrДвкмвноft тректорип. JlaшM
TotnTJrD Фр,туJшрошry этого утве;цденпя лJIя gJцпт€tя., когда пара-
метF }tqдеJш не завшсят от BIleMeHц: li - !' , Fi = F' прп
всех t . В этод сryчао М1 становптся-модаrllю Не-rшна - Геfiла.

1ЕОРВrА 4. Пус т ъ Еs ра ме т рц мод елц М1

ве завпсят от временtr. Тогда эф-
ф траекторпя, построен_
н8я с помощьп) рцночвого lrеханЕз_
l[8, совпадает с пеймановскоft
paBHoBecEoia траекторЕеft. 0ва оп-
ределяется единствевнц}l , с тоq-
цостьD до мноавтеляrспособош.

Доказателютэо теоре}ш 4 осilовано на следrщем утвещденЕп,
сqдеFащегirся яо сутп дела в [а]: ва }шlопой" аiВ!ок!пшоft,
траектоFшЕ прш всех t "lп"ЙоЪ".Ьо*.о. 

^i1=^i- 
+^,

где 1-1t +ý . Из атого утвеIцдеЕ[я ЕIводдтся ЕостояIотво
прпоЕщrfi }rofду Koolщдlaтa}ш воктоIюв на TIlаeKToIшI, спqгда
лепзо сJIедrет TeoI)elE.
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