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;].il.jiдшллов, /i.}T.CoTcKtlB
'j настоя.р.l 1аботе изучЕlDтся ijнапотR уравновешеннцх сос-

тояЕIт::, IЕсс;.атргсg|т]ijЕ(ся р Е]. L'a основе прдлегаепъгх обоб-
:te}r!-_ L,gзрtлвЕется единrвi пqlхол. к иссцедоваlплю yc.ToBиii сJтце-
стЕоэsнllя уревнопе::оIIЕD( еостоffiг-; п ус.товпii нецrстотш ядер
l:iОО!tQРi:ТП!JI;Ъ0( ИГР.

Т.олспдLl в офлх чертах соображенпя, прt{водяпие к pаccl:i]T-

рпвi-.е}:тлi епалотаI{ уравнове:iIенною состояuия. iiycTb N - мно-
frестtsо агентоD, Х -,дlо*a"тво аJIътерв'тЕв, па коророя агеll-
тЕ m.ielffг пIвдпочтеЕпя. IiaKoit ыIoIIleHT Х првиJIыIее всего эн-
братъ? ]jс.пи вадавtJ JIипь прелпо!певпЕ, тпrдно предJIGитъ что-
.lибо шное, чех.т призвOпыryт оптиlаJIыým цо Парто mtbтepllaTи_
ву, dпато онп суцестryтт пIш очепь слабrш пIюдпо.rlоfrеЕи.тr. 0д-
ttalto э:}:еЕмвшцх алътеIя8!Iшв, мtt прDILIIо, очеЕь мноFо, п мое_
яо попцтатюя Еспо,Iъзовать эту своdоду. Часто в caT":o.i,i залаче
8иеетсл дополпптепыlsя rФорвщя, ставЕхая учасшпков в рз-
IIое поJIотеЕЕе в завtrсш].юстп от альтеIяатшв. llапрпrер, в зада_
че о рспреIФIOндп ресурсов допотпцтбJIlвая шфрmцпя }rо8ет
за:tтючаться в цене ресурсов, дФ(Фlах участнпков пJш !п началь
Rlп заlисах.

Такая лопопrшта,lъшая швfuрвщя пноIл8 поэволяет с капдоji
алътернвтивоtl * С Х свявать коаJIпцш, KoTopol.i прп обсу:г.-

денпf, 8 предоставпя€тся "ршаощее Gпово0. И топыtо оGпш эта
решашцаякоаJ!пIпясогласнs с Е ,8лътеIяат!ва Е сtштается
пр!цtято:i ши у;вшоветеrвоi]. Так, в прФtцуцол,l пIилвр IвшаD-
ileo qrloвo !.1ofiHo прелостзвпть уlDстЕrкамl попJпЕЕlшм ресуров
}Is су}я.у, },lёпьч}п чепt пх до(ол. З с;qlчае с вачалlЕlнlrr заЕа-
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сами tоаJиlия участЕшков отвергает распределенпе, есJIи она
I;:ОйеТ УJГУtПJИТъ его перерспре,lеление своюс наqалыlю( запасов.

По крfлей мер фряа.ltъно дело вшглядлт так, будто аль-
терЕативш приобретают свош "mбиу,тш(овП. ],'ле ве топшо уча-
cTiMKи i.п.lеют ЕрлпочтеЕде п внбпрют елътернатшвы, но и апь-
терIатпвш предпочптапт п внбиртот }пlастников. Сmа,летрия уча-
стнЕ(ов и a-,IbTepHaTпB ellle бопее усшlивается, котдs чпстое

ураыIовешеЕное состоЕtие наЁтlл не улается и от oJl,иHotIH}{x алъ-
тернетив trриходится переходить к связкаI.: елътернатив. TaKtlпl

обрзом, коаJIпция участников внdирет связку алътеtrжатив, а

свяЕtм алътернатЕв - коа'пию участников. И тоltыtо есл}l эти
внборш согласованн, коа,IпIщя KcN ш связка YaN счи-
таются ураэшовешеннцми.

tDорма.lплзации пршведеЕнЕх сообраrений посвящея второй гв-
раграф работш. Эдесь же, Еа основе оdцлпс результатов о пlакс:{_

п{альнц,( ыIементах ( ýI ), устанав]Iиваются ycJloвlm суцествомния
уравновешеЕнцх с остояrцttr . Заr,msптелыflrfi , третлd? параграф
содеркит пршJ!ожепп е по.Iryченнш( Iюзулътатов к пссJIедованRю
коопе;втпвtlьгх пгр.

ý I. Шасспl,вльпше эJIементн

Пустъ Х - мнФество, а Р сХхХ - бинарrое отноденше
Еа нем. Удобно предстаыlятъ Р как многознавое отобрашение,
плисоответствие, мlФесфваХ всебя, Р:Х=+Х . Это от-
рsfiается в обозначенпяс: для ТеХ пишеtл

Р(т)=[ r,.Х, tт, r'lеР}, PtTl={.'gXl (8',а).Р},

шя д.х _ р(д)= g Р(т) Е т.д.
IIодрзрlевается,iпо Р - отношение стргого прдпочтения,

так tпo qTrT'leP , тРт' wIз. эJе РСТ) дпттrатпшlо оз-
Eatreteт, что s' строго JIу.пде, чем Е . прп фDЕ(спрвsЕном отпо-
шепRц ыIeMeHT Э*е Х назЕвается tдксим€шыtцмrеc.пи Р(t')=
l/ , т.е. ес.lи в Х нет эле}ентов, стрго луlпtltх чеtr t*.

llageM с аJIешеЕтарною утверщ,пенпя о с]пцествовании lt{aкcи-

}ЕльЕц]с алемоЕтов.
ПРЩТO}ПilIа I.]Iyc т ь мноfi е ст во Х ко -

нечно, а отношеняе Р ацпклRtIно.
Тогда существует ш8кспtlолънцfi
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элемент.
ЭЛ},{I,FLЛНИI] I. Утвешдеlше без т;уда пеIЕвосится на компак-

ш, нодо .тшuь потребоватъ поJryопtрнтостъ снизу отнФения Р
}Ъпоl.ншл, тго соответствпе Р: X+Y меfiду топотlотичес-
j:иiдI ltрстранствдlчш Х и Y .назьвается потrуоткрнтнл,i! спiIзу
(п.о.с.), Ьс.rл.r },ш{ожество Р-ir) оmIжто для,!0бого х€Y

Эп:.[*iJtlItЕ 2. Условие ащIIIJIичности отноLтеЕия Р tюхно пе-
_оеп!Iсатъ а TtrioIJ вlЕе. I'[устъ Р* обозначает тtrвпзитивное за-
мшtаtие Р . Тогла ациаличность Р эквивалентна условтю
т{ Р*(х) ;.тя любого Е и MofreT покI,Iтu&этъся как некая
"обобщенIIая" ирреrIшекспвность. ts слелуlоцеii! утверкцен}и, пред-
ставIIяIIэцеIJ ьнгtукльпi вариаЕт преднщплеIо, обобiцеlшая иррrТиек-
сивностъ и}.:еет вцЕ *t сЭ Р(х), тЕе со озвачает выгfJЕiilуо
обо;:отсу.

[РЦ",i0.,.:i]il 2.Густь Х _Енпуклч:': коlл-
паI:т, от}Iошенпе Р п.о.с. и эс+

+ сэР(в). Тогда существует макси-
tJt8лLr,}tJ|

|lдесъ п лалее подразу,lвваотся, tlвo )( - шцуtспоо цqцшо-
хество в ковеqво}roдвФ, BФcтolшot't вротравстве, хсгя rgотце
уп}ешденш вsрlш в боllве обlцем qrlJчaa. Прqд.попеlше 2 в Taкoii
фоше прпqiцеmт Евршвтршу (см.[ЗJ1, хотя аlвпва;lенппfr
|якт в ддуmf; ,;юtrЕ бцJ, по;ччев Кп iавом. IImе прведоi,
dодее общее утввщвrшв. Пусть даЕц два отuшешя В ш

ryтъ
р

ва шmествв Х , п!п!Dri РеВ . Смtш, ,по *reX
вляетоя равновесЕем, есJIп Ttc В(Т) п Р (8r) - / .

mРЕНI.Пусть Х - вчвуклЕii ком-
пsкт, РсВ _ двs отно!uеЕпя на
Х, пр!чбll

(i)отпошопtrе Ь замкнуто, а }.tBo-
аестэа Вt*) вшвуклц п непустнв;

(6i)отшопевпе Р поо.с. гтfсоР(т).
Тогда в Х суцоотЕуот равново-
спв.

Чgсtш cJv'tвaп Taotнfir явJtJФтqя Toopelia Барrзтреша _
!ý iцва ( Ь-Х.Х ), а Tarвo Tioopotra jъкутаях ( Р-У ).
.'ОКеЗаТеЛiСТвО, Е евФ оlвродь, опшрsется на теорещr iЬк5rтап.

ДСii{ЗiТЁ,SСТЮ. IlycTb P-f сеХ, 8G ВСt1}_ MloEocTBo
ЕеподвIýшатоsеs В;ясво, что Г эвв,татутов-Х .Шрqдпо-
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лоfi}t!,:, что утвеIпдение TeoIEMH неверно. Тогда для лоdоi] точtп
tеF rиiцется 9е Р(т) , I!.пи т,е Р-!(ч) . }iпаче гс-
воIя, }шох(есrва *да' Р-'(9) покршвsют F i крпrе того,
онп откtrштш в сиJry II.о.с. Р . Поэтолry в сшлу коl*пактностп
rлошrо вшбртъ копечноо ЕqдпокIжтше Р-'{1r) , .. ., Р-' ( Ч,,) .

Iiс.lшпоllоmпть tl=9 P-'(t,) ,iо ЦЭF uоЁ*р"rо.
tIусть теперъ q - непррцвнце tlrlЕq-ии Еа Х , .Ilelnlцe

пуJIю вне P-t(^J) п строго Ео,IожлтеJьншо ва Р-' Спбt) .

0бразуем отобршкение S, ll*X Ео i:ор8Iло

S(x) : Z s.(эс){r

Z, si()c)

0но непррывЕо, кроме того, S( т) € сэ Р(т) с В (Tl
.&пя xctl

IIакошец, обраэуем соответствие В: Х+Х по фрrryле

эсс'|l ,
*+ц _t

S(rg)

6 с*)
, еq'Iи

, еслш
Бtх) -

IЪк лепtо поttять, соответстшrе Б замшцrто п ишеет неryстше
ш{IчIс;ше значенпя. Поатоlry по теореме IЪщуташr суlцествует не-
Еодвшкнsяточка с,*еБ(Ir).Irслп Tt{l,t , то Е*€Ъсt'1,
т.е. зl е F , lпо противоречпт F c1.[ . jlслл яе *,* GФ t
то triecoP(T*), tпo пртпворешт уФlошю (ii). Это проти-
ворше доказшмет теоIвцу.

ЭАl,ЕЧЛПI.1Е 3. Поrtалем, что цредJIоявеrше r сводится ;t црд-
лойенЕD 2. Эта редукlщя Ba:iяa дJlя, нас как оброзец нашеrю спо-
еоба сведенЕя конечшш зqдач к вЕr]rк.пrм.

06означпм дIlI конечного пшо8ества Х sерз АХ сrппьтекс,
натяryтшй на Х 1 т.€. полlOtGоство в Ri, , состояцее из
векторов l.( }r.*)-.1 , для которшх а Л* = l . fuлемекпs

Х естественво отоцдествJIяюЕся с ве!шпна}д сп.ппекса АХ
Ес",ш Р - бшварное отЕошовде ва Х , оно ecтecтBerнo прqдоlt-
,ается на А Х по фIцгле

FСШ : Р( s,лrpl),
Itre $.Fр Л-f Tcf, , Д* >О } - tlосl,tтегъ l, . iЪк легко
понягъ, оп"оо,Йч F о.о.". Еа дХ . iiporc тотю, 2\{оРСЦ.
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3 саtrоп; деле, предпоJIоfiпм, что l, явIIяется вшуклой кобшrа-
ццеll элемеlrтов Фl 1...1tа < Fс}.) . ТотЕа Y- sutpl содер-
ffится в t*.,...r I,} , ошt}Еа Y а P(Y) . Но это про-
тиворчит ащш.lmtпостЕ опIошенЕя Р

Таким обрзом, от"оченич F на АХ уtrов]IетЕоряет пред-
полоr{еяиям предлокенLlЕ 2, поэтоlry суцестЕует макси}влъншfi оле_
}.{ент }'е дХ . fiо тотда .шdоl,t .х из Еосцтаriя l. мЕЖСИ-

ь:аJIен относитедъно Р , т.е. Ptx> -/ . IIред.похеше I
доказано.

ilриведешtое расс}цденпе наводдт на }rнсль, tпo catjм вшryъ-
.lц*е коlбшацЕи элементов Х работала рIенц[е, чем }TJ( нОспТеЛИ,
т.е. под}.,tнffiества Х . 0бознаqм черев х множество всех не-
пустнх подп,но,пеств Х, i = 2Х- [9} . В каколл-+о .*.nu i
енатог сишиекса А Х . Снова Х канонпческЕ вкладнвается в
i . ;tо*.rру*rд* i в дово7Iы{о грубоfi Ф!ме содещт ддею

"пр}леfiутоФlьDс", коI,прмЕссншх альтернатив. Элементн Х , т.е.
под}дЕоfiества Х , назшваем связками аJIьтеIжатив, иJIи просто
связка}м. Снова лсбое отнопеЕие
нýм продо,LjЕ.*чnn F ", i :

и,в)€Ё 1:) tsср(А).
i{апdотее харктерной чертоl,i отЕошенпя Ё ,r",,""r." его мо-

нотонностъ отвосЕтелъно естественной стрlдтурш ЕоIцдка (щло-
сенля) на }lHoKecTBe i . }то мотпвирует с,IедJrшцее

ПРrЛ,.;С"'Ш;tХ,ilС 3. П у с т ъ Х _ It о н е ir H о е у п о -
рядоченное мвокество, для люdцх
двух элементов которого сущест_
вует тоqнвя верхняя граЕь Sч).
Ii устъ Р - отношеЕие на Х ,обла-
l-T. а юще е с Boii с тва нIш :

(0)если *Lч, то РСт)сР(t);
rii)ll еверЕо, что *asrрРсх).
Тогда существует маItсив,rальннЁ:

эле1.Iе;Iт.
,'словие монотонностп (i,1 - аналог условпя неЕрершв}lостш

;Llи п.о.с. }'сrIовпе (ri) - снова "обобщенная" прре"флексивностъ.
Лоl;аэательство проводптся в д]D(е ГяргоLв - Таркого. Првдпо-
ложиIf пртивilое: Р(в) негусто для лобого х € Х я гýIсть

рсэс) рашо St4.P элементов Р С-'1 . Тогда Р }rоЕо-
тоlп.lо, i.e. *.t впечет р(ъ)< p(t) . Пустъ € - нап-
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dолншиii аltемент Х , т.е. suрХ . Так как е > р(е) , то
пз монотонностЕ пqrгJrчаег.+ бесltонеwtуtо убнвалэlцг.о цепоЕtу

В силу (;;1 
"". 

Еервенства здесь стргие, отк]Е,а &тедует,
что все ыIементi этоiт цепоцси рзJIичнне. Но это противореч$т
предIIоJIоfiениl) конечrостп Х . Предложение домзано.

ý 2. Уравновешенные состоЕtля

Церflцем к dollee слояноf; сшуаlии. Пустъ дано ceMellcTBo
мнФtеств (Х,) , ;е I. }Iушrо вшбртъ по элеменlтr rce Хс ,
прl:чем на внбор л,0 ыII4яет внбор остапшшх al , i l С

это тиrпtдtая прФtема в тоорЕп игр, rде Хa йнтерпретпрlrст-
ся как !шоfrества стратегd,i .

iялее дпя прстOгш мц ограничимся случаем .щвJгх [IIoэit€cTB,

кото;ше оdозначаются N п Х . Ешементн }l назшваются участ-
нимtи, а Х -алътерЕатпваIrlи. Всоответствшс ý Т пнтере-
суемся внбором нашболее предпотгителыfiл( алътернатив. Для
этого с кацднм участнЕком ie tl свяЕем предпочтенив Рa

ва шrож,естве Х . Вllияrие аJIътерЕатив на выбор зададш.,,l пока
тем, что с качдой а.пътернатlлвоf: теХ свЕтем коа.тпIик)

"любим.сиков" S (х) € il . предпочте}Iие коа.,иlцм ý .il
фршруется Ез иtцивщдуалыIьDс пре.Епочтенп{i ее чценов по прs-
впцr едпногласЕя, Рs =ДrР. . Состояrие ( S, эс) , тде

S -непустаякоалиция, а 8 -aJIbTepHaTиBa, назнвается
уравновешенЕнм, ecJи 5- ý lэ) , а Р, tх> :Р .

Инече говор, €мьтернатпва .:с уравновешена, еслЕ она яRlIя-
еТСЯ Ha}Lтytttпeii для коалш{пи ее 'лOбиF.:ЕЕсов".

ЗАЪШЧЛНИП I. Попятпе уравновешеЕною состояuия по с}пде_

ству в Tдtolu вцце бH;lo лано в[Т]. Отметим, впрочем, трп ImaH-
са. Т) itоalшшоlшое trрдЕочтенше (юрчlируется по шдввл;у еди-
яогласия, а tsе по бо.пее Torкolry п мпрдзноlt{у правlл.цу Парето.
2) ооршtрванпе коаIlщии "лоdилд.пЕсов" S(*) порокцалось в

[Т] lrассипизаlщеft HeKoTopli Llуrдtlryrи sB на N . Такоfi бо-
лее IcoHKpeTmIii, способ имеет cвorl преи}ýrцества и lm еце вер-
немся к неп4у. 3) В [Т] расслятр}tваллсь такпе jrpaзшIoвel|IeнHнe

СОСтоrl}lия, где StT) -1,1 ; лля этого пр}D(одится Hatfia_
днва]ть лопоJIнЕтелъЕце трбовавrtя.
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tl.Har.;o даже прп естественньи предпоltФепиях врде lcoнellнo-
cтt, N и Х, aIц{ILTEtиocTп Р. и т.д. уршIовеllешного сос-
тояtlllя }Joaeт не наiiтпсъ. 5усть, к прешеру, N= [i, Z}, Х={т,
g}, Р.= (Х> j) l Pz= (1r*) , ý (*)= {z1 , S(.d):{rJ .

Состоsпlпс 8 не уравнове!Iено, ибо ето 'лOбишмfit" 2 предпоtи-
Ti.:eT } . 0пшетрпчrо Ее годлrгся т О{. }Iнцлппазltо понятно,
сто отсутствпе равновесия смзано с резким пореходом от Е к

U, С отеуствием t КО!ДIРIlЕсСнЦх состояtиji мекцу т- п 1 . ihк
уЕ!циtl, нали!ие IiомпромЕссов в вrylе вЕIryшIц,( комбrgаlиfi ппи
связок ]D,".e герЕтпрует сшествоваЕло ура вновешенЕ}tх состояшшll .
jiавrстя с внпуIФIого cJqirwя (ср. [t]).

IР}ir..rO:Этi]]4.Пусть N - конеqное мшо-
яество, Х - вцпуклшii компакт.
I!релположи!.{, что

(i) соответствпе ý'Х+N заlякнуто ;(Сi)каfi,дое Рс п.о.с. и а{соР.ст).
1'огда суцествует уравновешенное
состояние.

jt0]l'.ЭДТiilЮlts0. OпрелелD.l соответствхе Р: f, +Х , Ео-
лаrЕя

Рtэ"; - n р, (ъ) .
i. ý(rG) 9

Проверим, что Р у.4оI}JIетворяет условЕялll предлохения 2. CBofii-
стЕо ос + сО Р(*) очевддно. l'lpoBepn, поэтоIry п.о.с. Пусть 1
прпI€lд"]езil{т Р(эсJ ; }TfiIro Ерверпть, что и лJи (rтзлэкlц

точеIi 8 вшпотняется t. Р(х). Пустъ S.-S(T.) ; тог-
*f] .:.JIя iб So иji@eм tc Pt (т.) . т* чт Q п.о.с.,
g е Р. <*1 5J,Iя фIизк}D( ;с . из конешости t{ и зэtlк}rуто-
сЪи соответствltя S для 6.шзtсло< t иtiеoil! ý сt) -, 5.
iiоэто:.ry дJIя TaIMx t, п всех lс S (ъ) вшполняется u.€ Pi(x), т.е. t " Р (эс) .

Црипвняя теперъ прqдлоfiеме 2, полlвэем суцествованпе e7lъ.
тернатпDЕ 8+, для KoTopli Р(х*)=d , qто ш требовалосъ
Jlo;iЁiзýTb.

0боулпм теперъ с.гучай, когда Х конеqно, но когда уревно-
веiцешIое состоЕ{ие Iпцется в сI}язмх. Иначе говоря, .расllц!Еои
исходное }.!uоiкество Х до }.я@естве i -lx -tl} . i:ре:iпоч-

тсЕt{я Рс , Kalt )Бе lоворлось в ýi, естестI}еЕнц}.т ш5рзоl-,: про-
доrЕfi€rэтся на х . 0дrако rýDfilо прqцqъ${тъ на Х и соответст -
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вffе Пл,юби}.нttковr', п бесспорIого каIц]ц(ата Еа такое продоJр*е-
няе нет. л

i;юfrItо' ко8еqно, постуIитъ пIм}ЕIтивIIо д пoJloкllтb дJя А€Х

Sсдl = S(д)= XHSc*1 .

Прп такоtи пони!дЕпп ý урашовешеЕпне связки, как :,:д увцаrпl,
всегда спцеств}mт. 0дяако это не caM*I': KнTepcmii с.тtучаi.:

фрдрватъ "люdпдчпков' связltи А - Х как объединеrие
"любплaшtов" ее составltшчлс. Чтобн раJIшзовать бо.пее шrтерс-
нше возмоаностд, Hatl пIшIJIется более тоlшо вадавать'Ъкусы"
альтерЕатпв ш способц кх агрега]щ{ в др(е прqдцдуцего з6:.1е-
qания.

,1 mленно, будем счштать, tmo п;юдпочтевия &тьтеlжатшвы Е
заданн кардиналъно в ФрL4е ,1лунlспти Еолезностя !*: N*R.
(пли в вщ[е вектора $*е Rx ). ПредпочтеIIпе связкЕ алъ-
теIшатив dудем ,]юрирмтъ как вшýrкJУю комбинащао Ёо I-t*
{уmilиИ полезIIосм ее Iшенов. Iiоэ{fпчпентк l. , т.е. воса
чIeEoB сввзItи, не ФксиипOтся зарЕее, а Taк,re яыlлотся олно!i
}lз состашIя}Olцих уравЕовеlченноп) состоliнпя.

OПРГ,ilJПТfJИЕ. УршrовеlлеЕншм состояплем в этоj] сиlуации
назшDается трйка ( SrY, !), тве S . N - нещrстая ltoа-
лпия, Y С Х -л смзка альтернатпв, ? 

. -{!*, -eYl,ý
= Дпхпло.а.lхУ у1 Ё, tХ2 -6 .

Послед.нее условие PrtY1=/ мФно заIисать так:

Ps (y) : 
,Q 

( 
Sv 

Рс(.r)) =/
Говоря образно, коалиllия S внбирает связку Y , тогда как
связI(а Y вшdирет коалшlиlо ý . Боllее то!пIо, свfIзм Y яз-
JIяется ý -эtfiвктивнrв,; элементом Х . itоаллп{дя хе S сос-
тоит из участншков, наиrlуIдllrх с тоtЕtи зрепия кржте
* R , погученноrФ к€к взвесь F,уrпсrрd попеэЕостп

ПРIfiJ.lOЗý!И]j 5. II ус т ъ мЕ ож е с т ts а

р{я

Ntl

9,Ц*
l {eY,
шХ

конечнш, а предпочтвнЕя Pr ацIIý-
личнц. Тогда существует уравно-
вешеЕное состояяпе в связкех.

Д,OIаЗДТЕIIIСТВ0. Рассtrдllаем, как в з8меqанип 3 яз ýТ.
Пусть Д Х - спшиекс, натятутБй на Х .,Iуfitlця q : Х -R
по лунеftности пIюдоrпкается на Д Х . Прдпочтешti Р0 так-
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:ке пtrю;-аrЕrsются на А Х : для \е ДХ полагаем

Q crl : Р. с s.g}.).
Талл же прове;юно, что F, п.о.с. я tпо ?r+ сю F"tt). On;в-
де.тЕIл теперъ соответствЕе S, Д Х :) N , пола!ая

S(f,) - дчхmав-Х.

f,сно, что S за},fi(Ivто. Ilршленяя прдлоfrенпе 4, по;цrчаем
ypашioвeileнHoe (в смесяс) состоп{ие i- е ,Д Х , для которо-
го Rt1-1 :7,тдо $-f,<9плап9(}i),а 9(I*):
= Z't' ?". 0стается поло}lитъ У"- slf t' L 8:Ъ fl( l') ;

тотла предIцу!цие cooTHolIeHIIa означают, что ( J, Y, Г)-
ypaв}IoBe,ilellнoe соетоянше . Прертопенпе докs зано.

llАI..ffЧrЮlЕ 2. Псли задано соответствIде "любпI.мfiсов'
S: X*N , в качестве gB IrФýно взятъ харктерffсмческие

:дrшrии подI.нохеств S<i> - N . Очевцдно, тто дlя .mdой
YуllкIип 

?. ?( ?r , !. \\ Д<хаtа,*.tх\с S(Y). Поэтоьry из
пред"тотения Ь следует с}пцествованпе уравновеIIенного состоя{!lя
в TaKo_i] -:opde: сJп,{ествует смзftа Y С Х тамя, что
Psc"l(Y')=/.

31tТFИ]1,11l 3. ]lслл прдпочтенпя участников Q такке за-
да]?sтъ при помо.цI4,Тrушtrцii по.тезности aa,X-tR, , попJrчаем

утвеIIf',цение, }:оторое по c5дiecтly соыIадает с :tепддой СкарР [2]:
сУ:еств},iэтнеIryетце S-N и Y,X та]tие, qто:

а) $-- Дlmа.х. f, , тле 8. - ( хr, yeY \ ,,

б)длялэбого хеХ наfается ieS с ur(х\Эtt9фFоlФ.

IIредполокенпе о ковечности Х моJftно за1,1енитъ компактносты9
еслп потребовать непрернвЕу0 завЕсиl{остъ 9т от а . Бопее

тою, можно считать, что.вместо .ткtlии g: X*tRt задаIIо
соответствие G:X9*.

ТЮРЕ,t|,2.Пустъ N конечно, а Х
компакт. ПредЕолохям, что:

(i) соответствие G: X=?tRi имеет
Kot!пaKTHHii график к неЕустше
значения G(r") i

(tt)предпочтенпя а п.о.с. п
ацпклtrчпн.

Тогда суцесТвУеТ непустое S.N,
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непустое замкпутое Y4x и t,coq(Y)
такпе, чт,о S=Д<gп,**g^п Pý(Y)-l ,

ДOКАЗА]ЕЛЮТВ0. 0боэначпм через Х мноаество всех EerycлTtо(

замккутю( подтшояеств Х . Сяабпенное топоJIогшей Хау_слорф Х
такЕе компактно. Опрqдапим соответствше G : i+Rx , полагаЯ

GtX)-- G(Y). Ясно, что G такае имеет коллtактнъй граФк.
Щя эс€Х обознаим через {,t*, MHofrecTBo тех пар (Y,8)

шз i "RK, дJIя которЕх Е€ Р^**. (\) . Гвк прп доказа-
телъстве прдлФеняя 4, проверяетdя, фо И. открнто. В самом

деле, достаточно Ероверть, ,tпo еслЕ Ес Pi(Y), то *,е PatY')
дJIя Y' , близкш к Y в тоцоJIог!ш Хаусдорф. Но .хе Pa(Y)
озЕачает, что Y персекается с ошсдх*тнм мнmеством Pi С*).
ТотЕа Фlпзкое к Y мнсшество Y' также персекает P-f С^1 .

Итак, t{* открнто u i'ШР . ПFдпо:rmпм теперъ, что

утвеIцдеЕце тооремн неверно п для .lюбой паlш ( Y, q) е G
мЕокество Рл*з* 8 

(Y) Еепусто. Тогда семеfiство открнтж
(&.), 3ехо , Ъо*роет графк G . в сшгу комIактности ё
Ез этого покрнтия мФкяо внбрть KoEeIпoe подпокрцтие. Иначе
говоIя, gаfiдется коЕ_ечное подмЕоfiество Х"'Х такое, что для
.шбой пары 1Х,91С G мноаество Х' пересек"ется с Рдч*r(Y).
Но это уте проlтворешт Ередлоаенпю 5, пдиlчввеrшопту к К. Точ-
Еее,Еустъ Рi-огранпчеше Р.на F,8 g'rеG<r> дJIя
т€ Х" . Тогда согласЕо продло8онm 5 суцостэует неryстое
y"aX' п n.-(x| r!e\'\c- G (Х")тацпе, что цусто мноORест-

во Р^зп_о(Y') ll Х"- . Это пртпвореше доказшвает теореtу 2.

ý З. ПрпменеЕЕе к 8драм

Лешса Скарф Е его понятЕе прплмlивпого мнФества сшграJIи
опредOлmщут ропъ прп Фsмровашп Еашего понtrшЕдя уравнове_
шенного состоянЕя. СмФ пIименяrI свФ лоrд,v для доказатеJIют-
ва ЕзвестЕоt TeopMr о ядр сбалансированноlt пгрн. Естественно
п нам оdратптюя к этоfi теме. Твк как }r{ зsвЕlемся коаJвщдон-
вцмtr аспектал,/ц пцIý, вааво знать не cтorlшto KoHKpe$lHe стрте-
Iпп rгрков, скоJIш(о то, lВЮ шот доdrtюя мЕая Ео8@lЯl
к8кпс Есходц оЕа шmет гаранlирватъ. Такая шфIхаtlпя lloпeT
бнть задача с ЕоlФщъю фрспроваппя.

ýстъ t{ - копеwоо мноЕоство JвастЕlков, Х - шсаотво
аIъторцаllв. Возuоfi}tостп коалlIщft будем эадавать cooTBeTcTBxeм
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г,2N+zх.
Соотноiшение Y е F(S ) означает i{e,T,oci€;,lыlo, r{To коалиция
S lto:":eт эагнатъ }.Iсход l ;.iilo:.{€cTБo Y с Х, 0тталкиваясь

от такоЁ интерпретации, ecTecTpeн}io предпоjтагс]ть, что l{FlS1,
хе P(S) и F l.:oнoтc;iнo Е очеil}Еном ctlыc;e: ес.шI Y< FtS);
Y < Y/ и S. S' , то Yr с F(ý'). j]слs эти своfiства вы-

полненыдля F , гозор}iI,: , qго Г -.:,лэссирсван]Iе.
t.r.:,i:j,HI] ]. :iтоdu .;:уч.lе освоитъся с .по}Lяiтие}Jl (:iорсирова-

]1;{я, полезно вырезитъ с его помацью обычнуlэ игру без побочlшх
тлате:*еi- [+]_. Такая иг_оз зi].-1Е€тся cel,,:e:l,cTBoM (Vý') , S. N ,

]Fe Ys 'RS - l,ножества "пыfiгрIл,tе,ii" коатиIвли ý . CB*",n с
тд::о;': J,IIpoi' }орсироэание на Х = Vп : коs,lиция ý :ориру-
ет пог,tд{оуество Y-Х о еслt \ содер.rдт мношествовиJ.а

[ý]У,". 
io."' Y.Vý , Zs - сграýIчение на Х проекцRI.

jiругоi: приhiер -ср}:ровi:нrlя ;iостав7]яIOт так называеьше прос-
TlJe }iгрЫ. Простая игра эалается l.Ho]iiecтBoti W с 2t "вьmтрш-
Barзjlla(" коалициjl. Буlеl,t счltтатъ, что itоаJиIия из \r ,}орирует

лrбое негцrстое подi!нохество Х , а остальные коалиц,Iи iлориру-
ют тоJIысо Х . i,To снов9 d,орсирование.

riтобы говорtть о я.ýре, задsди}dся прдпочтениями Р; участ-
ников ie N на Ifножестве Х . _f{дро состоит тогда из так],rх
3.тЪТернатив t. Х , что для лэбоli негустогt коалшлrи S. N

P_qc*) : п Rс,> + F(S),
' ias 9

l,iначе говор, это такие исходы, которые никаItая коалшд{я не
i.1o.ii,eт гарнтированЕо уJrу(пlить для всех своrх членов.

Ihпример, ecJM (орсrрвание построено llo итре беэ побочнюr
платежеi:, приходиLI к обыtпlому пон}rманиlэ яар TaKoii итры.

06ртил.лся теперь к условиям, гарантирJrющим Еепустоlу ядра.
iiВЧ;еiЛ С'],Ормулировки условия сбалансирмнности, аналоI'иФIого

условию Боlцарево:,i _ Скар!а. Напоlчпttм, что множество коалиrий
К - 2N назнвается сбалансирванным, если существует фуlпс-

ция l: К - lR + такая, чго для любого .е S выпоJIняется

Z \s = { , где S прбегает коалшяtи пз К , содеращие i
iля tiai;иx целеfi ул,обно это условие носколыtо перефорtцу.lплроватъ

в



А именно, дJIя неrryстотО S, N обознечшл через 8S центр
тяfiести грани дS в симIшеtсе д N, lR,N, ij этих обозна-
чению( м*lожество К сбалансировано тоIЕа и тоIIы(о тогда, ног-
да 8ш.*[8s,seK}.

0ПРПЦЦmj,Ir1]1. :оряфmше Г называется ебалансироваlл+ьшr.t,

если для любого сбалансирванното мнокества коалшtиii КС2Х
и лобото семейстм (Ai) , de},l , подl,сlохеств гJнохества К
вшполнеIlа й}r1I1лик8ция: 0с,,Iи Д А. € r(S) для любото SeK,
то п л,+Ф.

daN
Ilесколыtо пIире сOалансированность }loк}lo понимать так:

ecJM цели (т.е. шtохества Аt ), намеченные участника:d}l ,

достюiФмЕ лобой коалшллеii из сбалансироваЕноIо набора К , то
они непротиворечивы (т.е. А; имеют обt_щпэ тоцtу).

тгюРЕl,jя З. Пус тъ },rH оfi е с тво Х к с н е ч-
}Io,,}орсирование Г сбалаItсfiрOвл-
I{o, а предпоqтения Рt аци]t.тiичI{Ll .

Тогда ядро непусто.
ДOКАЗД]Т"ТЮТШ. ;ля Т е Х оdозначиlt через Н(э.) t.Ho-

жество TaIt}Ix непустýх аоа,,IиIiиi] ý с N , для которш(

Р* сх) = [f, Р. сх) е F(s)

14наче товоря, Н(*)состоит из Koa.Tмlцl't, которне Idоryт УлУч-
шить лля себя исход ж . Если ядр rýrсто, то Нtх1 g.*"rо
лЛя Лобого эс е Х . ]l таком сJБIчае обрэуем многозначное
соответствие G: Х +^N по форwуле

Q tT> -- t Es 1 ýс Н(х)} .

Согласно предrIФенш0 5 еуществует свяэка Y<X и эектор
g*.- G(Y) тgкие, что Y Sr-э,rцективrrа (т.е. Pý.(Y)
гrусто), тЕе S * 

= Ач-а,*- g* .
Условие gn, Ф G ( Y) почти означает, тго множество коа-

л-ициfi H(Y) сбалансrровано. Toqree, если к не}.ry добавить
одноэлементнце коаJIиtщи, состояцие из участников, не вошедпр{х

" S* , Ео.rгучпм сбалансированное мЕоftество коалшцй

К=Н (\) u ( 
lYr- tl\) .
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Теперъ рассмотIим следпOщее семейстэо подмЕоfrеств д.-Х

Ai t
Pt(Y) , если i.S*,
Х ,если ;+S*.

Утве;цдаем, тто для .тmбоfi коаJпЕцпп S е К вцпопняется

[J, А, е P(S). fuo очептлuо, еслп S=t j} , "д. j + ý* ,

ибо в этом сJýrчае Ai :Х . Еqпц пе ý . H(t) для некото_
РОто 1.Х , то

i,cS ' ie'S ieS
и Ез монотонностп Р снова пleем Д* А. С F( ý) .

Вспоrдпrая определенrе сбалавсирвапности Р, зак..lшчаем,
tTTo Г*Д, + l . С дlуюt сторонЕ, С"А, -,0r. P.(Y) -Ps.(Y)
пусто в силу установ.ilежной рнее S*-э{Дектrвшостп связrtп Y .
Это противореIше доказцвает Tooperry.

Гек обшчяо, коЕечностъ Х можно замеЕитъ компактностъю,
налагая uодNодяцие топоIогr.tескЕе условt{я. Скахем, что фрЕ-
роваме Г колшактво-поIюцденЕое, еслtr дrя лобого Ye F(ý)
найдетсякомпактное Y'<Y такое, tпo Y' €F(S).

1EOPEVIA4. Пустъ пространство Х
компактно, форсированпе F ком-
пактно пороfiдено, а предпочтенкя
Pi ацпкличны и открштЕ в Х^Х .Тог_
да ядро Еепусто.

Дrя доказате,Iьства нам понадобптся
JIIrr{Ш. Е с л п Р5 ст'1 е Р(ý), т о Р, (t,) е P(S)

для всех т' , блшзкЕх к т.
ДеfiСтвятелъно, пусть Pr(xlc F(S). В сп;ry колшlактвоft

по;lоцденпостя F п}rоем Y с F( S) дIя flекоторю коiдЕктЕо-
го Y< Р, (х) . Так как Р. , а зIяtит, п Ps , открнтн, Рз

содеIжпт мноеество вцда 1l Х Y , IEe & - окрествостъ точки
tс в Х . Но это зHatmт, что Y - Ps (I') для.шбого .х'etl.
по монототпостu Р закJх}tЕем PrCr'1 е P(S). Леrдrа ДФ€-
зан8.

Перfoем теЕерЬ к доказательству теореrш. В оdозначеЕпях
доказательства теормн 3 поryчаем !з леrл{ц oпtlrrтocтb мЕоаоств
H-i ( S) . Прдпоllшевпе о ryстоте щ,дlа эквпватевтЕо тФФr, что
мнойоства Н-'С S) покрсвmт Х . Вшбпря коЕеtцое ýодпокщ-
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тие п шцсывая в него эамкIryтое покIжтхе, по.цЕаем замrurутое и
непустозпаqпое подсоответствllе Н'- Н, а з8тем и зам(}Iутое
соответствЕе Q,N=rдN , Gсъ1 _ [8s , Se н'с-)}.
После этото все завеIшается, как Ilaншle, обращенпе}л к теоре}rе
2 вяесто пред.пшенпя 5.

3АМЕЧАНИЕ 2. Сdаланспроваtsностъ Фрпроваш,rя F rарнтидует
нецустоrу flра пдш mбьш аIщtппческ!п предпочтенЕях Р. . Itсля
хе предпочтеrшя Р. заданц зараяее, то неryстоlу щр }rоfiно ус-
тановить пF бопее слабrrх условшя,( сбаланспроваt{ноств, апеЛJ[П-

р}гющIгj( к этп!, KoHKIIeTHHM Pi, . А пменно, из доказательстDа
теоремц 3 вцдно, что в качестве мIIовеств Ai прп r-iоряулировтtе

условпя сбшапспрваЕностп достатоqно брть шrmества впда
Pi(Y) (rде Y-X )ппп х.

Учитнзая это эамечанtrе, в качестве следствЕя теорrщ 4
trоJгJrчаем к.яасспческут тоореlФг Смрф о ядре сба.папспрвакlrш
пгр dез побовrъпс mlaTereli [Z,Ц].
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