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нDOIрАнIлIЕнншЕ мнсшшItsА в рАсI[шршlншх
клюстрдrcвдх

А.И.Векслер

I. В теошд векторцьD( IюшотоJ( сущsствеЕryт родъ пrрает
поЕяме поlцддовоfi огранач€нuостЕ !!.пх неогIвЕшIеЕuоотЕ cпcтeri
алемептов в дашой вектораоft palleтKo GР) [ I-3J. Мц хотшм о6-
рамтъ зкпrянц8 на пекоторн9 ЕонrIтЕя тпца Ееог;хаадчOffiости,
но боlее сдJIьЕне, чоlд простая нsогрцгsеЕЕость.

Черз Z (с шдексаrм) бдем обоэвачатъ строго поJlопrтеrtъ-
нце вещесF9еЕЕне ImcJIa, мllQвество $оторцх будем обозваrвть
чероз R-' ; симвоJIш k,rl, [ бlцут употреФlятъся для обо-
зЕачеЕая ваrтIЕшшж wсел (а k п П - Е дJIя конечннrr ор-
ддялов) , 4, F - дtя обоэнатаЕ!я ордпналов, А, (,V, Г -
для обоsЕачешая бесковstlн}хr кg!цЕ{алов. ItaK объIшо, ЧýДШаД
будеu очщтатъ объвддвеЕпом всех }депцIIЕN оршналов 2={Z:e eZ}_

Ес.iтп ато удобно, свазу бдеш счптать, qто даmо8 сешоfiство мщ-
восlп i заЕIцексирэаво опцдЕыIам "( 

( А (напршер,

[zч :"сс )| ). Черз f сдем оdозпачать совокупность всех
стрrо воэр8егающ к бесковsшостЕ посJIqдоватапъЕостеt ( *.)
ваIуF9ьIпDк tцсел с кэазЕпорщком (iil >. (k:) , ее,м kn)
2z ktъ прх о >f,о

IIод твпом /rХ) ВРХ поЕпrвЕгсясупр}ry!iмощ-
костеt шЕо!еств попаIяо-дпзъýвкrшв (веryлешс) алементов в

f,. Пусть Q - tипошsескй бвкоlшакт ВР ,( , т.е. cTo5rHoB

акстIЕrrаJIъво восвяввd бшсошакт ЕоrЕоf, булевоt алге6;ш всех
додоо (коrшовевт) вХ . Еслх в Х gстъ ед@а, тол/ СХ)
совпqдает с суq,дшсlцх lцq,Iош С (Q) бшшктал(У , uо !в-
в8с8во, чго э Q дiеется rдofocтBo !rощосш С(Ц) пош;яо-
дхsъDвItтсш огврlпо-зашryшх (вепуспп) подвшеств тогда l
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толшtо тогда, KoIEa I(вIIцщш с ( Q) Ее яв'Iяется спабо пе-

доствчшш'ti]. ОЙп-,, что ЕеIIрlпвороtпвш{ " lFС явпяет-
ся утведцденпе, о ТОН, tпo, ЕацрЕмер, шощостъ KoEтпIryT-l'a яв-
дяется шбъод слабо Еqдостlrqшпl каIцЕв8лOцл.

OIIРFJtsIIЕIмЗ I. Бесковешое сеOrеЁстэо паltштеJlъЕrrt ало-
uентов в ВР Х вдзцэаотся усЕJIонво ЕsогрЕrsеЕцп{ сеlrоtствоu
(УНС), еслп (поряково) неотIвшчоýна всякая его бескоЕеtIЕая
ttracTb.

0m@тш, что в УIЮ, очовlцво, не шово? сщостDоватъ бес-
конеtаого tцсла I>aBBIoс шецдr собоп эдеrrоЕтов п потоlry в веfi
всегда сqдаIштся усЕлоЕво ЕеогравпчеЕя00 lлOаеств0 ФIеuоЕтов
тоfi хе иощtостц. что ц сашо УНС.

0sевцдЕо, в .mбоfi Еgтршвшальноfi ар:кпlвдовоfi ВР пuбется
счотвое УНС, вапршеэ, {zаг : п ( о) } орт_ .2 > О . Слопвее
воЕрое о сшестэованш iвсчвmого УНб в Х. ПростеМr пдmrе-

ро!, ВР Х , в ýgторfi 9ществуот такое cerreficтBo, ЕJrяется
пршая cylп,я f(^'= Z I R" :J, 

С Л}весчотЕото \цg,ц в,ецостве'."кх
црадп (с остествеrшшr ЙорщкоЙ). Искоlлдд ПIС в Х"' являет-
ся cerвficTBo всех ортов; оЕо, кстапtr, состовт яв поIи;во-
ддзъшtктЕrD( адеu€втов.

IIРF.&шOшшIиЕ I. Е с л п в ВР Х п r, е 9 т с я
счетно0 ковфrвалъЕое подuвоrе-
с тво O<tr<Cr<..I пап рЕшо р, е сап Х_
ВР с спльнбfi еддвпцеfi),то вХвет
Еесчотвого Унс.

ДОIЦЗАТЕШСlЮ. IIу9ть caz/ Hras. Попоrпrr Но.{аеН:
g.<ZaJ. Тоtла ca,zd &о) - цlя цeкoTopolr па!урадБвош

llб о 1.6. /7 шевт огIпшtrевЕуD бесвонещт tиc!b. 
_- 

OПРРЛРJIШOIЕ 2. Боскопеwое сеrдеf,стп {.": 4. С 

^J 
па,rоrr_

тедьЕlх BJIorEEToB в вР Х пввlв€lотся rЕксЕшальво воогIвпп_
ЧеШЪDl СеШейСТВоr (ШIЮ), есiш сеreilсtю|Z.а*]"rс2} усшев-
но ЕоогIЕЕгIоЕЕо пр лбоl внборв t* ( Р'+

0чевцдЕо, всЕ(ое lllý_ явпяется r УВС. 0брвшое BoBeIEo,
папрхriер, [пz : rc со J ШЮ ве яшявтся.

Простеfomr пршrорох Р без ШIS kале счетш) вляется ВР
С СЦ{tъвоfi qltптцеfi. С друюt сторвц, celýf,cTBo всеа одпов в
Х'П'естъ ве топЕ(о УНС (см. вшо), во п ll}ý.

пРцДlюшЕrиЕ2 (вщтеffiвесJrцоствовашяilЮ). В а рхп -
uедовоt ВРХ Еб существуо1 ШЮ тог-

T.22



да и только тогда,когда в Х вш-
Еолнева тоорема об аЕЕулпруDщей
последовательвостп (т.е. для
люб оfi п осл€д oBq FельuостI {i.J.X*наfiдj т^ся[zо}. Rnf так8fi r что
tпqп-+а ).

ДЬмзлrвпrсltso. Пустъ в Х вшцолвопа TooDoE оd ашlrлп-
Е,упlеfi оо*.до*r*"uЬ сm, [.zо. Xn J " 

zа4ац о . тоrда

{tпzо',п 'ar] ограшчеЕно. Отсцда в | чет даIе счетвого Mtfr.
0братво, ц7сть в f пе шrцолшеirа Toopol|a об ащлцрщоt

цосJIодоватеIъносIп о [CoJ. Х" не ( О)_ащлrlуеlв. It{шo
счшать, ве уuаJtяЕ офдостш, gо lao J uшотоlпо во8рстаgт,
в протцвволl апг!ав вадо вЕtяпъ |ervq"V,..v?o:re cel t . По-
атопry шкакая подlосJпедоватшъЕосвь lao,: f, с c.l [ не вляется
( О)+шryлцруешоf,. Но тогда { t.zor' : t"c": l п" Ъграшчешо.
&вшт, [*oJ - МНС. Прдл'щБч9-Ъокаааво.

иre'тшiЪе, tпо есд! Х " У - ВР, 7.' Х + У - сDIБек_
твшое шеfiвое цоJIоIхтоJIъцое отоdшrеЕхо Е в У пrcется УЕс
шш lffC t,l/-'lC а1 rющосlт tr , no таковоо Ie шеотся I
в Х. ДеЙЙ,цз*ьчо,'ry"тъ с"( Х п Т{*,;=4 . Топца

{"i!нrсРй: . ФтсйЪ ФIqдrgг, чт;|{,i-з"с(лJ

Поше этш чростЕх врдпшвшй п xJlJцDcTIElxBEц Ещвров
форg;шдуеr осЕоэtý/D цапъ зашgткr, аотоIвя состопт э 1EссlФт-
рЕrт вопрса о сJцоствоваЕlц (вш отс,утствлш) }ЦС r lllЮ (глаь
o'Jrr обIЕзоч, ЕесчетЕш) в расшрешв К -проотрвс*вr (в за-
gспюстl ов rщостеfi uвоIеg!в поIцIво-лдвDцIстIпв влешвтов).
Вшбор в качоствG, оdъекта всследоэацЕя Еден!о IвсllпIвщого К-
прстравства объясвяется с;Iадпшщ{ обстояr_шrотвош. Щусть / -
ВР, !- Fсшlвшое ( -прострвсrю, У вf,очрво в .{ с сь
цЕцеЕпФl лшеimя опед@ Е поI)цка, tЧ< У' . То_гда еслr
Н -уНС (lлш) 

"Х, тоовобудетmаошхtопЕ У ,t.в.
ЕаtrIоЕrппо шавсц у даЕвоIlо ceýficтBa Н овтъ пю 0rЕс) xlreпEo
в IЕсшIроЕвоl К-лрострвство. В частЕос!п, Е расшкщ* К -
EpocTIEBcTBo (э отшшо от рассrcтрощой шше ВР Х(^) l g-
вакое сешiство поtцIво_дlsъDЕвmц aJ[erEвloэ во Е!яотGя Et
lifiЮ, ш даlg УНС.

2. Х 
".щду 

далъшs буает оэвачать Iвсlппреввое К -дрослрав-
стю. Воцlос о оуlцосsвоваш очошого УIЮ в Х ясец. В соФвот-
стшЕ со свазащ посло оlrрqдедошя I заrзое УШ суцеотзует в
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.шОом Х " Прдлшешо 2 позволдет сFlзу рdlвтъ воЕIюс о су-
щестЕоваЕпп счетuого МНС.

ДеfiствsтмБшоr eсJIЕ f, - коне.яото TEIIа, е.". t(X) =Z
п, следоватапБво, Х * RП , то в ,Y вшцолнsпа Teoperв об

аIщJцрущеfi поq]tедоватеJIъностп п МЕС бнть Ее шоает. в..rм Х -
счетпото (6ескопвwого) тшпа, r.ч, t(Х)=ьs , то в Х счет-
вое МНС MofieT I€K суцестЕовать, т8к и ве суцествоватъ (так как
в Х у*"""цFяя TeoI,"lB моает как цп(шяlвъся, таЕ Е Ео вЕпqrl-
нятъся). Дшее, яэвестна Teolюtл А.Т.ПЕ{сJrера о тош, что в
IвcпmpsнEolt ( -прстр*ство теоFлла об авry.шlуlщеfi поеледо-
вателъвостЕ IЕввоспJIьЕа веоFrбе о дlагонsJIьпоfi пошедователъ-
яостп ГI,У.2.2q. КрФlе тото, теорома IIпвскер - Вла:шмрва
Гт, У.I.48; 4,Ъеорелв 4] утвецпает, что еqпц в ft-прстрв-
стве У БЕЕоJIпеЕа Tsoperra о дпагонвJIъной последоватшъЕостЕ ,
то в У' Ее стцествует мЕоЕестэа uощностЕ 4 пошадво-мзъ-
DЕктЕюс влеrеЕтов (здесь То - волlшr,ныllая }rощвостъ ЕеограЕд-
тошото сверку в2ý шшоствs; очоэцдво, сr<й<с , Ео Ее-
протЕворчдво Еоt}авеЕстъой < С ) п для .шбого t < Ц
слцестlгет ( .лрстравство с теоремоfi об аryлщryтщой пос-
ледоватолъвостЕ Е иЕФествоu юцдостr 7 пошрно-дп9ъюЕктпшr
адошеЕтов. IIа саlдош деJIо, в теоIвше Ппrске!8 - Вщ.щрова
шошо огрЕшIЕlгься раФrрепЕц}rп (-простравствамЕ. Тшош оd-
INlзолt, еслп G)\< tсХ)<t., то счошое l[HC в Х uоtrет как
сущоствовать, так п ше суrцесrвовать; еслд te /СХ) >?.
tsм dСХ)>й, вщ а Ее яшяется оtабо вqдосtmiш),
то счотЕоs lfiЮ 

" Х зsэqдойо gg15. Пtlт'{ятпо тппотезЕ воЕтtr_
шдта С/ песколы(о упрощsет спryатFm. В аточ слJпЕе, еспп
{СХl>ц , то trскоlюе МlЮ в Х остъ.

Покаlем, пвп ваfiш счstвов }lEC в рсшрЕrФл (-прстрап-
стве { , в погороlд !reется шЕо8ество }tщЕосм rо trошрЕо-
лдвъDчкшrв алешевтов.

IФrcЕrкIшlя I. IIустъ в Х с,ущесtryот шЕоtоg!во IощосtЕ

ЕаIно_воперсgЕаЕuIхся ЕоryспЕ Еqдвшеств
С IЦ(Х!Вцш объФFlrgцеч. Вшбероч в.

"о 
В=!ta:1,сЦJ , п"/.-(К;
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пм нскомоо lrfiЮ Iд- :п(Ф l. "rо в паIвствs с_ еллпстБеЕ-
нцfi ыIвжеЕт ,"'Q.cQ), !rr" *о*орго-?tо tаj,,{i" 

t
fuя прверсш того Ркта,_тго f*^ l - MJfl; лэз'foем чl.z")

.mоут цодпо.п.до*r*""о"ть [ао, l7 е'Б l , { Zn }. Rn'!
Всегда lrolпo сIIЕтать, нg уrдЬ'обпЕос!tr-, во' 22 :r'/t _ ,

fii *i,f 1 : #:ffi ft,з#fjl ff,;{:," "*, !;::g"^"
Но ато пртЕвореЕт неоiраlпчешостЙ 16r:"r4 ls i, Зна-
Iцт, дJц sекоторого 1^ сц будош пrей 

'цР{|сk}: 
:

/со>l=*а. Нот-ап кав t?za"cQ.l-tф тоЪтсщда

'"П{;€#q"i{ъ"'{':J;.,-i;J"_ffi :sвйот;wо|сsхп,J
Рассмотрlш Boipoc о qдес'твоваlщ в ,Y несчетного tНС.

ll ПРШШOШЕНИЕ3. IIустъ Х - расtппреЕное
Д-простраЕство, в воторош суще-
ствует хЕоаество мощЕостх V=r
попа рво_дпзъDвктЕнх алементов.
Тогда вХ существует МНС моцное-
тпр

'Дока затвлъство вЕтвкаотлI9 следуцllеfi коtстдукrщ.
КOЮРУКИЯ 2. Пусть Q - а*.тр.lддБпо несвязtпй бпкоl-

пакт с llaксЕчалъЕцш lпoiвcтBolt {Qrr"С |}, тде Р =(',
trоЕаIяо-непе рсеI(дшцхся непуспдх открrпо_зашвryпц, чЕшоств.
суцествует poшro У - Усо счотцltх бескшешп Еqдlffшеств
F.r . Знаtшт, 

"уцеЪ-у"", роыопFЧС" V пав щда (V, t),
ае v.vz, co,z/7 -al " 6= (К2) с f . 3ануlавррч этr
**;Jd?r'*#i'P 

'О . В мчеств е ?в возБЕl, qдхвст-
ввшd алвшевт 

""' 
,( jpo"rpucтBa C-CQ j . дtrя когорго

-t, с Q2= { u'i', :: ;:;/: р,,/",: f, у"'
II;юверпr, ч.nо [аr' Р ( ts J "R ft.
{,:#"R!t' !*!жl;Б ! :сТ! |';Ё' ",',*i"ig*o

="t { i,,"* ;I, :3:;i,H_,$,! /,, 1У;;фН:
Эво п озпачвот, tпo lrp'Pe/t - rrю.
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c.li:i(.:тi:i:. ij : л и tcXS rc ( п л и l (Х)'.С п р и
;.?.ло9иIit что с не яв.Iяется сла_
со не j:остичимыt"l), то ъ \, сущест-
в7ет несчетное tlHC.

liTaK. вопрос о сjrце(:твован}lи несчетuого }li}iC поllоштеlrъно

Ileзeн для :iост9точно Пuý[рtодх" 
расшшренньтх (-прстранar" Х,

т.е. д.,lя сJryчая достато!по бо,IЕsшх t сХ) . r1 как обстопт

;ie.Tlo .lля п*.оrпt / cX)r l.рел,варштельно установим KpTeprft су-
:jеэтЕсвания Е Х iHC ;lam,oii Moltlltocти.

,iГj.'ijl(],l:;:i}]I 4. jiля того чтобн в
lrt? ре Hlr о}... К-п рост ра н стве Х=

ра
с- (Q)

с-

H:,l ,.,лоaь ilHC vо,:iности
холi{мо и ",;остаточн
н 3;r.]o..; ь семе.i ство моцности
@-tlHo]ffecTB (т.е. нпгде не
нu.( нJ'ль-tttножеств), никакое
,:, есконеqное подсеиеfi с тво ко"оро_
го нёлъзя погрузt!т1, в одно @
мнсжество.

:}iД;IIА}i:ý. С учетом лрqiлоfrеFшя 2 атот резулътsт tlpl r--Ф
есть в тсlчности результат li.T.XйKaHoBoii f С, теорема 4].

.'"r./Ii',i AT.i i {с ТБ0 п рд.ll ожения. Доетат отлостъ. ilycTb

{а"rцraJ - :ёgное ceмel:cTBo @чд,охесrв. Наltлтся Q ё
С C-CQ)'\gнv'e, qто .t(a.1= +ф. i]озц{ем JTюoHe "<аСFQео)
l:уоё К" . Тогла не cyliecтByeT,z( C-cQ) , махориру-
wзi67о [zot"or _a fpJ . JеIlстrительно, в лртшвпоп, сJrучае
!.н бilлш{етиq@I@4_:аfuЦ)=*ф , в то вреilя как

]qCQ:асс)=+а"/ есть @ -шtопество.
I l' ЙроiоЙЙщтъ. ity'cTb l'a.:xcp|. C_cO2r^ _ MIiC. ]Io-

ложиrrl @./ ge Q:а.СР=,Ё1 ./tl6*"*еi=*r;ТО4 :,( еrJ
Il есть искомое ceMeilcTBo.

iоrvсlшм пртивное. Тогла U{Oao : пе чJ _погIцrх,аетсяв Q:но t/ +дожество прш некоторол'Ъшборе {l,, } . В этом
с;IJчае шз доI€ затеJI ьства отмеqеннол'i вьше теорt,ш"3. Т. Дrпtановоfi
вштек8ет суlцествованп" [toJ. R* + такой. чrоzпсlffО.

i#:r, {znq.oJ огрйчейо, что невозмокно, TaK,fu'i{c.J _

Из прддФенпя 3 п 4 срвзу вштекает такое утвеЕццение.
СЛiЦOlВ4Е. Пусть в црошзвольном ве-

л).G) . нео0-
ь,'чтоОш в аrплот-
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6)lfiIC в Х (счетное gлп но
ное) мо8ет к8к суцествова
Е Ее сущостЕоватъ.

2.Еслп тЕп х достаточно
(в Х суцоствует мноfiество м

ти С попарно-дtrзъюнктивнц
ментов), то , Х суцествуе
счетнше мно ш Унс.

2'. (сн) Е с л п /сХ) > а:, т о в Х
СТВУе Т н ес четЕtsе МНС ПУlЮ.

счет_
тьrтак

Еелцк
ощно9-
х эле-
т не-

сУще-
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