
Улш 512.26z513.P,

вшчшспЕниЕ HoPll ttEltm0mx JlинЕпншх 0пЕрАтOрOв

с лlспФIьвOвАttиЕll цшOчислЕнtloгo шOрАtllllлрOвАн}lfl

Е.Н.Соrирявская

ý I. пусть l/ - {l,я,.. . t } , trд rtJ ,*) trlф- J -шершrо

Еешторш, M={t z,...p|, '9сИl,zrИl - v -шервшо вовIOрц
(таш, гдо это но цоrеф ЪшавЕть водоравуценшй, будеч sоltторш

.rг N] , цtМl обовначатъ цвогда проOто .I п у );

ff = {Lr lhJ, У = {7rИj, Z={zrtl), d{tсМ]
-лконечношернше бапаховш прострашстваl пршче" ?=Z* r/1X|,
Д - ненулевоll линеfiншfi опер8тор, переводя_чиfi-^i у Z ,
с Ъоотrетствупщой шатрицеfi аr И , N 1 i Д'" Т-9-Т оо-
прлrеншшfi линейншй оператор. Etly соответствуот rранспOн}tрOван

шая чатрпца а*[N,ИI . Раосшотрлtч фушкцпп

лlrql=lДжIz (1)

tt вд}lничЕше o*.nn ппоJпрsцсЕв Х n"7
X={*cllt , lxlQ<tJ,
Y ={ уr Пl ,ylu 1J

с Iвоаосrваци крайвшд точек Х о Y соответствеfiнo.
ttак l д {t = -"f ll д х ilj (сш. , папршшо р, [Z], стр.
то отшс8аЕио Bopшш on.p"rop" .4 предстцвltяот собо!t ре
следlющоft вадачп оптl,tцадъного програшuшрOвапия:

(21

Tatt
99),

lлOttll0

х) 3десь и дальщо испольауются обоавачошия' и доfiствиfi над ншrrr, въедеввне в [ Ll.
I15

вектOрOв, l.атршц



аАДАЧД I. Еаfiлr rавопцуr фувrцпп (I) ва шпоiоство (2).
вDgдаш Фуввцlш

/',
G сr, yl - <Дх,у) : уt Н1 ,сLгИ,l/] , хrШ .

!'в_сесз$с (сш.. напрltцер, [2J, отр. 2?9), что

,у)

Bloclo задвчш I

лвдяDlцаrtся рас_

tдl -tд*l =t rn Gc-
{,,у}, Х , I

ilээтоtlу ддя 0тшс8авпЕ.норшI операlора Д
О'"lЪfri",,1"ifr," 

W!Y',
зАдчА ш. Шаfiтп 

Ffff,Еýr,У'
$}tреЕпец капдой t{a проЕдущих 8адач, прпчоr. sадачп I, tl u Пl

в!8пт оптвц8льпш0 8октOрш.
Так rав Фупкцпя цодп (I) вцпу8да, !о Х оодврrilт опти-

r.:a;bнй ве8!ор эадачп I, авалогпчво r содершl оптRцоlьвшfi
,j,eHTOp вадвчи lt. ( [rJ, отр. IБ).

3пачпт, пOотавлоttнше ааддчп uоrвo перефорtlулировать так.

3АДr.ЧА I. Наfiтц *?lAaQ
t;АДАЦ lt. tlаПтп t"rдасlА'цt-

У,у 
о J

Еолп x"tlh - опtпr.sльЕшfi в68Iор ваддчп I, то по слод-
ciвl|ю к тоорвrs J(аltа-Бава:в 1[2J, стр. I55, теорша 2) IoI-
но tiайтп тапоП ЦОtНl , что {a"ry'J - оптиIaпDшьf, вев-
тор задачш l[, /.о У"rИl - Ъп"rri-i"Ш воктор валачи lI.
Аяатогttчво, зная оптпrальншй векtор аадачп ll, шопlо ваfiтп оп-
tиliалъншо векrорш вадаs lll t{ I. llаконец, еслш tx"r!"} -on-
тпшадъныi вевтор вадачп lll, т0

lAl: Cca\y"l <lд.х,Т" tуЪ <lдr"Щ ,

l Дrt - G с а", у"). l*"Ц lД-у"+ . lД*уЪ,
тшс tlro ао , у" являDtOя оп!!|IцJlьltшшп вовtоршrч ssдач
I и il cooTBolcTrfr"o. Такrш обрвош, ре!вппо лобоfi ша вадач
l, ý ллш П обвопечпвао? аахоцlвш}tо п-tАtr-tд'| 9 tt опtl-
шалъпЕ]( Boкlopoв всOх 8тих залач.

i!з вuп.уклостr функшиfi цсли аалач I t: tl сло;пует HHc:.oэKcTlJc-

a

IIб



af

t
Iальвооtъ allI 8аIвчr прш'о!Drщя пIf,rошоаrD В хI IlOlOEnD
IoloIoE, oоЕODаш вд пооIоIоЕа'OIDЕш yrrqroErr пl8Е8о

(r)

(4)

ý 2.. _ I. Шолъ X=-l , Z-е/,, ТогID %nр
/-?1. В ftъg(mрl ЕоIш опродв!яо!оя BBoEolBot'

llжl : ffi|rqлl ( lyo-Tffilycttt),
а в €vc ф) - paвoioтBoll

/lz! - Z lzrill ( ttl = fпt 
tryl ).

Приrошитепьшо 8 alorly сцучаD :

Х - {x,cNl : лrlc{-!,.t} , V1.1} ,

Y - {уПl: уrц-.{-t,.!}, Vt.ИJ ,

ш эадвчш I ш II 8оввро!пвшрушJя сIодупцшч обрааоr.

ад7цlц I. tlалтш чакопlrуш 7._|act,t|l,xc Nl | Еа

швоrестве (3). ic|1-

sАдА,ц lt. лIаfiтш чаrопшхlr Zr/уtмt ' q.сИ j]/ ва

llttotocTBe (4 ).
0чевшдно, чlо ecJlи Ж"t N] явJиотоя опrшrальцшч Dottlo-

роц 8аддчи I, то соотвоrс!вуDцt{I oпTtruaJtbнHll вектороч sаддси ll
явлflO?ся

Ц"rИ] -{ееупагi,lh,,х"сlt} i) "(5)
а

а дIя оптишаJlьltого.воктора вадаqш Il - У2h соOтветстЕуDlцдll
оптиuцлыrшlt векторOш ааддчп I являетоя--

r"t lh , {sсgп 7"rИ1 
, аr И,ilJ .$ (6)

Тпк как залача I (It) лшногоэ8отроuшьЕа, то Bosltosвo су-
ществов,аllие такOго хОС Дh ( у"rfu ) , qlо дrlff

Q * " = { *'. Т, ц'с.t l = х"ц Ij * к, х'с к1 =,;xogyJ, *. MJ. 
)

(0у ={y'.Y, y"r,t -y?;l, L+t,y8rsJ --y"tsl,". /{}cri

о

г) Гt,!iТаэ.l' TtýtTu а

|L?



Ж_! Д *lrr' | Д х'll2, (** ll 
7Фr< tt А*у'tЦ ),

тOгда 8а8 lдtt rlд,х"l;, ( lА1,1д7"//е) . tаrсои

воктор ,x't Ш ( y"t//l) будеr в дапьне!tшеш вазввать точ-
воfi ловашного шаfrспшуча вадачl I (П).

l|BoracTBo В) ((4)) 80вочпоr апачштrаадgчу I (П) шохшо,
вообцв гOвOря, рощш!ь ва rонsчноо ч}tсло шагов. Та8 ааа
llxt=f Дrаjt , ( lAtrt =tД?-улl) r,r rноrество 15 

j
((4)) ошIштрrqво отltоспrЪльшо аtill ( Оr Р11) r ,о дJtя ато-
г0 доO!аrOчво поробратD Е ,tопопrограФпsесrош поряд8о ( l4J ,

о

Я = {. ,f;, x"g11.
- i!-1

Этшх ыlешовrо" - 2' - (

стр. I08) алоIев!!l Iвоrеотва

4 ( i: {у.Y, уril =rЛ .

2r-' )r Talc что прsктt{ческr такоfi
поробор осуцосllllЕ лпllь прI ввбольшпх аначениях J ( r ).

Z. Еслив ) r у дост8lочноволпtl}ttобратпшсяiва-
дачо Ш. Не учаляя обцшЪотшr очи!аеш у а .

Пуотъ Х- - фпкопроваввьfi влечвпт цноrества (2). Тогла

чw Cc*iyr -Сс".r",у"), (9)

где ц'сНl.Т 
? 

опредоJlяоlся раввнствоч (5). Аналогшчно,
при фЙспроЕашttоll у". Y

mо4 Gt*,у."1 =С(х",у"), (I0:
,хеХ

гдо х'сNl€Т определяе!ся пв (6). Такиш обравоч, справед-
дшва

TBOPEIIAI. ll в о пе,с тв о X'Y с оде рtи т
опlпшальншИ вектор задачt{ Ш ..

{-iyJr у,которого х"гlh п у'[И]
сйяЬ-анш ооо!ноIlонияliи (5) { (6).

Решая вадачу Ш, будеш шсt€тъ }tlrcнHo этот вектор, поатоrtу ,lJ

дальнеfiшаш огран}tчпliся рассшстрlпrвн лиlllъ тех вшачениfi биллt-

Hetlпoll ,r{щкgп Gtx,}), котоRые olla Ilринишает на йно-
rrестве Х'Y

Пустъ {-",а'} - tР4кщрованныi,i, а {-,yl - свобод-
HtJil о.[сшентш }rrlошестsа X*Y . 0боэнач}t},

!I8

I



.a

Му ={r"lЧ,угi] = -y"ruJ l ёI)

N*={j. N,хгJ] = ,х"r.1]}. (I2)

(В частпост1,1r цошеt окаватьсяi что Му=Д uлt{ /V.=A ),

G, r,y l - С сх', у") 
. 
уr || ],аг Н, l/ ], х г Nl - yt lh,qgft, l|1,хОtlй,

= - у"rИу, 
,оrИу, [-] ,х"с fl*l * y"cИrl racИy,il'l,t*] rxoc/l/,l/ry

,,у"r И, И, t, аr И,Ну, l|/xJ, хОс lV-7 -

- 
у "с И, /,ly l, а С Н, l"lx t l/, ll, J,,x"c lf , il. 1, х "с И l, а с Н, N 1,х"с М1.

Такпш обрааоlt,

Glx,yl - C r.i у1 = - ?y,'cl{yl ^аг /{y,tVa1 "9or M_J-

- 2 у " г l'|' И у J, о r fl , l'| у, ll, l/, ], а Ог 
rV . rVх J.

введош обоаначение:

А ( М М/ = у'r Пl 
^ 
о, П, й ^ 

жОс П] * 

у'r Рl,П] 
^ т{, F;!,й ъ, l

ТОГДа 
G,.,yl -Gcэ.o,y,l=-2A(Ml,Mx). (I4)

0тсюда получается_ýледушщиfi критершft опЕишаJIьнооти jшя

|,",yJ"{,f,
тшорЪшде. чf оба {x"cl|/l ,у"rЦlJ бп...о

тиtrальннч в,екторош- аадачш Ш.

оп-
ше-

обходицо и достаточн0 вцполне-
Hlt0 услOв!rя

mtrъ Д(П,N)=О .

F[.лl (I5)
Е, ltl

Телеръ пустl, Х"С N] - r!иксировэi,;lчi'l элезt":j:i, !l}iOHei,,Li

i3), ц"tП1 оIlр.j|6ляеЕся раэевстэош (5), а' - ttбitотo.-

рыfi элfiаеiiт шно*есtва (?) n y'={rVnari,lVl"x'till}.
Введеи

a
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a

Доrаэательство сра9у

ПIШХДZ. Пуоть
слошlот и8 разено!ва (I3).

{жо,у'l'Х'Y т а 8 о в r

Mj сов-я8аЕш ооотво-что.т"rN' u увевпяIп (5) -]
оЕ

и (6) }r f,вляются тOч_
ЕаI}l покальнЕх чакошшуцOD аадач
l ш П соответственпо. t) Тогда
при внпOлнониtl 0днOг0 ив ра_
венсЕв:
tO

?,'J.

30.

40.
г0

.оо.
?о.

8о.
А( м, М),. о .

ЛO.iАuАТДllЬСТВ0. Io. Есди
(5 ) пол} ч!r}t

tMt=O, то ив ра!енств 1I3) и

lNl=o ,

/Пl =7,
tПt=l- t
tПt= rl ,

tПt =о ,

l lY1=1 ,

lПt=r-l
tlЧt= /а

Д(М/l/ =ytM,Пt ^агМ,П,Д/] ,хiill =Zиct,Ml -жtlh|>0
icM.Mo

3О. llycTb tNt =]- 7 , то есть М=Ш'{О/ r l.д8 К .-

liекоторый алеrrент N . Тогда r,ra (9), (I4) и (16) следуе,I

Д(М, N),,А(Мк,N,/*f/ =Зr*r _
0тсюда нц осltованип теорешш 3 пслучаеtся Дt l'| , N ) "0 .

zo. (,*о). Если lMl=l (Щt =t1, т0 t N,N1-o(tN,Пt=|-t),
п llepatsdнcTвo Д ( М, N)>О следlо! ив лецшш I ш пушкта I0
(3О). Пунtстш 5О, бО, ?О, 8О доказшваDтся авалогшqво, толъ-
ко sместо равенстsа (5), (9), (16) и тооречш 3 ttспользуют-
ся равепства (6), (I0), (I9) ш теореча 4.

-) фц."rr.r*r*,Щс1-I0iýOт иа теорвшr т..

a

I2I

,



a
Таrrш образо116ол! tцуl подчf,Еяетоя усховпD лешrш 2, то,

пр8lаЕяя в воцу врlдерtd опIIIаJIьвоотш, IоIшо l,tctcalb шипишJrl
lolbпo по ?авпr н . Ц, 

't, 

с l/ , рtя вотOршх вшполняDтся ве-
равOвOтва:

2<tЧt"p-z,2<lП1.1-Z. Qz)
ввадеr яовотоDше обовшачвнпяз
Пуоть СrЦltl - Iаlр!ца о эпоIеЕlаIи

ct N,,vJ - "*rffj{#:;{#";],a"0] 
t (2э)

е а Ф - ( :l',, "' "Оi ; !i.;;;;: /.bJ-;'.'ýj i 1а )

Ni п r,/U; ооооr"о швдоксовs

U'( П' 1,1.1=6. rV,л/r , rcЧa ,9rЦ,il . o}t G5)
К;.{rr,rr1 .N , tf цкл!*!Сi,к.l - lttilt r бс;iл, gг;1"]),i.Н,

ar,jrl.N . (26)

На освовалпп (В) и @а) рвевотво (I3) шоf,шо перsппсать в
впtrе:9"р' 

д(Пil)=lrпl ,сfП,h,пril]. (Iэ)
Справолдпва

ЛЕ[OlДr. Еслп М, F
Ееравонства (22),
в00 пOдIвOаество

удOвлетвOрярт
lIt - n р о и в в о л ь -Nп

ё= lrИt,lfИl,tl (М,ЦJ, 1 t Mi Мr,Д)] *

, l 8 с i, k " ili ;, К;)] , lг Ка " l/1 ;, K;lJ , G?)
d,e }1lд.

т о дсFI, Пl "5
ДOКА3jlТlЁlЬСfi}O. lta основани}l равенст;]а (13/)

д(П,N) = !rl,trl,qtЦ,ll7 , !till +ПtМ.lLl ,ctl,|,H1,}h,tItNt .

a
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о
1,1a опродалопшя (24 ) слоаует з

nrиl ,etц,il= {:О'' 
e'M',j]:i,[ 

,
iчоо" обраsоч,

ncИrl ,ccИjl >ft.п 
{ !,rltr1 , еrМr,.1], О }.

Поатошу

nrH,l,etl71,\lJ , lclih,I 7rН1,4rЦ,i] =

= пrиа , €гц, tt,i Mr,illYx"lhi M,,д,ll.

llB нвразевств (22) олодуо!r что ддя каIдого i. М, ваfiлуr
вя !х:о 

_ 
j.*1/V , ,no 

'rru:rr. ifiji, 
cci,jz]=

= бc.jzJ -, 8шачш!, ддя лпбого .

С с., дl1, ililh, !r;,К;], п,сIа] * ta, lli;, К;g, пrN7., l;)1 l

где К" , Ш?;, /(;,|определяDтся !в Фор}ryr (26) r (25).
Но тOгдд

{ t lЧ, Nrl 
^ 

с гlY ,Nr, NJ 
^ 
! rlV] ,-

,- Z 4сr, KtulV'ci,Kttl хпгК;чili;,Кtfl,
t< H.Mt

0Iкуда сле&уOт утверlдOвш0 JIOшllш.

сходшшлш рассуrдопlяшlt rотав'авливаотся
JIEIIKA4. Еслш М, Г JдовлетворяlOт

ltopaaelIc!Ba (Z2), Гlr.Р1 , |lz.i,t.M,

f, Z ,,",rъ {,[cllr'1 ^ 
{г/,ц,l.t, Xct'"lzl ^ {t,'lr4l} 

,1

lJ €t,, K;u,l'i;,Ktl] ^nrKtuN-ci, К;1], (28)

iбMrH.,}tz

т0 дr Й, Nl,-t .

L?,

l





о
б) В протпввош сду,по ( Jc" \ У" о8я8аЕц сооlвоцовшпцtr

(5) ш (6)) первf,тш в пуввsу 2'.
Zo. Пршшевевшо 8рп!орш, ловалъЕого шакопцуча 8аддчп I.

По Форlулш (16) ш (I?) ваfiтп Мr,...,l,dо;зrt{l; проверш!ь

вшпоJlЕонпо уоловrrя (I8). а) Воаш оЕо во вшполЕяо?ся, пер!тш
в пушrсtу 3О. б) Еслп ово внподЕяетая (по !оорошо 3 ссОс fVJ-
!очка ло8альшого цаfiсullуIа зада,ш I), пвреilзп к rryBrcTy е".

э0. Ваfiтш какоf,-вuбудъ ._к , длл 8оtорого ý ГКJ' Ч.;ГJfJJ
полошть .IО равншц &К пв цвоIесзЕа (?h ваfiтr /оЪilо

цО по форrуле (5); воршутъся в пупкту I0.
О 

ЦО. Прпчешеншо критерия покальшого rrшtсшшуша ааддsш lt.
llo Фощудаll (I9) ш (20) ваfiтп М,..., Nr,qсlllэ проворить вц-
поJIЕовt|о условuя (2I). а) Еслп ово шо шпOдЕяется, переfitп в
пуншту 50. б) Еслu оЕо вшполняется (по !еореI0 Ц УОЕ М]
!очка ло8альвого цаffс!щуIа ваддчп lt), то, {*',У9 - шокоlдй
ве8тор. IЦ часть вашоцчптЕ, пероПти rоПЕчаоiш, ЙЙварштодъво
вшработав шатрхt(у бс Н,flJ по фощуло (23).

50. 0предолtлть кавоП-вшфдэ ý r для tсоторого |rýJ.
4}f,1 1rч ' '*n1. у' пв шпоrвЁтвв (s)l опредеiштъ

tвo па равонства (6), iоааrая t BoI чО.,!Е; шаfirи во-
во0 у" lrв (5); ЕорцrrDоя к,вунrqу IЧ

3дхвtшlltВ. В процосое прlIоЕовпf, I частш алгорФча шовшо
аапIOх 

^ {-iY'} поЕвдяDвOя Е цушrах 3о, 50 п в ол5lчае а)
пуншrа Io. Вовал аапrOъ, Gr8Еп8fая orapyD в п5rшrtах 50 идtt
50, содерsп! вевгор, обоопоsrвашqtfi по сдввЕешtrD с ве8шроч
lta cTapfi 8аппсп еrрого боlDfое sшачечо Фуцrщrв G зХg) .
Еслш вовая 8шпсь.пояЕдлась в п5lшкtе Io, то ив форrзrл (9-) rt

(I0)
G(r,у' ве

сIедIеr, ч!0 оOоrtеlorвtlnцsg BOBOg аЕачешче фушсцrп

p0ry ашачешш.
Еовал. Тогдд
Dсш Nс

ньво

- laOIeG

Пусэь
Gс

оЕарго
{х",

х, иl=G
r"оО 1le;

сrар8,
Ч-G

что 0ш0 paвlto ста-
8аIIхсь, а {*,у| -з,t (цО,gО)

, !0 из пре]щлуцвго p8вeнcfвa вч-
,екаоr: G (*,уо) -т-ч l у"е l7l,acИJil- Q t,хl у,) =j.N

= r],t у'с /,| 1 r а t П4 r' j4,*1 !О, lt, а С /V4 J/,

т25



0топдв слодуотt чlо

у"с HJ lat H,1.1lr] =оrlV, Nrl; ,x"cN, No.l=-lsltl.ilrly)

Тавшш обравоlr, в олучао соцаноttшя водltчпаш GСЛ?У"Jор"
пероходо 0! ..rоr^rJ в xcNl происходзrт !олько 8шrена во-
коlOрх коордпват, раэшaх - Irкоордпватачш, раввыш, I. Поэтоцу
BeвOвlloшlo вацшзлпваапо процеоса. Тогда ша теорешш I сладует,
sто t{cKolшfi вовтор! подчивяючDrfiоя условиD лошш 2., будет паfiден
чаро8 вOЕечвоо числ0 шагов.

П часть. Идея BTopof, чаотш алгориФrtа состоит в Tolr, что
дJIя пр}шенония в наfiдоttвоIу векrору tсритерпя оптиlrаJIьности
(теорешш 2) цотодох ветвеfi и грапt{ц осуществляотся веявншfi пе-
ребор всевовчоrцшхJар подtпоrосlв ltвдексов sшдg ( N,Iu| ,ГЧ) п
ваходптся А< М, П/; 1 ff опрололяотся иа форrrулш L29l),
ltлlt вго вшшtяя гIвнпца. На освовавпп лецш, 2 Д( М,N, пцот_
оя !опьво з 8ош случао, когда Н подчпняется условпяr (22).
Воопольвуочся Toputtнallttз решевпе, частшчвоо решенио, прдол-
tввшо чао!R:lнOго решовшя пs [I]. IBoTecTBo решениЛ, продол-
IаDцш( даlIЕое частпqшое рошоппе l Hl, Н2|rобозначается

9'l1.,|Ф В качостве IвоIвотв, подЕергaDщlхся ввIвлешrlD.
ва$ п Е frJ, Оулут Фигуршроватъ ОС Мr.Мrr. а Е 8ачбслтво

опособа во!Елевпя - ЕалшчоЕпо BeKolopoTo ш8декса jc М"Мr'Ц
в Мд rлп М2 . Пршшиrаетоя схеlrа одшсторошнего ввlвп0-
нпя, подобвая схвчо, првдлоrевшоf, в EJ для реапивацt{ш аддш-
тtlвЕоDо алгорпФша Балаша [5J, прпqеI прш построов}ll продопrc-
BId чаолпsЕш( ршевпfi .раосrrатршваDтся, .пова вовшоtЕо9 прO[ол-
Iавltя о увопх,IевчоI длипш шпоаоства Мr. Ша кацош получев-
воI в ревультаlо вв!шения llвolecTBe решепп[ ?< Мц M1')
llцороя шпlвяя граппца д!я ц.'1 Д ( М, Nr (при-

rл],r.йl с P(Hl, lfu,)

IеЕяптся лешш 5 п 4). Вслr она оtсавшвается неотрпцателъной,
шшоIеотво Р( Nt, Nzl шв дд.пьнеf,шево рассцотрgния исклD-
qаеtоя.

Еслп швопоотво рошоний Л Hr,l?rJnonyu-ocb в роэуль-
татв вOт8лOния llри п

С УВеЛ'ПЧеН:lеШ ДIИIl'rl

ерех
Nt

0де

ределяется из (29) пр}r

перебср прекращвстся.
м

*) Сч. приЙечанпе lla стр. I24
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ll прOдолкенио частичllого решения
ищетс' Д( Nt,lt1 , где lVr оп-
= Н1 . Fiслп Д ( fir, Niz2, уо

t
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ltчоя в вшлу в слщаLсущесtвования речtоltия (П,М'Ml ,
дJtя которого Дt М,М)@, кщ( шOшlо ct(opoo наfiтп это реше-
шшеr а в протпвЕ0I случае шaIC шOшtо с8Oрео убOдttтъся Е 0Ео 0I-
суtотвип. целосообрааЕо упорядочпть эJlоlrевтш опешlDщtlч обIваочз
Ддя ваlдого ie lЧ по фошуле (25) опрдедштD /Vid,Л) оПУСТЬ 

М ={r.l,|, ll'ti,Д) *Л} *4 .

(В протrвшош спучав t*iу"} - боауоловно,оптшrrцльшd
ве8тор аалачп Ш). Шуrво ваЙтш-вакоо-нпбудэ iО" М- l дIа
кOторOг0

8 i { N i i ", Аi, I с l|t 7 i3 lL l l " tff_ !с ;, ll i i, Д9, n r il ii, l]il,
ёl=СО . Еслtt 0rri.r..., dд

т0 следуо! наfirп кшзое-вшбудь i
ш попOшtть

l M-l>^ ,
yro

a

вшбранш u
дJIя к0!0р0г0

/ с i.', ll/ | ;,, д, у, il r N с i i.Д;J. =лltп. !с t, |/,i;, дlJ 
^ 
х с Ni t, IL l,- jclt|,l ttrr..i \J ,

tl полоп,lть t1,,1- Ll , Еслш tB t |l'lЭД, то наfiти te ,
дJIя кOтOрOго

/c;'i Ку1 '!rKrl,=,fr':r{:::,*ii- xcKi1 ,

!l ttолощть i1*1a L'l . ( Kt оlIредедяе!ся форхулоИ (26)).
На основащttt Jt€ll.tl I в алгоршфчв перебирgцтся тольIG. 

'о 
r,.-

шонttя ( М, Мr М), дlя которшх il,.-M
3шшсь во второfi часlш алгоршфша содершлп )

Mr=ti.,Le", .., Lcl}, д=llvl1|, Мr=У.rМrц

i*"I,Ъ;;ff #;' r:!n"; ":; {t;I,4,'#, f,!й;l, е,} ф

;:?;,Ж'ЁоI' -!ffiffi' i*'#di;Jl]i* 
опредохяотся

_lЧt={ir|, ),!, Ма= Ма,"л, 
0 =!, ДtМr,Nr1=1.

{= gсц ,ll?ir,/Lt] , !гlVl ir,l.)! *

*,T.,!t i, Ktuilic, Кс р в n c КrчДl?;, (c)J,
rc Mt(d.}
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1до rVii, &t, (с опроделяD!оя раDевотЕаt|п (25) п (26), а
О _ рsвевствоl (Z?). Д(Нr, Nl) ве Ешччсляется, а просто
пOtrапао!оя раЕЕцI лпбошj ЕвоrрRца!ельцоIу чпслуr ,аll trаЕ

l}t|=/ .
Правпла.пор€ходд от одвоfi вшпси в другоfi.

I0. а) Еолп Д( Mr, Nl}aO , переfiтп в пуяlсту 4О.

6) Вслп А ( Mr, N4{, t zO, переfiтп к пунвзу 2О.

в) Еопr А((, Nllr.O , ё >о , пероfiтп к пувкту 39

2О. Еолш )<р-2 , ввлDчпtD в N1 il.,L ; т.0. полоIштъ
а(.r= itrr.{, i обрвоваtь lulzл*t-Л "; шаfiтп новое вва-

,r"ir' 'Д( 
lЧl, N) l вшчпопшть вовоо Ы по форqуло (2?),

ослх Ц - il , ш по Форryло (28) Е протшввоI олучао;
поЛОrштъ 'rl раввш z\+l , fr - д*l ; ворнуться 8 пувв-
ту Io.

б) Еслш Д= F,2 , переЛtп в пунвту 3О. (Так Katc в

alor оtlучав '.Р( Мr,l'lд)дрочв _ ( |L, М'Мr)r"ооl содор
Iатъ ,lиl!ь такшо ро!tонпя ( М, М,М) , Е коlоршх М ве

удовло!воряв? вераэоЕствшr(22), !о ооrь по леrше 2

5О. а) Еслп l, / , то пв М t хвъять ieli Iнохество

Ма апцушроватъ; " Mar-r добавtлть. i4 _ ; полош!ъ

^ 
равшr .l -l ; паfiтш цовоо t ; вовов Ь вшlпслить

по форtlуло (28); Еорпу!ься в пувкту ID- 
bf Boo,i А= 7i'- '*i;,ril;iЪrй} _ 

,оптицалъвd

ве8тOр;

il Дtl , | Д,О leF, lrШ ,!с lЧ, Nl , il с lll.
4о.
го

Вшрботва r!л5lчшегоП воктора. Наfiтп 3 , дJlя кOторо-

lVr= Nт пэ форllулш (I2), то 8отъ подош[ть

8 с N4 =.r 
од l!l1 , .х с дl, NlL= -эсоrlV,Ш.l l

полошить ,хОс Nl pirвHшx паИдевночу Лс Ilfi i 
^ у"с lЧt

опредвлить ив равенства (5); вернJться к пупкту I" - 
первой

чао ти.
l[B (9) следlот, что получепншй вектор обвспечпвает
tnnf Q<:|Y) , а вевтор {rill , чrc у таков,

.,rоY" Ц=l'Qrаа раэсrlства (II) ПлучЬеШ стчроiо вектора

FЭуt па осношаiнии paiзeHcTBa (I4 ).
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ý ]. tlopro* линвfiшшх опвраlоров, переводяцпх lrt1 
" Rл

п &t' Q^. у,I. Пуоть пЬпрошоцl Jlrn1_, по Т- kr^ - tDsлпдоЕo
проOтрвпотво. Тогда Z- F|, Г- €l . В aTor олJчаа поIу-

ДGсt,М; r,TclVt

на lшоtооlвo (r).
Долп J HeBoлltKor то вsда]lJ I rоrшо ропштЕr осуцосlslв

перебор алеIонтоD цноliоства Х , ваr, продJtагапооъ в порЕоI
пуНКТ0 пРОДrДУЦ€ГО .lаРаГРаФа.
Еолп J волико, то воопольаувшся oqовидпшI рsвовствоU

lд*rвt-йБТТ=йБГ,
п9 кOторго олOшlOт

(д А з, э.'

чается 0лодlощая

аДДАЦ I. llаЛтп rапопцуr

iflr. (r0)

ш обов:lачltц соот-Введоч в рвссlот
ВОТСТВУDЩУП 0llУ

сссХ
D=A*A,р8нп0 0пера!ор

шTpnt\y dг il,N],
9. rou-4 d.rсц -аtН,аlвасl'l,jt,

Па осRованиu р8веЕсlв8 (30) вавлпчаоI, что вхосlо вадачп I
чоrgт бшть реш€на
, SЦАЧА IV. llаfiтш rакопrуr xcNl rdcN,Nl вrсN] па
rпоf,ослвв (5). Но d.C ll,ШJ - спшrотрпчшал пэло]lтольtlая
t|аtриIв. по9тOrу ([6J, стр. I45)

ytr,x t М1, dc ll, N 1, а с l|h "$,ii, xlc 
|t1'.dc N,/У1,.тrtl,

прич0I волl|

ryа{ ycltt, d, сЛl, ltr, *с N l =у% Ml,drfil, N], аОr Nl,
{B,y}eli1

то .тод Nl п у'Е l/; явлпптсп опт}tIальншL Bot(roprшl ва-
дачtt IY. <'

Такич обрачоч, pollвHt|B ацдечп l свелось к рввенпD sодачп
ill пэ преlщдущего пцрцгрtlфа, а ltoTopofl роль чатр}lцш аrЦlЦ'

T::'ЖI;l",.*o.;rn' 
'I. Rl , z= /д . тогда %о,

% al о Д.&r-|. ii э?оl, случас отаDflтся следуо|шI обравriш'

I;l9
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Д ( М. /V., N) = 2 rt N^l,d с 1,1r, N, N_], жос lt, l1,1

llввдеш

ArrNl -rОt,[] ,drЦ Д/, ill , аОt l|, ilJ

Пусть
пOл(,iено
ливш

(r2)

Тогла равевство (l4) ааченяотся равенсlв0I

С r*,-1 - G rri хо) = - h Лп( N),
и критерий оптl|lrальности векlора эсОСШJ дает

TEOPEIIA2 . Ч т обш Jco был опт иltа ть ннм
зектOроu аадачш .IY, необходtлlдо п

лOстатOчн0 выпOля9flше услOвI,18:

ff!ffДпс,У,=о,
Теперь леrrrа I

шоR 1':
ча пролJдJщего паршрафа ваrеняатся леш-

ДlVl =Дл( N,П) .

llазовеш {fuxia") лOfiальншll tlaкcиllyшOш аадачи IY, ооли
(аа",хО) >(D.х\*') для всех .Т"' tta lrnoaecт-

ва (?). Введеr в pacciroTpeниo воктор Sr N' , у fiсloрOгo

Jr;=^!qi), j,N оэ)
Тогда критеllиf, локального чцксltrrуша аада,lи 1У дает

тшOРЕllАэ Чтобы JCo бнл точкоfr ло-
кальног0 lдаксttшуr.а аадачп IJ, на-
0бхолltra0 tt достатOчно внполпе-
ние .YслOЕи,I

gг&) >." OrNl . (5l,)

8t N,Nl - Йrоru", оIlределяешая пв (23), fдо
q Г М,N:"drЦlVl , y"rfVt , x"t NJ . справвл-

Л}itffiА3'. tl устъ lVl
ltодultо}tсств0 N,
етсл из (25).

-llpOltaEOлbH00
Ni N,,Nr10 It р е д е Jr я *

Е= l, дlrt * {r Nr, Ni N,,Лlrll 
^ 

n c fti l,/r,Nrll n

l1]



(35)

,

ý

+. / rLrL{ilrlrl r8rЦ,il, !cNrl ^ 
trllr,jd * trutje flr!/rl lt|.

" ! Z л, €.rr,l!с;,NrчУrrl " ntilit,Nlu l!r11.а {cfl.fi|.ilз _
т о г д " j,aПpt.

ШаfiоЕоцr lllдоо! lrосто лtсполъsуечая в далъчоtшеш

IEOPEI|A5. Еолп cLrlt,Nl -о rlIll0 т рш ч ц8я
пDпOt}tтольная шв ос обонпая_ Iат-
рхцаr !0 для лtобшх .тО, !'rХ r*О!!О
спраЕOдлив0 нOраtsOвс!в03

с9.rЗу'). mах { С Dаizl,c D y",y"lJ.,
дOкА8АтЕльстФ. пJ9!1. F= f; . лt! 

,JT, = *orJ] JТоrдд yoclt|,1ll ,-rОсl[,Д/l +0гДI,|IJ' 
'

{Ю а,|у") 
77Х 

й, dc П,il l 
^ 
r'rП, *

t у,сЙiUr!,fl.frлl ,а!сll,ill ,!"ttl! l"Сr,?,0 Пт^

х,хОЕ ll1 + 
уОс 

ll, Nl, d.c il,N, lt''ltl,лжОс N, N] .

i.pn stоr Nornl ^ 
d, i, Й " 

*'с Й *

=.тос fu ,d,c n,Пt,*"c N} = у"с ф, *:-i,Р7 ^у.с il ;

у", Пt , !,i, 1,1,ПJ ,.'г|V.F1 ,утl/,il,lсl||,Р,fi1,а1Рl.р

.r "r Л.l, d. с F, l!. il l, g О 
с ll, l!-J rз "с ll. F] л d r l!. i,Л; ** i,frl.

Lrz











a

!Ш соотвототвJDт оператоЁ Др е t?lj-+
- нбпоросвкашцпооя подrноаества .N ш

очовllднOо Fвешсtво л

А=#Аrс,
Прочеаура упорядочив8шпя алеионтов rшoreoTBa М проводится
сJIедуDцхrt обравоч:

I) llаf,ти какоЯ-нибуаъ jo r лдя котороrо

лаrП,j 2ld - rff lacЦ, i tQ! ;

нчfiти какоfi-нибудъ j'ёW,ti'l , для которого

ll Ду,i,l'il= 
trfri,\Дff,j1ll ,

где hчr, j } оilрoделflются .ilорrулой (38}; а

tl Д11111tt- 
^u* {Й а гi,jоJ ,"t,аf|,(flaci;o] -ur,,iltr)*l,

{-3i.fii"] *;;S

(40)
п0.,rошить jr.jo, j".j'

2) tlаИтл j'. Nr{jr,irJ r дл8 которого

lас M'ixJ'q - 
,,'2'fr{r.,j,|lac 

цjllар ,

наfiти j'c /V' { jr, jr, jr } l дth коlорого

l Дff,r!О =rfr.,fi,,l 
!ru,,il 

tt ,
полошитъ Kn=j", K2=j"' nобрirаовать p={r,,K2J.

ф . Itоr,д1l Р, ,..., 9-
е Ш'U fu'{ir,ц лля которого

образоваrш, наliти fa

l аr М,11 l'o =jYnP"pý.6;,j.J lt а с N,il t2r,

j 'М'! B'{ir,ir,I} , дJ1,1 кото|}ог0

I AO,jl 
iTД,f ps:[j., j.,jl ,ilА{i,il 

u 
,^

llijll Tl'l



где ! Дri. ill определяDlся ФоршулоR (4u), пoJtoedтb

K1-tl.i''," l Ka*rz =j ; обрзоват".. К'Ъ {Krn*,, Ka.ta}
Ilрочесо аакончшть, когда шшо:rесlво l/ будот исчерпано;

при эToll в случае нечетпого ! посJlедfiео обрэованное под-
lHoIocTBo lдшоfreства lrt - Kr содерЁит только одив элешешт

- Ко-а.
3) Полсrrrть js = Ц-z tj7. K1-1 , . . . ,jl = ку ,

На осltовавии равенсtва (59), (38), определвния tl свойств
порлr лшнеfiпого операlора спрirведли8ш

ЛЕltllА5. Пустъ XCNI -u.ле,iiент шно-
Iос тЕа (3), N*, /V_ -оОпрсдвJ!яются
форlrулацп (3'?), л ý

Л/r- А/-, Nr. N_ , Nп uNr={j,1:},rИ# ,

где К' -шttо]кества, llо.iJчеlrнuе,Ё
процессе упорrlдочиllаншн N_,.

' 
ci= { Z @r r, Ni, Х, с lli - а с i, NzJ 

^ 
П.r llЩ f}lё, Арil .

ti

э

,i;lx условиfi лешчн 5

'V, 

u Nе={ii,л,, о,;*.__.} Ki5', 1

d ={t!аri, N1^ lcl/,1-.,ci, W, {,i'Mrlf JЪ *

- rЭ l Ау, t + tlqr M , jl-e*,el l|$! ,

I
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только таких рсцlонufi ( lV* , /V- ), ,, ко!орчх

2. В прешrагаеuоI алгорпфшо зsпись сOдорхl1!
Jl . IU+

о

Nп = {i,,ir,...ljo_.} , {,о , Чlt= Дсg= t, .:,0.).,t,"li

d-o , аосN1 - iсl|h,l Дrоil=tZ lcrg,fVJ ,ilchtP|o-

Правила перехода or одпоfi 8апис}t к другоf,.

lЭ. а) Если d>l ДХ"| , перf,тп к цдlнкtу 2О.

б) Если d < П Д 11, пореfiти к пуtlкту 3О.

20.а)Еоли 2<) ,вклпчить ц.4 , Шr; обраовать
Ма., ; на;Чти поDоо эвачение'-d и8 равевс?ва (4I), ослп

[ 
-ишеет ту to чвтность, что п l , п.пs _рвеяства (42)

в противноI случае; полотtlть l равшшш ,l+l ; полоr}tть

} paBHmll t*-t ; вернутБся в пупкту I0.
б) Если }=,,) , то естБ час!пчное решовие 1 lVr , Лlа )

является решенлеш, образовать повыfr реворд, полоrив

а"с N1 - ДгNr,f , тог /V2; ., llг Nец, il Дх"il=d,

Nr{jr, jer,",, jcrl , ,l = lNtl,
hlr=!,M.r.: оо1 1'!ц={ir.Nr, el ./.Q,"|,

} Д illrl ot il: |i б , определяоr(уD пв равоаств (42) илп
(4I), "п лнфорвцчп о рвкордв - лучшшfi lа ваfi_депшrх пова
ur*ropo" 

- 
*ОС Ml п норцу его образа l ДrО| о

IIачальная ваписъ:

переfiти к пункту 50.

3О. а) Еоли 
^> 

l , то иаъя,ть iэ, ltв i/r ; шоIество
l,/2д аннулировать; в ila1_1 -йОавrrть 1q ; п(шохшть

Л рвншrl )- t ; вычt|слить новоо t , Ъаfiтп новоо значо-
ние d. ив равенства (4I), если t Йlвет ту IB четностьr
что и i . }r из paвellcтвa (42) i протl.tвнош случао; вер-
нуться tt пуttкту I0." ;' u.rп l=/, персбор аакопчитъ. r%l'b, фигурt|-

р.ующий ,в эаписи оптиш;rltъttшfi Rектор, ll Дtt,il ДХОl .

3А}ll,ЧдildН.' ilск.цю,lсttие }tз pilcclloTpcltnfl Boэlrollto большего

!]9



чrсда lнoloclв GуqвOtвовнo 8цs}lсп, 0! t(ачесtЕа Dчоредшого ре-
корлдt фшгурrрущег2 в эаписх. Поатоцу цолоGообраsпо в слуqао,
вогла в (40)"9'Аg Э 

r- Ati.;,' | ,{й |cýi,j ,1-att,i1lP}t 
,

aaloш}tlb l|sтpxtly аЕ Мrф rатрrrчоЛ Е r Ц Лh , у KoTopof,

d с М, 7 = {1','i;!,,, !:l,'
У соолветстЕупц9го atoi повоil Iцrрхцо опегаlоро f,'m1-€t
nopla Fвша ворпs операtсре Д , " 

шовцВ оlшшrалънпf, веrтЬр
оtлlqа9тоя оl llскоIого лtl!о зшцtзош одвоfi шоординцrн - aгj'] .

3. Топерь полошI .Т=4,! , . Z=fд . тогаа ДСt!-tр,
?:-пr^,GСi|.' rлдо p'rono",oro t*#=l ,и

A'i^t^- е.!: В ator слJчцо шllo:firecтrto (2) приобретает

'iuД 
n..

Х ' {n, l|ll,Z t* cittP < l} , G,)

фунrзцrя (I) -
tca = ё"lвсi,l!1,ас Nll . (I' )

ЗАДАtЦ I, предсlавллпщая собоfi оtjобценiло эrrдачи I из
пушкта 2, ý 3, Форчулшруеtоя следlпщпш обрааоr :

Найзи rаксиrуr фуrшчrrr (1') па ultoxecтBe (2' ). ._L
ЗАДАЧА ll. Шаfiтl чttttсшшуlt { |otycПt ^o'rN,i]f'|''

на шпоlество (0). llo ато задt-qa I шв пувкта I, в которой
llатрdца аЕ N, NJ аашеrrена TpatlcпoцxpoButlttof,, п lrноrество
(5) - шrrоrествоr (4). Вслч У"С N.l - oптиш&льншfi всктор
этоfi аадачи, то !9'9" 9Чgr"' - 

l А t= tl A?'rf = ! Дх.!€|^ l
.тогдЬ - 0птшцалБнd вввтор аадаqш l - шrreeT коорди-гд0

патш

/Чl хасМ,j ] lP',L.si
*"c.i] =

I40

ll /.ll

|11lаtN,i1)
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