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ý I. Ввеление

Расс ма т рива е тс я сл едующая зада ча оптимал ьного управJIения
динаt!ической системоli с дискретннм временем:

x=i/.or-_z;/.* i4; (Li)
l,t

Э/,r= a p/*|l/o/l , 4- а,, (L2)

ur ( Ql, (I.з)

г,fе /=4rr2,... и при ка,шlом l>O .zr. aj и Zl - элементн
вешествеIIных гильсiертовых простра""r"'Х i U 

"dor"eTcTBeHHo,.rt - i{lзоRыii вектор, zl - вектор управценияJ ki Ьrо- ""-даlilая послеiовательностf, векторов' П 'Х- х, Gr-' 0*Х .
За:ача ( Т. I ) -( Т.3) , прелстаыlлощаЁ собой зqца,iу наи.Iryчшето

].1с*:енt|я за ;Iосле.]овательностью t_-i Jrro , заключается в на-
хо},-1.ении такого набо5в векторв 4r2rr..., ir_, (оптиlrвльного

1,1i::аtсения) , которнй удоыIетворяет ограничениml ( I.2), ( I.З) и
:остаы]яет минrWм фуrкщоныry -/.

Сфоршулированная зацача нередко вознпкает при синтезе сис-
тем упрашения. 0днако ее Totнoe решение (дапе в сJryчае, когд8
Х, U конечномернн) прелстаыlяет значительнне трудности, в
связи с чем возникает необходпt/юсть использовать разллчнне при-
блlценнне методц. По-впппмоллу, одпн из первю( и широко пзвест-
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ннх 11риемов пqцоdчого рода зэключается в следупцем. Рассмотрим
задачу

lэ, - -ci /= /Еrq + 0о rul--z|/* 4, u с Qo,

и rrустъ Zо - какое-либо ее решение. llоiIолtим .ir=f,rd+QrQl
и рассмотрим следухrцJпo зацату:

lc"- oill, // П16, 1+ ý,ru)- ri / -*/, u с Q,
решение которой обознашпл через Zп . Продоltлая этот процесс
далее, получпм последовательность управrIений 4, 2rr..., 2r_r,
котоtую моfiно рвссматривать как прпбrшлtеЕное реluение задачи
(I.I)-(I.з).

Разллчнне аспектн тлого метода упраыIения пзучались мно-
гими авторапца (см., напрлмер, [l-ЗJ). Слелуя [.Z,З], булем назн-
ватъ указанныfi приФtиженннй метод решения задачи (I.I)-(I.3)
методоful локальной оптимизации ([4JT0).

Целью рботы яыIяется исqпедование устойвлвости системЕ
(I.2), заtчч(нутоl! l\10.Ц-упрамением, оценка разности мецду нишrей
граны0 функrшонала J в задаче (I.I)-(I.3) п его з}lачением при
lvЛO-упршении, а таюке описание K,Iacca задач, для которьtх по_
доdньrй метод упрашения оптималеtt. Pпt результатов настошlей
работы анонсирован u ГЦJ.

ý 2. }Iсс"ледование устоltч,Iвости

В этолл параграф ограниwIмся сJryчаем, когда U = Х и

рассмотриilt спстеN{у вц,ца

2/rr=Г(ý/)*Ц/, /=О,
tiулем счлта,гь, что посJIедова,гелы{ос,гь

/,2r.

t-i J
наrЦется последов.?теуlьнсбть упрамешfi uiс Qr, l>o l для
которой внполняетс.q соотношение

,,ti,n=Гr.ail.*ui, (2.2)
- с -,т.е. петIаемая траектория Irl )t, о реаlIпзуеrtа сцстемой

(2.I), (I.3).
Скалем, что lrtlJlO-слеЕекие яыtяется устоfiпвшrr еслп для лю-

dого решенп* [g, Jr ro с начаJIьннм ус.ловпем .2r, сIстешц _(2.I), з"r*r*уrЬя tr.fid-упраыrон!вм,lз того, tlтo lao- ai l' ё,
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следует y lrr--zi /.6rаl, гrc 6461-* бl
tlycтb вшполненц следушие условля:
d) Г 

' 
Х* Х дпффрешируема по Фреше

И >О Taкoel что

лрп [ ->О

и сущесI5ует

7 Гiс,s- Г?оrl/l< М /t, -z"// |z,,,z"€Х,
ll аr= Q= lr cX l/ral, о J , п,е / ,Х* R - р"ry*-

лый лифрешrлруемнИ по'Фреше qуЙrцонал, 'и сlществу* L '0
п гТZ >О такие, rпо

l/'ra,l - /?.r"t//< L lar- z./ Vc,arc Х,

4^ //Ъ)l= rTz -ol
-rc ёQ l

где 09-{aeXl/ra0-0J.
с) ,q /Г'7а!2/= С,- .,rо ,

тlуоъf ={,l ,o/oi(*?/QJ n to- i./,:1*oo,
d) rсло l, / О , то поJIохям Х,- leo ./'rzj) , Х: -

ортогональное допоJIнен 
"L 

;' *;':"ё i'*Xr,'ёrr/i*yY'l
соответствУющие ортогональrпrd прое-кторн' l !а, |..., t"- r " . ьу -
дем предполагать, что

, sчр l Pi 7Ъ) (2r -,2; )l = 0 ' У,

tet"-t ! /

TBOPnjlA I.I. В п ред пол охе нп ях dl - Jl
слеfrенпе за последовательностью
{ri}rr" ПРП ПОМОЦI МЛО -уп.ра вленrя
в -сrстеме (2.I) устоfiчпво

Сделаем нескоJтъко заlлеsанпfi по поводу усдвпй теоремн.
I) Вследствие ЕнIrуклосгЕ ш замкнутоста !/ М[O-упршение

системой (2.I)) вяегда суцествует.
2) Условие / ) означает, tпo повер(ность iQ ом"лr",

опрелеленноf, "ртулярностьD". В частностп, в конеqномерном сJrу-
чае, еслil 

'/ 
ограничено, то это условие раввосиJIьно тоfiцr, tпо

J/ - внкуклое гладкое zс -мерное шlогообрзпе.
З) Покалем, тго условЕе dl суцественно. РассмотрпtU сJIе-

дуюцtлfi пршlЕр:
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r,де

2/rr=r!-r7+u7, urC О,

Х=R',

д"( i ?-"), /->о,

Q = {{ur'u')/ca9'*(//2t12'-. y'J,

,"=(q-с), ёr6ti -r! = о, la о.

т<rда //r+-о, l > 0, Хо= $u, /io,ol= {c.rI z'l/g"= О J.
iегко убедиться, что ll Р:А l> /tl > / и, qледовательно,

ус,гUвпе о( ) не вцпоJIнено. Цо определению МДO-упраыIения имеем

l.z,l-;; /А.r,*ц /= лт (а7'*(а"-е6r**)О)/.

и поэтоlчту/.с, tr.5 (+а)
lzr/-е (y'+'4st,-+ -

Г, п,юда еразу следует, tпo Zl = о ,

Пr.'ЛО.ПltаЯ ЭТП ВШiИСЛеНЛЯ, ПОЛУЧаеМ, rПО

пг.. f +- д.lIялюбого ё>О
Таким образом, систе}Iа, замкнутая t{llO-упрыением, мо,кет

оказатю( неустойчивой, есл,I не внпаltнено усJIовие /). OTMeTnr,
tпо в ,€ccMoTpeHHoM примере система управJIяема (для проверки
моrшо воспользоваться, например, критерпем из f SJ).

Доказателъству теореIчту I.I предпошлем следующее утвеIдценпе,
прqцставrIлOщее, возмоrfiно, и самостоятельньгй интерес.

ЛЕIvlvlА ("глобалъннй"вариант теормн Люстершпса). П у с т ь

х-
ф

н

транство,
вещественное

/,Х_-
г

R
ильбертово про-
- выпуклый дпф-

Фреше функIlио-еренцпруемый
ал такой, что

по

l/'ra,l- /?rr2!" t l,r, -,zr/
дЛя всех g|rg2aХ и некоторого L'O

h/ l/Ъl= 7Tz > о2

" о " afrffo'c Х l /ral= oJ, Q = |n rХl /rol< oJ,
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тог,па ес
от ,2 до

.ли р(е,Q) - 0асстояние
а ,/в= {.сХ 11.1,7}, т о

рrс, 0),.i Дrо,, е с л п oc Q*ff B,
I

!rо э ,гп22 r,/r-l, о1.

доказателr,ство ,теммн мокно пс[учить Нд том ftе tryтп, что и
классическуr) теорему Люстерника rcM., напрлпиер,[6J), и поэтому
мн его не привqцим.

ДOКЛЗЛТ&lЮТТ]0 TFOP|rT,4H I.T. Прелполохмм сначала, что

lo. * 
- 

По определению }ЛjТО-упрамения и в силу (2.2)
и}Iсем

l|rro,, -.l!,r l= д7/Гссlо)+/z 
- -фr/-rz2z /rrcrS-

- Гrаil * Гi:ti,lrч - ui n u;,- -i,, /= 
(2.з)

- rnir lГrеl l - Гr-i) + u - u;. l.
чсQ 'о

iслц l" - О , то, выбиJlая .lfo тдк, rцglбц tsеличина ll F rс") -
- Гrс!l бъLпа достаточно рIала, поrtучаелr, чrоl| сr-.z|/=О,
r.е..r, - ci Отекtца lJ сиJrу предпо.,IФ{еItля Q.2) следуеъ, чго
.Cr.Zi, t >О , и вэтомсJryчае теорелладоказаItа. ,\- ПуЪть to 'о llgtcaжetl, что сущ_ествуrет такое о'6 < /
(не зависящее от последовательности { *i Jt"o ), то спра-
ВOЛ;lИl]а OЦeHi,:ij

ll-;;,- r;,l, ýL t",-,,f //, (2.4)
В си;ry условия С)

Рtrо) = rrz !), F?а i)r-e,,-T:) | lt (4о- aI ) ,
тде Zl = Uc,-,-z!f). отсtOда и из (2.I) (см. таклв условпе d ))
имеем

/ с, -ai / =,7rl2 / rrж ) t Г |gЭ ( 4 - g : ) + z.| (.с с- -е : ) + ч, t o! +

* u!-.zi/=лТ //rf aiXa"-all -u! * ц t' tt @,- -z!1/ =
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= *r/е'Г |ai lra",z!) r Р, Р |a)rg, "r! ) +ц-ц!*z,rа,*i*

,r!p,'pb:xc,-r;ll -о!jýl llQ F |а! Iс,,э!S+У+7,@,-,r!S|

*гко видедь,ло,Фо,цr l,t?l=r!rо + ч!) и мно,кество

!о''ао_* У: lЭ t ,lo {С),< 0 J удовrIетворяOт условия"l леммы.
llycтb 0 < ё < у . выOерем gо иэ условля

xa,-_ril< г,ziru(h, ffu,) .

Тотда векто р Q P?cilE,- з!)r Q,* #В, и если 7/о - проек-
ция 9тото вектора на Че , то по лемме

l Р, Р[Сirg",э!)+ ,t,l<i/ (Р, !ic2rg,"z!)r uо')-

= А Q ru 
") 

- . /'ro !l, Р F i, ! хr, -.z ) > t z, ( 4 F/r! lrr,,r'|-

=i.zr(€ Picll(zo - э! l).
По условию fi

/ z, С, f; Г'са ! l а, - -z j ll l < / / € Г ?а,' ) (оо -,z! l l 2s

< L С2l.t, - а: /.
t|(gо,z:) ,y-on" d),

rr7 / €PialXa,a!)tй z, /Z,,-t'1,1B Гi,cira"-,*il|

+ t/o+zr r.е,-.т!)l " А /C2/.r,.c!/2r///4--zo'/1
следовательно,

l z, - zi/< / a"--z!l (i *(м+ #) /ао - ц*/),

Ут.tтнвая аналогичную оценку для
ПОЛуtим

0тсюда внтекает, yго
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llz,-zi/< ý lц --т:/, /а "z!//
Продо.ltlttая этот процесс по иццукц}lи, устанаыIиваем фор!,vJry (2.4).
Отсюда, }furеннлая, ес;и необходимо, tsелиЕ{Iýr l,to - ao*l) п
исполъзуя (2.3), получаем, как ш для сJтучая to=O , tпо

4= li , при t ,lo , т.е. теорешrа доказана лрп to< + оО

Шсд{ to - t- , то, rак и Fнее, доказывается по шtцук_

ции оценка (2.4) для всех t -- о , откуда и следует утверк-
дение теоремн.

0тметим, что таким х(е ryтем моrtет бнтъ доказана теорема об

устойчивости дJIя систем и ограншчений более обцето вцда, чем

рассмотреннне (см., например, фор{улпровку соответствFqцеfi тео-
ремы в [цJ). зд"с" мн отраIrtr.млись напболее простнм слJrчаем,
тгобы не услолшятъ изложенпе.

ý З. 0цеюса потерь по ФIfi(Iцоналу при I,UIO-упршенrоr

В этом парагрф рассматривается зацача (I.I)-(I.3) в
предпоJIоженпх, что внпоJIнено условие (2.2). Проволя простне
преобрзования, Еетрудно показ8ть, что эта задача мопет бнтъ
перписана в вцце

т
J-Z //artl* t2/, (з,I)

, t,l
2lrr=Фl.zs)tQ, Co=d, (З,2)

4 ( Vt, (з.з)

тле _Q (о).О, Оr$СХ, l=o,/,2,...
Ла5тее бУдgц про.щоJtqгать| что суцествуDт такпе неубнвsцrцпе

ФIffсIии (1(l п ys(l lla [q *-2 , l = У,2r... , чlо

(s 0а0< /Ф, rnil, y1 0с/2 (з,4)

дIя всех "С(Х
Заметим, что какаяа,Iибо оцешса слев€l в (3.4) существует

всегда (напршер, fl = 0 ). Не останавrIпваясь на условпf,х,
гарантирующrгх суцествованпе оценки справа, огметим лдшь, tпо в
лrнеlhrол сJIучае (QrO- А/. , rчe As - лине!ШЕfi непррJэ-
HHf, опертоil y!@i- lЦl"g
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Введем обозначени,с,. I{еобходиIчше _5ля iоDfulчлиDоt]ки те onel,rн.
Пустъ Br=facXlla'l.f }, FrO " ,'rёХ ^-,o,o*."r"n,

содеща/цее нолъ. Пшlох,иlrл

z(M)=tup{z"o/B"'M},
R rм,l = 14 { R ro/ М- ВR J = suр {l."п/э, с И J .

пустъ yl4 Z(V), R, " RcVrl, t.а/,2,,...,|9""мотрим_дВе tto-
следовательности неотрЕ{ателънцХ tоIсел 

{ ё1 }" , I fu l"
определеннне следгдцими рекуррентннми соотношеIlиями :

ёо= (/Ф, tal )l- L )t i

ёl= (Fl (ёrr) - t/)*, /-- 4.,., Т-/;

I r" 
= Cle ral1/ - R" )* ,

здесъ !+! 
одуri{и, 

! ""* h,-"!,;: ; ё:; - 
" 

.

руются.
ТЕOРВЛА.З.i.[усть

функционала J
при МЛO-управл
нималъное знач
ционала.тогда

значение
(з.I) - (3.з)

(а) - ми

ДДЛее Фдем ПРеДПОrlагатьl rгго I,ДJIO-упрашение в задаче (з.I)-
(3.3) сущgglвует, т.е. зацача

llQrarl+v/-lrz/, r'(V, (з.5)

rмеет решенле при всех / >О . ЕсrIи это прелпопожение не
внпоJIняетсяr то моm{о IDaccMaTpиBaTb J -ршенпе залаtи (З.5),
при этом послед}mцие расс}пк,цения очев![цным образом модифици-

Jh rоl
в задач
ении и

еj

Jhc.., - jrol * ri 'rr_, 
- /s_, )

ДOIЦЗАТЕJIЮТЮ. Покалем сначала, что

dr-r, Вr)= (/z//-f)+

ение этого функ-
справедлива oil енка

I5I
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для вся(ого ..с ( Х , тде / {а, В, ) - расстояние от €
l,о uара So . Деltствительно, если l.r/'" Р , то d1a, Bo)=G
= r/_т//!р)* . Пусть /.t/ >р и ц('Во . Тогда lа'-ц/>
> lcl-/al i /о/ -р , {.е. d?g, 0jt , lalf. уо tiа

".ктор. 
аа. ФП2/).z ( 82 

"меЬ",' 
qо l/-z' - Эl-

= t.r 1-7 .' Следо""телыrо, d (-, BF ). /с / -7 , т.е.
.пр"".Й"о (3.6). 

А
Оценим снизу велиiину j rа2 . Пусть lr ё V ,

t = О, Уr. . ., Г- / , - некоторнfi фtrксирваtпtьfi Йабор упрвrениft
, la, l| - соответствуlоцая траектория. Дока:кем по Iпчtукцди,
ттб 7tb1/>/1_1 , /, /r..., Г . Пусть l'l . Тогда

l а, l= lQ ra l + 4 / > rr{ /Ч ro * о/, ;ff. lQ rol, z,h

= /(-Qra4 Вп)= (/Чral/- Rо )r - ? о.
Пусть нервенства доказаны дJн t'tr..,, I . Покажем, что
lcr,, l > /t Аналогивtо предцдпце}ry Ероверяется, что

/or*, / > Uat (at)/ - Rl )*.

Испо.ltьзуя теперь (З.4), монотонность ф}rнкщи (l'r{). при

J>o и определеЕие посlIедователы{ости tп] , имеем

lz1,,/> Qn rлzrt) - & )* > ( {* ?r_,l- Rl )* =3 .

Складнвая ycTaHoBrIeHHHe неравенства, полJrчим

lrа ; 4,..,, 4-,)' А /l-,.
0тсюда сJIедует, yго

тja, 
' Z, 7r., .

t'l
0ценпл теперь сверху величи}ry Jhlal . Пусть '|rV ,

t. о, /r..,, _Т, У, _- rйО-управJIение ( отвечаrrцее на чальношýr значеНИЮ
а) и IorJ, - соответствуюшая траектория. Докахем, что

lсr/<ё71,-/,|..-,Z. Пусть t'r . Тогда

Ь,/,/а"rа)*4/= -tr lQru*u/, ftff. /Q, ral*
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+ ar/= d (-Q ral, Вr, ) = UQ ral/- zo )* =ё о

IIусть оцека установJIена для
предцдущеilv,

/gr,r/-. (|Q 7alt//- zl )* < (У1 сЁl_r 1- z1)+ -ёl .

Складшвая по,ryченнне неравенства, прпходим к соотношению.

nbo SJ (a)6t4/ ёlлl

которое вместе с оцеrшой для irol доказцвает теорему.

ý 4. Ушовия опти}rальности l\4JIO-управrIения

сфорrулпруем необходшrдtе и достаточные условия оптимальнос -
ти IIUIO-упрвления дIя одного класса задач вI,rда (З.I)-(З.3). Рас-
смотрим задату

(4.I)

.!slr=Ar,zrf Q, 2o=cz, (4.2)

lE/s7r, (4.з)

гл,е Аr:Х tX - линейяые непрернвные обратимые операторц,

l ,о'
TEOPEIVIA 4.I. Для опти мал ьн ос ти МЛ0 -

управления в задаче (4.I)-(4.З) при
любом начальном векторе d (Х не-
обходпмо и достаточно, чтобн на-
шлис ь та киеф>Оr/-/r...rТ, что вы пол-
нены соотноIUения

lАs-r/=е, /.r//, t=4..., 7, V.r r Х. (4.4)

ДOIФ3АТаIIЮТЮ. Достатоtпость. Воспоllьзуемся теоремоfi З.I.
В даrшом случае t, = R, 1fs , {1G)- /rril =47 (О),
и лоэтоtv ёr = ?, , t-qr,...,Г-l. 0тсцда сJIедуетi тго
J*(o)= aril i"fl, всех d ( х '.

Необходимость. Для прстотн изJIоIенпя будем предполагать,
что Т= 2 (в общем сJryчае расс}цдения аналогич.lн). Ilоско,ltыtу
операторн z4, а Al обратиlчпi, существует такое (исло С ) О ,
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что

r_ u fl ..,
/Ao.z/ /АrАоz// l '

если /е/ >с Пусть /а/>с . Тогда Iч[l'iO-упршение, от-
вечающее начальноtч(у состоянию а , ил,rеет ылiд

f;= -rp/lA,a l)Д.о, 4=-p/1,1,14,a/)A,A. а- (4.5)

Этсl сразу следует из доitазателъства фртулн (З.6)) и опредеrIе-
ни,п lVllIС-упрвrIения. Соотве тствуюlцие переменные состояt{ия выра-
пиюl,са по ФрI\ryлам

ft,=(/ ff"l )д"о, 4-Q-iJ h")Д,Д.о,
По предпсчlоlкению теоремн, пара ( 4, 7;) оптим€lльна в зацаче
(4.Т)-(4.3), т.е. янБется решением следующей задачи:

l сr/+/э, /=/Д"а + ц/ +/А, (А"а lч ) | ц / --n rTz /lz,
( 4.6)

lt;/<ft, i=o,y',
Это залача внпу}Lцого прграмIчирования. j
реме Куна - Таккера (см., например, LCJ)
2ir0 , i'0,/ , чtо dуrцсLия

{= /Д"а, ц /* /Д, (А" а tц ) + q /-А 
^ 
i ftц / - Fr )

лостигает своего мини}ryтIа по переменнлl ({, 4 ) в точке
(7", а ) И при этом внпоJIняются состношениrI

^i 
0а /7о, ) - О, i,o, r',

(В сплу того, чго в задаче (4.6) очевццньпчt образом выпоJIнено

услоtsие Слейтера, мнол(итель Лагрrша при ьинимизируемом фFIк-
ционаце равен I.) Из форlryлч (4.5) слелуеr, чrоlr|оаl|/# О2

lAr{Aoa - q 2+ q/r4 /|/r4 1,4/ ,_п n9.ro"y функrця I м6-
френцируема по Фреше в то!Iке (Ц , Ц ) IIосколысу это точка
миI{иIчOта Z , "о 

необходимо

ОЭТОIчТУ СОIЛаСНО ТеО-
найлутся такие числа
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aal /
ftl,u,o,= Й а, - Ё) Дiа, +

ло

t4t а-о,
пе ,4i - оператор, сопржеrшнй * /n

Подстаыrяя сщда внракения для ф " Z; , поJIучаем

,;, ,4"а * dл-,ДiД,Д"а Й" Д"а-о,
Улдtохая теперъ обе части этого равенстъа на Аоа скаляIжо,
будем иметь

fA,A"a/=(vo-/)/Ara/,
Пусtъ,l (Х ц .Ф ё.4 . Положrш /=,/.-Ъ . Существует
такое /' О, wо //ц />4 . Следбвательно,

llД,,э/./ДlДо//= l-//А,до r/7l/- /'lл"-/) /д" r/7l/=

= ( Vo-1 ) n А"// = ( 7"-t1 laV.
Таклм оdразом, llAnc!;a, VoV , тде 4t= (2o-1) > О
(в сшry оdратимости ,,47 ). Теорема доказана.

здмЕ'tинИЕ I. Нетру.чно показать, что в уc.дови.Е( теоремц

- J-2

tЧоl = jro =ДU ; tr^r,)* lА,о",Д"а/

ЗдмЕЧдниЕ 2. Легко в}lдеть, lпо утверщдение теормц и в
части достаточности сохраняется, если вместо уравнения (4.2).

рассм€lтривать уравнениQ 2lr_r,= Ч rЗl* ry , 
"л" 

/Фs rd/'
='7_( l.r//) для всех ci Х п Yl ( l - неубнзающая фунrсшия.

tъссмотрим еще один с.lryчай, когда ttlJIO-утравление яыIrI€тся
оптппвльннм. Рассмотрим задачу

т
J-Z lаr/+ i,ф,t,l
Ltrr= At-t*tl, 4о=2,
d, с/,

ме ДsrХ-Х -JинеlЕIце_непрернвнне опеIЕторн n LcX-
замкЕутое пqдIрстран"r"о " Х .

( 4.7)

( 4.8)

( 4.9)
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ТЕOРiф{Ц 4.2. Есл и L яtsл я е т ся
ai{ тным по,цfi рOстра нс твом

МЛO-управление
даче (4.7)-(4.9).

Ar t>o, то
Б

инвари-
для каж-

дого шз операторов
оптималъно за-

Докqзателъств_о Teopeilm сводится к непосредственно]чry под-

"uuTy !h.1 , Jb'(a)., Простые примерн показывают, что тре-
бование инмриантности /J срдественно.
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