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Пошод, поlтопеюtнй в основу настояцеfi работн, базируется на
свел.,нти лrнеfiной задаrдr допоJrнительности к задаче отцскания
пг€об!,аза некотороfi фкспровакной тотtи при непрерцЕном отобра-
хенли eBK.ltllдoBofi сфрн в себя. Это дает возмоrшость подlс'llючить
к анмпзу задачи ilшарат топологии и воспG'Iьзоваться некоторн_
мп известннмц утве!ждениями из этоfi офIасти.

Taкgi:{ подход позвоrIяет не тоJIько с едиllоttr точки зренI4я ос-
ветдть зна,ительIчD частъ ух(е извест}rшх результатов (познако-
миться с которнми моffно в [l,Zjlt но, кроме того, полуtитъ но-
вне утверкденпя с разрешимости зацачи. На этом пуги очень ес-
тественно вознпкает и новая версия алгоритма допопнителъности,
расuшряюцlая к.пас_с реul8емшх запач по сравненпю с известннм алго-
ритмом Леrш:е |3J.

ý i. Форпцулирвка зацаtп и основное предполохенпе.
Теометрическая лнте рпретация

Будем рассматривать ллнейную задачr допо,Iнительностц в
следшlщем виде: среди решешй л{нейной системц неравенств

Е

"1 
or7cv, > f;, i = y',",l El

'/ r 0, i= Уl...,F,
наfiти такое решение, чтобн внпо.ltняJIось условше

( I)

(2)
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-ý.с, ( 2 ац./ - ?, )= О, i- Уr.-., Z , (3)

Условпе (3) означает, Iпо в каацоt паре соответствуmщ$
друг дууIy неравенств (I) п (2) одно Ез HeIEBeHcTB доJIпrо п€-
пременно внпоrIнятьея как равевство. Такого рqда усповЕя пэввст-
нц в матоматхqеском прграlfilровsнsх Еод вазванием "ушо{,пя
дополrщеfi неIесткостп". Этп, п оdьясrиется терiхп дополнf,-
тельвость в назцlвхп paccrraтpпBaeMofi эqдаш.

JИя далъвеlШЕх рsссшотреняfi боlвв удобной яшяется нескоrtъ-
КО ШНая фр.tа задатд. Вввдем неотрпцатапъIflJе доIIоJIнпт€льнне пе-

Iвшенпне Соr/ r сводя нвравенства ( I) к рвенстваш

е - '-/'
Z Оrr,gl - 2о.*; -2,, l'' У,",,Z, (I')

Тепврь спстелч фввiIств (I') заrmшем в BoкToptoll впде, то пЕш-
водпт к трбуемоfi фр,члдрош(е услошd зqдаЕIш:

f. Н/.о; - 7, (4)

/./ d

27l ап */ > 0, /, /r, , ,э f,с (5)

ц""" rf_+:;,z i!)r,, i;,2 ;:r4 .,4-y',..,|lrp'

^*4r!";;!"":Д;'fl,*;:{Д':а-{/,2,...,2,,tJкшlt'".нта;яш,
есJIr пз кацдоfi мw t/ro| J, /,/r.rr,N , в него ЕЕоддт qддЕ

д топы(о од}lн мемент.
Заriетш{, что еслI для нокоторго вектора а ( R2О вцпол-

няется

с; =о, i/ И, (?)

ILе ,fr , yoy-"*"r"n"o" инmество, t:rуятакого jz цдqпнsнц
уq,Iовпя (6). 06ратво, еслп дм еС //-'- шшоllнФтся уGловIя
(6), то пшно уltвзать_(вообще говоIlЕ, цо одднс?воввое) кшле-
rЕнтарпое мнФество И таr.ов, чтобн вшодlшооь (7).

Taltпu образом, ycJtoвйo (6) rопrо эамqЕIrъ условпеш (7).
Прп ла.llьнеfuс рассrотреппЕ( везд8, вв оюварlвая оообо,

буден прдпоJIагать вЕполневпш| сл€дЕщее
OСtЮВДOЕ ПРШШOПШШИЕ. Jhя лпбого tOiпиошентаIного rаxo-

IBcTBa fi п mаоlо нетрIвпаJIьного набор неотIшцателш[п воаф-
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Фщонтов ,r7 , 7 С,0, ш{еет мосто

Z Д/а,- r О. (s)
,йd

Хотя это"продподсаеЕпе п ог;внпtшвает шасс расслlsтрЕваешп
задач, однако ясно, tпго скоrIъ угqдво lilалоfi варrаrщеfi псхqднЕх

данннх lдшно добптюя, тлобн оно нJцолвялось. Тем самцl,t рчь
цдет об условпх Пофностп попоIбIшя". Иншдл сJIовампr р9ссматрш-
вается 'lмссовцfi" варsнт задаtп.

Так как прп ? = О рвшеняе задаtи трпвшшъЕо, то бцем
счtrтать Taмel что Q# О

IIрпступая к псс.йедоваппD задаlш, следует отметить, (по воп-
рос о сJпцествоваIшц ршOнtrя доryскает разJIrlIнне фtrщIлЕроЕtд.
нас Фдот lrцтеIЕсовать такая его постаgовt(а: коIл,8 мопно гаIвн-
тпровать, то задаtпа допоJIнцтвльностх с задаlцtоfi матчлюЛ{а;;l
разрешиIrtа прш .mбом ъвкторе Q ?

JИя шrтерпретшцtr кsк саfiоf, задаq, так п суцества рассмsт-
рЕваемого подхода прqдставJIяется ествственной п удобноil сJIедпo-
щая геOшетIическая фрfулпрЕ(а задаIш.

_Сопоставпм кsццоW кошцементарнопry мнше ст,rу а коЕусл

/60l, яв,r.щ,пilся кокшческоfi оболоtд(оfi точек /i , /r 0
Тогда, учптнвая вшпеска9аЕпое, шо,пно переtфрФtлпрв€lть дсхqд-
IvD задаw так: средд коЕусов Z n9 l , пороцдаешх всевозмоI-
НЦ}rП КОмIlЛ8менrаЁrпiт мношествамп, найти тот, которнй содерклт
заданкуD Iоч З . Разршпl1ость зада'ш пр .ш,6ом q ознакт,
Iпо коryсн lr01 образуют покрнтие всего прстр"f"r* f ' .

В геометрпческоfi шнтерпретацш основное прдполохеше (8)

состоит в том, что все nooo, Al oTJцIIHH от ryля, а все кокусц
/ r,fll являDтся заостренвцми.

сдыlаннне предtrоtrопенхя позвоJIяDт цр9вестtr пперпретапm
зsдаtи Е на евIuщдовоfi сфре S-{чс flof trt-r l ( l1,7 _. ввк_
Jцдова норма). JIля этого-""одйr"i 6. : е //q / й *о*уЬ" l (Al
з а r€ нmтся с ф ри че скпп спwrcкс 

"rnM'! 
(3,1 : Z r3lll.ý( н ек от орьв

trз нЕх, возмопно, яв,IяDпся н€внроIденвцtlп). Задача состоtrт в
очrскаIrпЕ того пэ с{Dершческш сЕмIчIексов, KoTopfi содеIжпт точку
0(Sr В рзультато вопрс о IЕзршпrrостп задаtlх прв .lшбом Q оо-

л}rЕет TaKyD постанqЕ(у: когда мfrно гарантпровать, tTTo сферп-
чесIце сшдцексн l r rfu покЁваDт всп сРду ;f З

Дя аналза вопроса в TaKofi пост8новке оказвваDтса поJrез_
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нultfi некоторне понятия и Утвертления топоJIогии, в частностп
понятие степени отобракения.

ý 2. 0тобраление, пороJкцаемое задачей

Свяжем с рассматрпваемоfi задачей flекоторе Kycolшo{пteltнoe
непрернвное отоорхеЬе F ' Р "} Р1 По"rро""ое этого отобра-
хения основано на том йакте, ото ь РО существует еще одна со-
вокупность конусов, которне связанц MeKrTy собоfi так fiе, как ко-
кусч Z(a) , - это совокупность 

'"перктантов 
пространства

R". ь самом деле, эта совок}пшость конусов такfiе пострена
по системе из 2 п. векторв (ортов)

еrr€2r--.r€оrГе|)r.-.l (ео2, (9)

и при этqм соблOдается то ,ке пр8вшlо, что и при построении ко-
*у"о, !r.Я) z пэ каццой napo /е;, -€r.Jв описании лtфого
гиперктанта участsует ровно один вектор.

0тме ченный фкт позвоrIяет м,к,дому кошшементарноl,v множе -
стrу fi помимо конуса /ftfll соЕоставить TаIfie некоторнй ги-
пероктант К r йl . JI.дя этото достаточно ввести едиЕло Hyl,ilepa-
цлD в системе векторов (9), обозначая ю( J'r..., J&, с собло-
дением следушдего условия: в ка:плоЙ паре {е;, -€r.] олноl,у из
векторов присваивается обозначение ;' , 7a-5"П,- 6 

"Topor,v 
-

обозначение J п'5

Понте такого упорядочекпя векторов (9) конус К( h)опре-
деляется анаJIогично ?rЙl : KGil - это конпческая обоэrоч-

ка TotIeK ,/,7'(И
Упомяtутое внше кусочно-лfiнеltное отобрхенле Г' R'* RО

определяется на гппероктаlте Кt fil ,как лдrеliное отобраленяе

Fа , удовrIетворяOщее услов{ю aG/), A/^ , iC И. Ввиду
лиЁейноfi независимости векторв 2/ , _t' с Я , такое отобраrе-

"о" Q1 опредеJIяетс" од"о.""оо. .ОноОперводит ко}tус К с Иs
"*ой "{c,Яl: точка r Z4/zj , olr?,/(,-0,nu-
реходит в точку Бсп =r]n0/'.r"C /r,Яl

Поlryчаплееся опреле.fiЬf"е отобрхенп* F *орр.ктно: есJIи

vС Kr3,)rl КrЛr), V#0 , 7о У однозllачн9,ждт?умо в вцде

неотршцателъцоЙ комбинаштп векторв 4О ,;l?iv, l'.rl" , и пото-

w Ь(у)- Ь(0.
fr'епррнвrrЫсть отобраr(еr"* F очев}цна.
Ясно, тго ввпду основного предполохенля (8) отоdраrеrпе
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р, удовrIетворяет условию:

PelsO при z^+О,
поэтоtчту моtrно опрде.lить отобраffение Р : s * s, задавая
его фрмулой л

i r.rl = F ral/vprot77 .

Это отобрахенпе таюке непрерывIrо и переводит сфричесýие симп-
лексы Rr$t=КrбlЛS всфршческиекошшексн !cИl ,

ý 3. Достатощне признаки разреlцимости задачи

Используя введенное отображение i , моr(но необходимое и

достаточное условиелразрешимости задаЕ4 пги .побом / заIисать
в виде равенства: Fr S ). S . .il;lя внпqлнения этого равенстм
достаточно, tпобы степень отоdрrtе""" Г бшtа отл,tчна от }rуля.
Тем сацпrм лобое утверш,цение, гарантпFушцее отличие от нуля сте-
пенп Р t дает достатоЕ{цй прлзнак разрешимости задаtи дополни-
телы{ости при любом | . |Мже будут рассмотрены три возмо,кньгх

типа такого рода утвЪршл,ениfi, основаЕннх на:
а) непосредственном внlисленип степени;
б) испоltьзовании то о, фкта, lпо гомотопнне отображения

имеют равнне степени;
в) шспо.ltьзовании теорет,лr Борсука о том, tпо нечетнне отоб-

ракения имеют нечетную степень.
Дальнейшие рассмотрния требуют конкретизац{и отображения

Г . lм этоIо достаточно задать его на каком-то из гипероктан-
тов. Этшt отобр:кение Д ylKe будет однознаtшо определено }l со-
ответствии с его отмсанлем на всем прстранстве. Простейший пз
возмокнuх способов задания Д состоит в том, что Д принилiв-
ется равным тоц,цественноt,у отобраrсению на отрлщательном гипер-
октанте. Это соответствуеТ рвенстваМ Г6-еr,1=- eb,/'i 4...rп.
В нашж предшествушцлtх рассмотрению( это озЪачает:- Z-= €з ,

Е|!l''''= - €. , J - Уr..., Е В рзультате поlтучаем, tпо на глmер-
октанте' krfil' лЙеИное отображение Гg (совпадаtощее на

Kc,fil с r- ) задается матрицей ,fr,Иl , tr-п стшlбец
котороfi определяется в соответствии с правиJIом:

д/ , ""*
01 , еСЛП

/,(3,
'77 *7'r ,Я.Йth=
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I. Рассмотршм достаточнне признаки разрешцмостrr псходноfi
задаtи, основаннне на непосредственном внtисленпи степени отоб-

рахе""" Г .

Чтоdы говорить о tмслеЕном значении степенп отобра,кения
сферн в себя, следует ввести ориентащlю на сФре аргументов п
на сфре образов. Будем cBlTaTb, tпo и в том и в другом случае
ориентаLия одЕнакова л зацается как орпентац,tя края шар. 0риен-
таlý{я шара, в свою очередь, задается орпенташ{ей всего прост-
ранства. JИя за,цаtия последнеfi в качестве поJIоffительнЕх базисов
пр}lнимаются базисн, эквивалентнне канок!{че скому упорцоченноIvrу
базису ( €, ,..., 2о )

При таком соглашении пз опредеJIекля степенл отображения
поrIучаецследушцее правило внчисленпя ее значеншя дIя отобtЕ-
аения Г :

,Ауфаt - .L Jцzq /э/,Fr.QS, (I0)
d Э(Уrцl d

ме Ylly1=[ лt 7i t r.E l J,,a / ( S - любая Tot*a, яв-
лящаяс-я рефлярiллм значением отобрйешя F , т.е. такая точ-
ка, что фl €(Яl r О для калдого ,ИСУr,цl

М, Л= 2fl_ =|п+|.,., 2оJимеем: ^ ЙF-l= 7 - ед".кlqr"л
tll|a'pm{a ;- й-_rrа j='l .1у.r" .6 * 3_ п"(-a/7{/,...,/"J.
Пусть Дu" - главная полпЕlтрица lиадпшrц ,4 , порол(даемая
MHOпecTI]oM номеров Ы- ,, т.е. Аu*:tа;;J;4,ч. Леттtо видеть,
qо фJ .Яr,fl)=й д._.

Так как среди точек мншества .{ с.0_ ) имертся точки, яв-
лfiощиеся регулярннмп значениями отображеЙя Д (шиохество то -
чек, не лвляощю(ся таковнми, имеет меру нолъ), то, взяв т8кую
Totкy в качестве то.тl<и ц в фор!,vле (ТО), для матриц ,4 с
неотрщцательннми главнfrи rшHopr,M (класс е ) поlryчrм
/n9 Г,/.

" В результате поJIуtтаем такое утве[ж,цение: если главБне ми-

норн l,tатрицн ,4 неотрицательны, то за+lача допоJIнителыIости
разрешима при лобом { (Напот,лlим, tпo предполагается внпоll-
flевннм ocltoBнoe предгiолоrсение (В). ) }тот результат известен и

в бслее сильнq,flл фоrпrе: пмеет место единственность решения, и,
значит, Фg Р-- / . i,Io нам вахен сеilчас сам спосоd по;ryчения
критерия разрешимости задачи.

Ясно, что еслл потрбомть
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J-t lсЛ- ) п Ir,6l= б yyfl +.Q, <tTl

то б}цем пreтъ dЦzF=/ . Прпведенное условпе ознатйет, tпо
при лобом внбор Ьr r О, /'( а, внпоJIняется

2 А/.х, / 0,ja --л

что, в свор очередь, эквпваIентно условпю

Vr-{4...,rJ, а*"о +Д**.tu/ о, (I2)

t\ё -1а- [*)Jir, . Условше (I2) описнвает пзвеотнuП класс d ,

дIя которг<i аjrгоритм Лешtе прп вшпц,IнениЕ условия (8) всегда
заканчивается поrгученЕем решенпя шсходноfi задачи допоJIнителъ_
ностя.

Условпе (II) мопно ослабптъ, огрянпчишlисъ рассмотрением
лпшь тех ,И 

^лrrлкоторцх 
dзl .?r.Иl< О . Из этого будет gle-

довать dц F 'l . Эквпва;lевшая формуллровка такого усJIовия
будет дмfть впд

Vr-{rr...,oJ, alro, dЙА*.< 0 +Ааа. .е*/ О- (Iз)

Форлапьно поJrучаем класс более шпрокиfi, чем 1 , хотя автору
не пзв8стен Ерпмер такоft матриlц А , дIя которfi бн внпоltня-
лось (I3) я не въgIоJтнялось (I2).

IIрtведем еще некогорне утверiдения, по,цrчаемне Еа атом путл.
ТDOРВrАI.Если все главнне мпнорц

матрицн Д нgполох(итольЕц п для
н е ко т о р о ! о Jc [.tr.,., *J в нпо лн яе т с я

{li}r,, lo прп &lA",o,
то задача дополнительности с та-
коfi матр'пцей Д разрешtrма при лю-
бом l,

ДOItАЗАlЕЛЮТВO. Рассlлотрпм кошшементарное noro*."r"o l =

;*у{r;Е{{!,"l"ж;1:!lf; ,',%,oy\h{:R"]iii'"",
найдет'ся fdlfrярная ToBra 5/У Zr,В-)л. Взв ее дtя подсчета

dla F по фtrryле (I0), по,rywrм dq r<,/ , и', следоватыIы{о,
прf,{ mбом Q суцестsует по краftнеfi -мере одно реше}пilе задаtи
дополнштельностш. Теорма доказана.

ТtsOРЕ}lА 2. Еслп все диа гонал ьнне
элемевтц aii матрицц А отрцца-
тельнн g пd{п "".i 7.12,.,.rfu В"ооr_
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няется
а// * а;/'о, j */, (I4)

то соответствующая задача допол-
нительности разрешима при лрбом
gи имеет не менее r.-/ р ешениЙ.
' ДOМЗАТЕЛЮТВ0. Jhя л9казат9льства достаточно показать,

что степень отобрхения Д в даЕном случае dудет равна y'-'z-
покаяем это.

Раqсмотрим конусн t c,El , пороJцsемце мнФiествами

$= .fr|=[пtl,..., пу-{!,пr/ir',..., 2п l пу ai= l2,"., /z. каJtцнft

из этих конусов содерtит отр!щатеJIьншй пrпероsтант, т.е. конус

!пt lr,И-) . Действlлтельноi_ конус l r,Иt явJIяется кони-
ческой оболочкой векторов ДП" =.-€. , J tj , ч Al . Ясно,
что ввиду d;; . о векторн А* ,- k с 3'" , лrтнейно-незавп-
симu, а такО{ак drr,ro при i#/ , то коэ(Шшцентц разJIо-
пения лобого отршtаiельного вектора 2 по этому базису будут
по,Iохительными :

,Д, Дr 3r =h
вrIечет

/; = h; /е77 '0, 
(i5)

T"*n"oaft"";,'h:{/,?Hio"|*,!,3;**oo*u"","*,lil]
надлекит всем кокуса" !r,9ll ' 

, /=/r.-., f,, n'*o"y.y Zra-l
С дрУтой сторнн, иэ (I4) qrlедуетl rгто остшы{нм конусам

l c0t такая Totкa пршнадлекать не моIет. В самом дqле,

"* ý содерIO{т боllее одного пз номерэ 7C{tr2r--rzJ ю,
образовав вектор f пз компонент

флем иметь

/;'о ,

/;,/ ,

r/, Дk) , о,

1rz.+i)(,Я9

ic 0,

kc.fl,
в то время как для t, r JПl R! внпоJIняется (/,h) < О-
Тем сапдrм гипершIоскость с уравненпем С /, V) = О строго от-
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делявт точrrу fi, от конуса /r,Яl
В рзулътате, к}яв ./^=L , поJцrtЕем в соответствш с (I0)

для степеЕп отобраrешя "/ , порщдавrrото задачеf, дошошп-
телыlостI с rвтрщеfi д4 ,

ф i = rr? е/ .rа, : А ""?: loJ ,Гr,Е 
,": л ,

Теперъ, уtштцвая, оо il/,.riаr/lF| 
" 
//Fr09=a*'q

ОКОНЧаТелы{о хшеем ф/ Р - У- n , TlTo ш докsэцваот утвещценпе
теорешн. . л

Нервенство /2/ Fa-/ , а темсаrолrп разр€|пIмостъ
рассtiЕтрпваемой задачr допоJIнптелъностп, мохно тарантировать
п прп более слабrос усJIовЕл(, чен в Teolloшe 2. Справвдлrво, в
ttrастностп, qrlедшдее утвещденце.

ТХOРШ{А3. Пуст ь вш олняо тся условве
fu. !/r...,п}, И Дr, >о, аd>о - Дr, о*/ о - (I2/)

Еслп существует по меньшеfi мере
дв8 отрпцателънЕх дпагон8льннх

матрпццА , п хотя бн в
одном из соответствующпх столб_
цов матрIцЕ остальннелэлементн
н е о т р ц ц а т е л ь н н , т о du F<-r'.

ДОМЗАТВПЮlШ. Пусть для опрдел",6,о"rо drq. О, drr. О
и diz 2О прв i r t . Тотда из прЕведеЕнgх в док€зата,Iют-
ве тЬрш 2 рссуцденпt следrет, yTs fr.ЯПlэtlflУ Kplae
тото, мqпно утазать he Zr3'ltlJпt l rO-J . Jhя этото
достаточно заiШшсдрвать прпзвопьно l;. О lр i_1 5 и
вшбрть l5 лостатоtпо liшнм. Ввц[у телбсности Z(0') 

"р"д"тахм- rt -наfuется 
р€Iтлярная тоqка. Взв ее в качестъе _!л-

ruff ;;};а|:{"оп;>уы:"" j.*',ffiъу"'"/r';:й',э.
ilЪ-сr,iйi." йй., u'. ус,IовЕя с2/). Уwпвая, чой/.ftQ)=r',
а фl й.9'l=dqt.q фl .Гr,9)=апr./, поlrуча"" фr Fо1,ттоrтрбовапобi. - /

пЕ{мЕр.

i)(
-I-3

2
2

I
_I

l2l
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Непосредствешой прверкой легко убедяться, что все условпя
теоремн З дrя этоfi матршщ внпопняотся, хотя тsормн I и 2 в

данном сJryчае непрямеЕимц.

П. Ilерейлем теперь к рассмотре}шq достатоtпнх критерцевi
fiспоJIьзуя равенство степеней у гомотопню( отобрхеюлй.

Этот тгуть поlryчения достатоIпшх уоловrfi IЕализуется по
следуюцеfiлсхеме: I) Фtrсспруем некоторыfi способ построонпя отоб*

ражеrшя д по матрче / ; 2) флпtспруем некоторое нопр€рцвfiое
отобрхенпе G : S -- S , cтeпelib кс/гороIо отлична от кул-q,;

3) задаемся некоторЕм крптерпем Iюмотопности дцгх непрернвнж
отображенd сфрн в себя; 4) оцпснраец шасс матрш{ А , для
которцх соответствупщее отобрапеrmе Д по этоldу крrтер}rю в-
ляется гомотопннм внбрнноlry отобрахенло S

из

Fи

Гомотоппя прш атом задается фрwлоu
tOrэl+a-/l Fras

Фrа,ll у tr[qrJ.

вестннм достатоqннм условпем гомотопности отобрвхешай
Lz яыtяется условие

Fcrll - Grol Vz ( s. (I7)

lle ral +rr/lFral
Если в к8честве f, взятъ тшдественвое отобрхешrе, то (I?)
ПРtrНПIчtаеТ ВПД

i r.rl l -a Vt с S, (I8)

Iпо аквпваJIентно усJIовпD на F:

Frвl l 2о V.z l о, А < О. (I9)

Пусть Д строrтся по l так re , как х в прдцшд( рас-
clroтIвHп.fr, т.е. Л совпадаат с тсцдестввlпшt mобрlовхеu ва
огршщателыtом гЕпероктанто .

л Рассuотрпtt Ерпэво,lьнýil тIпорктант Kr,frl . Пусть /=
= Srtll,...,пJ" F.t,|,.,., пJl l . {ля_ прпзDо[ыlого ,r-(.оrr..r.t)

""едЙ 
ве5тор{ .с2. {alfuc. " 

4r tni Ji, р . Тогда дш
.C(KG$) reeп.tJro lсrt<o .Jhятапою.zя обва9

/- Frol опреда[яЕlся, в соотвOтствЕr с опlсвшsп Р , ло

фрryлаш

/"А.. -"

/F- /F-,z'*,t|,
122
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Учитнвая это, условпе (19) л,lоr(но перефор!ryдrроватъ так: для
кацдого l.^ {/r...,zJ не судествует Д < О п fr ,rot аР) + О,

.D", 0, а Р-. О , для которю(

Аr" ou - 2 а-, Q2)

Арr.r'*.tF= 
^.zF. 

(23)

Это условие и оrmснвает класс задач дополнsтельностп, дJIя ко-
торшх мо[но rарантпроватъ суlцествомнпе решения при лшбом f .

При этом есJIЕ дIя даююг]о ? потрбоватьr чтобц вцподнЕ,Iось

условие невцро8двнности систомн (I)-(2), как систелдr .шшеft_
нцх неравенств, то это будет означать, что / не лехпт на тра-
ншIо нпкакого из кокусоэ !с,Я) . Тем сафм q, в этом сJryчае
явIIяетяя реIулярннм значением отобрхеrля Р , 

nu 
тогда цз

ф Р = / qпе.ryет, tпo tисJIо р€шений в Ijассматриваемоfi задаче
допоJIнЕтелъностц нечетно.

Усшlпвая сфрryлrрованное }rсловtrе, по,гJrqпм более узкие клас-
сЕ разрецшмкх задач, но зато бо;Iее прсто оIшснваемне.

Заметпм, что еслrr ad=O , то шз (zj) ввцду .i lO полу_
чпл .х = /{ о . Тем салвп,t трбоваlше бSо мопно заменпть
бо,лее сильlд,tм -с,4# о . Крошrе того, (23) шrо,кяо заменлть нера-
венством АрлаП>О .

в результате поJrучаем сJIедупщее утвеIцценце.
ТЕOРаrА4.Еслц матрпца Д такова,что для кахд отооa.[.|,...,пJне С.ущос т_

вует ненулевото BeKTopa.zn>o п
числа л<о , чтобн внполнялось

|А*. *'= ДQ',
(24)1z(/,_ра.р* ) О,

то соотввfствующая задача допол-
нптвльности разрошrма прп любом
? G l, е 

" ".l=t,|,..-, 
i},zl .

ИспоJIьзуя это утверкденпе, шоlно поJrучпть и более простнеi
хотя, ковечно, п бо[ее грубне достаточнне условrlя, пIшводщде,
в частвостп, к описаняD ]гIе известншх классов. Ес.лц, напрпlвр,
потребовать, чтобн вещественнне собственнцв зн8чения матрЕlIц

/ п ю,ех ее глЕlвннх подlлlтtшI бшtп полоrптельннtlп, то ясно,
tпo условшя Toopeirш 4 буryт ЕtпоIневннriЕ. Это прпводпт к пз-
вестноlфr l.,,accy Р - -а"су лдтDпII с по,Iопптелъннlш главннмш

IB



,лшорш 12J.
Аншотттrо' JпштЕвая' что Ез (22) шедует (а'' А." -")=

= Д @|аЪ0, IIоJгучаем такое достатоrпое условпо:

V,r.{4...,пJ, aJlo Ф (aJ, l.".о')>О. (25)

}то, как легко вццеть, эквпвалоЕтно требоваtш

(сr,,4 в ) >о Vз >о,
tпо дает пэвестнъrt шасс ко- поrIсl,iптеJIъвЕх матрщ {

УсIовпе (I2), оrвсъвапщев масс [о , Taкle шедует 19

условлгfi Teopelrш 4. Замвтш, qднако, tmo х.ласс d но rсчертпr_
вавт всего шяоIествs tUElTIщ, вцдоляемого aTol Teoperrofi. Прше_
рOш мшет еп}ппть MaTpEIla

д= ( -I
-2

2

I

ЦеСЪ аr, <О Е, 9наtпт, А /1 . Нешошая првер€ пом_
зЕвает, тем не менао, что крптерлfi, эадаваешrfi теорrюt Д, в
данноD{ сJryЕ8 вшолпеЕ.

}lспо.lIьзуя Teopetry 4, мФно сфорýrлхроватъ упроцешпfr KIжTe_

Iлil, которьй по фрtулпровко очвнъ cxot с крlторпоr (I2), за-
даrщпr класс fо :

Uл-fu...,пJ, z'>о, 
"lo 

*( А..
-Af. ./* о. (26)

)

Еош пmрбовать, чтобч все ЕедIагоналънче элеrGнтЕ Етрп-
щ Д бшп отрппlат€льннlп, s дIатовеrtьнне Ео,Iоlп!елыlцlл, то
(26) будет очовцдЕнlf образо.t вцпоJIняться прп всех / , Kpcfitlo

J=lr..., лLJ . в этоl ЕосJIедЕфl c;vвe (26) буIет такrе вн-
полiено, еспи доЕолнlтельво потрбовать, чтобц спloсдвоваrl
вектор /, О , дIя Koтopoto 1/А >О , t.e. А' доJшrа
прппадлемть пзвоствоlry классу 3 . Пщ таЕI усIошп 9адача
дополнвтелЕпостl согласно EIлTepxD (26)равршryа пр. lпбы N .

l|fo поlrутш.lгп пзвестlпfr р€зультат, которfr lхоот шесто х Е
более обцеш щдо, когда от нqдlагоЕалы{lхЕ моIевтов трбуотся
лппъ неотрщатапьвость. IIрп ато;_поlrучаешrf, кдаос raатрщ, ом-
зЕваотся сqдвFащпlря в кrgссs Р tcx.[ZJl.

т24
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Ш. 0становrмся теперь на достатоtном условии разрешлностп
задаIи, получаемом на основе теоремн Борсука.

Ilо-пршеr,,ry огранпчпliюя GrIучаем, когда отоIЕх,е"ие Д .о-
шIадавт нs отрпЕтельном гппероктанте с тоrL],ествеюtъш. Мы доlt-
fiнн псшшtпть случаfi, коца антипода,Iьнне тошtи сферы .9 na-
реходят прп отобрrешrи Д' в одщ ц ду fiе точку. Тогда по
теороме Борука степень отобрлешя Г будет нечепtоfi, а
cтalIo бнть, отлптtоfi от }ryля. Тем caMrM рассматриваемая за-
даФ допо,lнптелы{остш_будет разрешшв лрп любом | .

Ддя отобрахешя f дазаншrfi сгучай состоцт в существt;-
ванпи такого g # О, что при некотором Д > О внпоJI-
няется

Гrgl=АFF.э). (2'l)

Пусть -rd Kr@lп 4r! опрqдеJIенн по Й , как и внше:

l= а! {nr...,n J о pJ{L.,.,oJr"c. то'.дi (--t)сlrйц
тде б таково, тго, определяя дJи вего аналогипtо / п f ,

будем пметь j-/ , F-=' . Это означает, что обрэн F'rа)
п r Fэ) зqдаDтся фрryлаi{п

Fr-l -} ДЬl * 

й "о 
., ,

Р r-o= 2
/r.

)+ Z д/(.r,s.
icl d"/ 

rrl.
Теперь ;ввенстЕо (27) перrпшется в вцце

,ё'Ь, 
*rё 

"r., 
, , ^i"l'/ ^rа 

Д'2 ,
lJIи, что то Iе самое,

Д._ о'* 7 Даl -/= - л@а,

Др.а'r ОА/Fо/= -,=F,
Вволя теперь ректор Ь'= 1Бt .rFl , состашfiOlцдми котоРгО
явrlmтся .in-.I4 п 3/=!цaFi поrry*"е" сJIедуOщ}Iе усло-
вRя:

I25



(28)

( 29)

(30)

В итоге получаем такое утвевшдение.
ТЕOРЕ}Д 5. Для ра з решимос ти з 8да чи

дополнительности trри любом Q
достаточно, чтобн при любом
l,.{l...rпJ не существовало вектора
а= tai а/) rF={r',._.,z|rJ)п т а к о г о А >О,
что вцпо/лняются условия (2В) - (З0).

ПIИIчЕР. Дпя tитрлщн

Дr,5о(,- А"у aF= - лб',
-/rrr' *lчу'5/=-4аР,
bf а/rо.

( -I 2
(3I )2-I

условия теоремц 4 нарlушаются, напрпмер, мя Z: t.tJ . Неслолt-
но уdедиться, что все условия теоремн 5 внполненн, и тем самцм
соответствуOщая задача дополfiителъности разрешима при мбы |.

IУ. В предцдуцшк рассмотреЕия( мн ограничи.rпсь лпllь одноfi
конкретизаIЕlеft отобраяе""^ F , требуя, чтобн на отрпцатель-
ном гипероктанте оно совпадало с тщдественньпя. Мещду тем про-
стне примерц показнвают, что рассмотрение друг}а( конкретизаtлаfi
отобр:пения Д позвцllяет поlгуlцть инце достаточнне ус-повля
рзрешдмостп задачи.

Ilояснlдм это на прпIi{ере MaTpпIEI (ЗI). Как отм€rI8лось1 т€о-
реш 4 не позвоJIяет убелптъся в разрешимости задачи при шOсм
У- . Приwна состопт в том. что пDи использованной конкретизациИ
Йор""*" Г вектор .с - (4 /) п"р""оtlится в fPY(/r-/)
т.е. в (--r) , а значпт, условие (19) нgруцgнa.

Изменrм отобрахеtше f , потрбовав

Гr-еr)=-оэt
Frеr)=-ёl 

^2и соответств}rDщлм образо,t доопределив ето на всем ff . Поlry-
ченное отобрахенпе сном щреводит отршlатеJIыtнfi плпероктант в
себя, но теперь lлтршlа У Р_) имеет впд

А=

126
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9(g,_/o i \-( r о /
а не равна едпrшвtой !атрице, как это бшtо прекпе.

Несложttой проверкой уdецдаемся, tпo теперь условие (19)

внподняется и, следовательно, мохно сделать заключение о раз-
реuшмостп заца!и при лобом |, . Иот внвод мох(fiо сделать и на
основании упрощенного критерия (типа условия (26)), который rvu*

сейчас поJIучим.
0грнлwтмся рассмотрением лишь отобракеншй, переводяцlих

отршIатеJIьннй гипероктант в себя. В нашж условиях это озна-
чает, что opTn(- Р; ) перехолпт в некоторнй орт (-eurrr), т.е.
отобраr(енпе l однознатtо зФlается Heкoтopofi перестановкой
б:i +6ri). На язцке нашIЕк преж.нж построенпfi это озЕачает.
Йо прrrЙется /ПЧе... Тем catrmM F (е, ) - A'd).

Возьмем_произволъ,ноiЫ. { /r.. . , ry,l' и, поllагая f =

={,|r...rПJУ, оассмотрпм типероктант К , задаваеI\o{fi iистемой
неравенств:

,/ rо, /(/,
Д; G 0, /'Р.

Мя .С ( К, " aо'оr"ar"rвцR с оImса*"lи Г, имеем

_ Гr.zl= Z Д""Ь, * 

,?, "*r, 
r/ . (з2)

IIмушм услбвия, которЕм доfuкЪн }цовrIетворятъ .Ф ( К , П +О ,

чтобн дtя неIо прп некотором 2 < 0 внпоJIня,Iось ГLо)=\у
0трпвние этж условвf; и дsст требуегчп,лй крптерrfi разреtлппаости
заца ш допаrIнителы{ости.

Прецде всепо.отметшм, что в кlших условия( g,=1g|.z4l*o
эквиваJIентно.2 1# 7 . Деfiствптедьно, еQлп 2'=Ь , ,о 

"зГ(g) = 2О , учитцвая (32), по.lryчаем

2/,=Дcogl , /(б. (зз)

Теперь еыи j r б таково, что 6(J)(az , то.аrrrr=О, а зна-
tпт, из (З3)-имеем 2l.=O. Еслп rc абJ)(F ,)о z; п

сarjt одного знака (hепшопителыпrе), а поiом5r из (З3), ввид]r

Л"< О, СНОва \reем,2а,=О . В результате по,rучаем.ЕГ:О,
что вместе с .z*=O дбет а --Qa это противорtшт исходно-
}v прqдпо,Iоiвнпр.
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Дпя9Оl,понент.2j, / (4 , цоrIJгчаем о" Frа)-,72с we-
том .Е' -' о qпеtr}поtщгр сtrстему условяfi:

Z o_-_..Zr. =)zi l ieo(4),
/(,с t,o (/) r'

А or*r, -J, u- Д Съ ,
исбда, .щ" й. ]Еитшвая -/. о

/. O'urr, '/ * О ,

/" o 
'"ri,, 

oi ' ol

А 
ateqt zl 2 О'

|1carl).
о.2'rО , 

^< 
/ , поlцrчаем

i(бв)/7/,

i е oral rl /,

iсаср)п/.

(34)

Это ш есть требуемая система усlIовшfi. Преобразуем ее для тото,
чтобн прццать критерию вцц, аt{€шогитп*fi (26). 0бознаqм шlо-
пество d7a2 через tr ц rcрербознацлм переменнне, вводя

Zааf al , /'( / '' . Тогда поJryченная сЕстеNlа неравенств
прпЕт в4д:

J(rла6)слг,

-Z о., zl < О, O(il/l',
tq' JP 

,б
Форлrруя из коэфФцIентов этой спстемн матрЕцу Дtr о оФьеди-
няя пермекные Я/ в вектор Zt , пutуаем в птоiе сJIдд]почýrD

фр}ryлироЕtу критерия.
ТЕOРЕХчlА6.Для разрешпмости прш лю-

бом 
' 

задачи дополнительностп
с ма'тричей А достаточяо, чтобн
нашлась подстаноэкаб , прt{ кото-
рой выполняется условЕе
Vs.{l,..., пJ, z{>0, :tr#о - Af z{* о,

где шатрпца АО, формируетсяэлементоваi fuатрпuш А прп
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и J(tr u {., lao/7 } с соблюдением следУ-
зпаков: если ! та-ющего правпла

ково, что JCtr л6{J)(]' , ToaJt по-
мещается э Дi без иэменения зна-
ка; есsл|л ^boOal/S, тоdi помещаеъ
ся в Д; с противополоfiннм знаком.

Лепсо Sщеть, что (26) явlтяется частннм сJгучаем полученно-
го критерЕя, eeJш ь качестъе б взять, тоцдествен}tл0 подсl,ановку.

В рассл,ютренном вЕше примере с матрпцей (3I) второй сд9слоб

построения отобрахенпя ,Д соответствует подстановrtе 6= ( ! i ),
п прш такоfi подстановке крптерцfi (З4) такхе дает для этого
примера утвеIццтельнцй ответ.

Таким обрзом, кацдая подстаноЕ(а ,/ позво.пяет указать не-
которнft юIacc задач, для которшх по крптерпо (34) мо,кно гаран-
тпровать разрешимость грп любю( 1 . Прiведем в качестве приме-

ра матршýr третьего порядка:

А
8

-I
-2

a

-I
z

-I

)
a

-I
Крвтерпfi (26) не даот в дsнном сJryчае утвердштелшого ответа.

0дlако осли возьмем 
" 

= (|' ! ), то уdецдаемся, что (34) вн-

поJIняется.

ý 4. СфриqескиЙ аlгopцTltil допоJIнительности

I. Идея алгоDитма дополrителыrости Лешtе.Используя вве-
деЕнне рнее обозначенЕя, мопно сJIедпOщIм образом описать ос-
новц}'lо lцеD sлгоIжтма дополнителы{остg Лешtе. Исходная задача
погр}rкается в кпасс задач с перменноfi правоfi частьD q /ф ,

завпсщей ог вещественного парsriе тр tY; | (Р)= / - tаrпе t
е= (уr,.., /) . Ясно, tTTo пдц достатошtо'бqльшй значенилс d
;"qrЪ' 

N 
('О; пFналлешт *о 

"у, 
t r,fr- )^, пороцдаешOry

коlдlлейентарнцм мншеством ,9_ = lп+/, .,., 2 о J . Тем сашпr д.ля
т€ч(ю( зr€ченm t !звестно решенхе зqдачr допо,нrтаrlъности с
праэоfi (пacтbn 

? сф , 4or/ = * -/i , /'|...r П. Наu lýпно по-
JrytиTb рощение эадаw с прбвоfi частЬ /{О)-2 . Еслц умеfiь-
паТь t от JrмзаннъD( достатоtlно Оо.llъшгi значеiяil, то прп 8-
=пzаэ 4_.= 4, обратятся в ноль перемеЕная Zz+i l, и прИ

этd осбЫьi{€ перешеннне Zori , /l/o , Оулу{'неагршrа-
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тельннми. В соответствпп со схемоfi алгорЕтш!а Леллсе следует на-
чать увелиtивать переменцr0 .zj , меняя пqдходщЕм обрзом 7}
п пермеЕнне Тzrj , / l/ooo,r"* , чтобн вцполнялись все
y*o"n" задаtп. Т"fi сашпl переходим от множества И- к "сосел,-
Her,y" шпrопе"rчу,O1О = [i"J ч fr_, {n */"J .

jhя удобства пзLоЕеЕпя в далшеltшем дtя лобого из элементов

k< [tr, п*/t через ,{ будем обознаtЕть второt элемент парн.
В дашiом сJryчае мя k - пf/; ,л""м k = /,
Далее все посJIедгощие штерчш прходят аЕыIогпtно: есля

обратшась в ноJIь поIЕменвая а5 , то сJIедует увашчпвать
пеоемеrцrчю ../- . пеDехопя от текчшего кйдIлвментаDного мноfrе-

"ru а -* 
*оЬ."""r"рrr*у **.Ьr"у fr'= [ l J u И'{lJ. Про-

цесс заканчrвается либо KoIEa будет достглýrто значеЕпе ?t=O ,

лuбо котда при увеJиченЕtr очередноfi пермешоП zj окапет-
ся, что такое JвепtlIенле возмоiно до + ф беэ наруценЕя ус-
лошrfi задач, т.е. будет поlгучен луч.

Неоtопнне вш(-падкЕ показЕваDт, tпо в посJIеднем случае Фtа-
годаря основвоцу прqдпоJIопенцD (8) бiцет ?2* * -

Еслл прдполягать, что внпоJIняется тФfiе прsдЕоrlшенде не-
внрФiденностп, обеспеЕвапцее на кацдом шаге единственпость
обрацащейся в нOль пермеrшоfi, то Ероцесс эаканчпвается через
конечное чхс.по шагов. Прп это, есм Д е fо , то второfi cw-
чаfi цсклочается, т.е. в реэультате всетЕа по,IгЕе!il решенtrе ис-
ходноЁ задаш.

0днако 
"см Д { fo , то возмол(ен сlцусаfi, коIда исходная

задача Емоет решенпе, но пIм решпзflпхtr оппсаrпrоfi trроцеryрц
п.роцесс законtптся поJrучевпем Фгча. Пршеропr TaKof, задаtп яв-
Jцется задача с спстеrrоfi огравrченпf, с mтршrеfi (3I):

-3, +2э" >!,
2gr- 2э 2,У,
2r, 2э 2 ?' р,

Ее ршенпеlr является Zr= /4 , С" = 
!/j . Но, прлпrевяя пр-

цедуgtr Лешtе' поJryЕУ цfч; ?2= 2t*t, зе- о, gl + +ф .

П. 0бцм схвша qЬшческого алошшg. Гвшетршческ8я Ец-
терпретшця эадаW ва сфре пqдсм9цвает пвсколъко Еryт органп-
эАrrrrп прщесса, когоgrD услоэво l0шto ва9ватъ сфршческпI ал_
гoIETuoI. Этос алторпп Еозво,I8т нахqдlть рФеЕlе дц зад9ч
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бопее шшркого кпасса. Главное отлиIие от аJгорптма Лешtе сос-
тодт в пном способе параметризации зацаtш: вместо |rD=X-*e
рsссматрдвается /d)ёrll:z/f р еэl , где Р - таftой веitтор,
что решение зада(и допоJIнптещЕостп с првЬИ частью / (п ис-
ходной матршдей ,У ) нам известно. Тем calvп,lM нам дзвестно ре-
шенпе параметрuзоданвоfi зsдаtи \ра l - 0 , и iýгJкно наfiтп ее

решение прп l-t "* t= -Ёr t котда qct)-g . Заме-
тцмьчто /а!=? пмеет место и прп д!упц зЙачення< / sи-
да { t 2'rZ/ с цеJIцм / , "о 

Ерл непрерцвпом изменении пара-
ме{ра l от l. О первнм будет достип{rто одно из указаIrнцх
двух значенлfi. Еслп сташ{тся задsча поJrученпя хотя бц одllого
РеШеНИЯ иСходной эада(п дополнительнgсти, то на этом прцесс
мохно преItратить. 0днако есJIи /il4 // > / , то зацача имеет
заведо}rо dолее одного решендя, и "с целъю поlгученпя другдх ре-
шений процесс изм€неfiия f можно прqдqrDкитъ.

IIриведем более детапы{ое оппсsнпе общей схемн процесса.
_ По предпоltоJкеЕию нам известчо кошщементарное MнoeecTi]o

ао ,"*Ъ", qо Р = ?9) {lrЙrl. Будем предполататъ доJIo,I-
нителъно,.чIо_коryс l(Иоl телесен и точса / леfrи? внутри
Kolryca lr42 ;Мчл,о]напрпмер, вэятъ f'-€п 4=
=f п*/r..., 2oJ=.6- .

На [ -м шаге процесса имеется некоторое текущее значсние
t| = У, и KoMIuIeMeI{TaDHoe мнопество !d, такое. go qr// )с
i S'[Пr) , т.е. при Ilеотршtатать}tцх J""""oo о; ,riq ,

вцполняется

,Z Д/r!=7{ф), (з5)

При этом 43!в, 
"*о{тавпться 

два разJшчнф( сJгуIЕя в зав}tспмоо-
ти от эначенtrя ранга спстемц векторов Дl , 7'С 61 , которое
будем обознач,rъ lr . Это значение моцет бнть равно мбо 2 ,

либо ( /Z, r' ) . В завпсшмостr от этого будем товорить об ите-
раIцfr первого пли вторго тдпа.

В шбом сJryчае ямеется 
'Dзшоttlостъ 

Еэменения значешлй пере-
менflж .z,. , J ( ýl , 9адаDщдх предстsвrrеаЕе текущеfi тоЕ(E

|/t) {.р". 
".*Йрн Al , /'(ýt . В первоlt сJryчае, когда

0, = z , такое пзменеЕпе внзцвается Езменендеri с8мог0 зна-
{"{-я l о, t ' tr . Во втором сrrучае / остается раrmнrr f1.
но возмоIность язмененпя перененцЕх .z/. появлявтся благодаря
;шнеfiноfi завпспмост! ввкторов Al , 7 i 0r
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И в тои п в другом сJryчае измецяOщпеся переменнне буryт
завшсеть от qдвого парашетро, иt сJIедоватедъпо, возмйflц
лишь два взапмопртпврполоfiнцх напIЕыIеншI Езмененrя переrrен_
ннх.

Oсновноfi цр{Iщлп IIостренпя траекторпrr остается пр€пЕим :

еслtr Еа даlяой птеращп дшы{еr!rеw пзм€неЕm переuенншх пре-
пятствует обратшшlаяся в ноJIь переменная .Е.| tо J пск.mчает-
ся из тек}щею коiдцеиентаIного мншества 

-fi п заwпяется на

3 . Пrш этом условше .Eg 2 о ytв одЕозначно опрделяет нап-
рав,Iецие цзмеЕеншя переменнцх 2/ о слоryrщеfi цторащ.

На начальноfi итераIцд по цродполопеrп?п р€аJшЕуется первrrfi пз
указаЕнЕх сJrучаев, ш, знаtшт, пзш!енеЕие перемеЕншх сопровоцдает-
ся Езмевенпем парметр / от t - О . Прп этоr напраыIенпе
пзменевпя доJпно бцть задано. Рассмотрrпr пqдрбвео каддd из
двух с.пуча€в. :

_ А . Пусть 7| 
/ 

,. 
_/_ _' 

а* _, .Ешеfuо-незавпсямн, T .e . iLr = rZ .
Тогл;r, заменяя в (З5) ?dl) .на qa) , Еоrryчиil одirоЭнатtо

_r: кФ( Мщд параметра / :

' q/(l)= а/, пrtt * /, ell, /'r йt, 
" r.

Парметр to *ооrо Йнять .lпшъ тЙrм обIЕзоtл, поан а j rf)
остав€цrсь вое flеотрttrjtате,Iыlьп/ш. НефI9fiно указать шяопёство
frTex зЕачеш{й l ,wчкоторцх a!ril>O . Этоллrопество

пр""дar"*raт соОоfi совокудност" *рa6*о", явirщлхся сдвптамЕ
на кртное J/ отрезка длмtоД ?7 с центроt, в точ<е lj, ,

определяемоfi по фр,f}гле



g

а эт,о противоречцт определевир J thБе будет показано, что
.С! r/l# О и в сJtу.чае Ро_, - л-/,- 

,Т*ч сбрзом, П 
- ЪоЬuадает с qднлм из коIщов отрезка

tS!, pll , tпо Е dпрелоrgе1 направленпе пзменеЕпя t , t
слеiует-увеэrи.ивать, еши { ! = tn, , и уменнцатъi 8сди /:=4 .

В первом сJryчае поJIатаем й., = !'= / j и_Еереходхм к сле-
ду]одему шаIу с мвоfiеством ""6r,r'-{al 

u"P1 х t!!. '" 
втором

*]: f,;:r;Ж:*;r:'-j'ЧIХ*'*,fi;,я1= {'r J u
ll fit_r'/J} . Си"тема"fiпrеfuц уравнеlшй

*.", 
".,,/.#r, 

!'!l,;! u = 9j . i, ýt, Е, как .r"., :::-
зано нDке, ?i r 0 . Ввпду Р, = п-l допо,шительнцм усJIо-
впем 2{ = Y| решовше сиСтбrtл,l (З6) Фffiси!уется уле одно-
значно.

Уlдrопая (36) на б ц вЕtItrтая дз (35), поцrчаем

,Z^ Hic./ -rrl l = чrфl./(ýt о

это соотношеЕпе л зqдаот trзмененпё qяачешrfi

,frel:.j-r?/, irfi*.
'/'

В частностц, пмеем ,! rr, - а п, следовательЕо, знаsегп.lе d
}rуffIlо увеrlпiивать GT- 6=Р ).Маrсспrашвов ё=€', , прtr
КОТОРОм еце в}rпа,шяется условЕе нестпшIателыlостд э:j ral ,

0пределяется фоР,VЛOfi 
_ I

е*= ry.n fffrf 'о
IIо.похдтельнне средц g/ "tu""rвутт 

ввцду основного прqдпопо-
пеrия (8)

Пустъ прп 'ё - ё* обраtlается в ноJIь 
'| 

С"> r т.е.
гr= .T.I /nI . Пооеi

';:i!Дi ar _,' 
!' ЁТi ф r:T rТЪТ r"-" "Щf,Ч'Н}ц ?; l О вёкточн,Аа. , /'( Иt ,l -z J , ланеЁно_нвзависIцл,

а знаtит, Рrл, Iz-l
Та:сuм/о8frзоr*, гангrО* не моIет бцть rrенъше l чём l' - / .
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Кроме того, на [ -И fiтерацд,l прп _Рr- o-^rrr,u*ropo Д/ ,

i' 4_' {lJ, *"rmо-незамсимн и потоIчlу fu I u
.ijepнeмcя теперь к !ассмотрению случая Л -Е и покаJiем,

что -C|rl)#O п прчЛч -.a-r' . Пус-тБ .f7. - номер пос-
леднеii из пIЕдшествующlлt итераlрrfi, на которfi внполЕrlrlось

.P*=n . Такой номер /Лr наfiдется, uбоlf; = z по предпсцо-
жению.

аустъ fr-rr=fi'J tl И-'/rrJ. Т., самнм прпзводная
dч (4nr.l'оЬлшчrа .от кliля.'OfредеJlим вектор h иэ услtоый

(t , ,4/)= о , /'f 6-'IyJ, (з7)

( ft, А') = У. (зs)

Тогда на любой прмелqуто_пrой итерацпи с номером / , ,n./'l ,

будет r l.,,4Ц=1l , /'( #r , а дIя * -fi цтеращ погучим

(l,A/)=o, /(аl,tзJ, (З9)

(h,A5+o. (40)

Заrиснвая равенство

Z ,lb, ,7, = 2 rll
ono 6=,6-fu, /=l*,, 

" 
a-al , /,lr Е у-I\дrопая на L ,

поJryщм соответственно

if, r/,-.r) - f r/-*, ), (4I)

.li! 14 ). 0|, А') = g rfi ) . (42)

Уwlтнвая tr= /,оrr, пз (4I),'(42), ввцду (Ф), паlrучаем

iirtrl * о , что и требовалосъ.

Ш. Алгоритм. Бо.пее деталы{ая аJIгоршппческая конкретцзаlЕя
огшсанной общей схеш* шоf,ет бнть осуществдена разJIпчннм сtrосо_
бом. Приведем Фlпн лз возмск{цх варшантов.

Перед навлом I _й итера.rJ- пмеется gледrпцая rнфраIs'lя.
!,trrеется текущее значеЕие параметра t' t, ц значенде

Ас f-t.y' / , указьвапщее послед""" напрЙение пзмене"пя t :

ес.й '\Ll , то tt поJrJrчено Ери уведшенш | , есJIи хе
2=,,У - npu у".ff*еlлм f . имЬется базпс Rопз векторов

Д/ , /CQt-, . Есrш предцrylцчптерsяия бнла птерlDлеfi пер-
вого irпа, ,.". rР1_, 

-n , то 21., = ft{-1 . ЕсJIп пefl_r'ё-/ ,
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т.в. вцпопняIась итераI8{я второго тЕпа, то Zt_r- {З*} U
,,4, ./,rl , тдв Jr - Еомер, псttлочешtd пз текуцего iшопе--{i#'0|'"Д 

последнеfi пз итерsIиfi первого тrпа. В этом мучаs
9t_, в oTJmIиe о, бр_п }те,не будет коlrшемеЕтарЕнм,

но будет поFги вомIulементарilъпл: мlя 1 # J , l* один элемент пз

""р{ i,i J содеркдтся 
" 
9l_./ О 

.

дй едйноооразпя сwтаем, что всегд? 4,r={Э*JчQl_rr{S},
НО в еJryчае fb, = п вцполняется cr=S- '.

Такпrl od'pbdM, к вачэ.lry * -й птерашm пмеется дв€l номера:

5* ц 3о = Т . fuктор .,4ОО подледrт вводу в базис на даrшоil
итераIЕ.tи, а вектор /' "ffелателы{о" пск.lпотдть; в этом сJryчае
мнопество 91 Фrcт кошuIементарнцм.

}Ъконец, имеDтся функIDм -r, rtl , ,/'( 9ь,. ,,задапцце
представJIенпе вектора f dl че#з 

".*rорfi 
базпса {А' } j rgr-, '

IIри описанlпл аllгорйтма будем поltьзоваться знаком := ^-hля
оIIератора прцсваивания. Всю процедуру итераItпп мопно рэбпть
на сJIедгхшlие оператовц.

I. Решение системн лпtеlfilю< уравнеш{fi

Z /'й = А'", (ý)

2. E..,EI'i?-;r0 . то пеD.ход к п.3. шначе - к п.8.
з. ):=!5 лgп g,, ; 9r,={з"} u' 9r_о,{З'J,

Ё : ЁiiНfr ];:ъ,,ТЁr 
^ 

f, i.!! i,: (',,?и,
6. 0пределение 

olrtno , 
"Цо ,' 

ОА -7 , ,Ь, 4*1-
,.=5!/&' " :тж:I :ч:;.о,-'=,оо 

о/ = 0 ,,
a,ll t Zn rt1 2

8. 0пределеlме ё'-ry1r + -- -т-
g., q,= {l"J , Lr_a::i"J !/ороа*""{:"" фуrкrшп

.O1ft)2 /'(9l , 
," lО. зо:= 2r- /:= |+1 , возврт к п.I.

Щгr,ЬилчЙе в п.4 и в ц.9 преобразоваше фрrкIпrй аjG) ,

i ( 9t , Ое]rществrlяется по пзвбспIнм форryлам сшплбксаrь
тода д:неfiного проlраммярвавlЕ. В частностп, дм ,Еrо(tr) в

' п.4 будем шtrеть

Q,d)= fi оо. r/l , (44)
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14з этого и слелует правило пзменения 2 . Ес.ш, например,
Zr. rfu обртплось в нолъ при t=tl возрастая, то в cJry_
й- ?r, '0 _ :-у*^о uз (цц) , ,rо^.trоо{/)>О прп i С
( /l, _,t, +ZJ. .1го означает, что следует продоJпtитъ увеJIиче-
нпе К7 \ т,е. П сохраняет значение I.

IY. Iарактео траекторлпд. поDокдаемоfi процессом. Пусть вы-
полняется следующее у с л о ви е н е в н р_окд е н н о _

с т ц i если для кошшементарного мноfiе"rм .И прп некотором

/ uмеем /d)( Zrбl, ,о 
" ,rр"д"rав,Iониц

Я дl-t, = qr/)
/о"--/ r'

разве лишъ один из коэф!шщентов О/ мопет бнтъ равен lryлo.
i'Iредпололtим, что мц не п;lекращаем прФ{е9g дsiсе если по.rгу-

чено одно из значеtиfi l = { .. t=''{ t а продоJDffаем

его далнце. Тем самrм поJrучается бесконечtая последователь-
ность комIшементарншх MHoJiвcTB 0l . k = Уr2.., Так как имеется
лишь коrlечное чишо раз.ltиtпtшх кошUIементарных мноrеств 62П) ,

то на определенном щаге lro повторится уже пройденноч ,9/
У словие н€внроцдеЕн ости обеспеrива ет одновна с}rую продолкл -
мость этоfi последователýlостп как в одну, так и в другую сторо-
нц, т.е. имея некоторое ý, , l)y' , однозначно опредаляем

9оr, " 0l-, . ОтЙ8 слOдуот_l что первнм повторивIIIIм-
ся мноfiеством в посJrедователыlостп -0, буrcт началъное_множе-
ст"о .Ио , т.о. 9l" = й, . Затвм пЪ.пЬryч, Йьч=ý, и т.д.

Такп,r образом, п-оследоватеJIý{ость И1 wrcет iимпчесtмй
характер, и при олнократном прохохщеЕия цшкла каццое из встре-
ченншх **""r, ,Й" проходится лцшь один раз. При этом проек-
цlя Q rll точкЕ gr/) на сФw S прп полном прохоffцекrпil

цдкпа зачеркивает, вбобще говоIж, некоторут qасть ок!ухностп
баЛШIОто диаметра. 0днаtо еслп моано гарантцрватъ, тпо тра9к-
тория изменения параметр l прп этом 

"Ь 
,.ш*.-*етс^, ,о ir/)

зачертит полvю окружность (мопет бнть, даже неоднократно), п
тем самнм в этом cJrytвe обеспетвается поJцrченпе решевIiя тсхqд-
ной задаw. Такото рода утвеЕпцения мопно поJI}пшть, испоJIьзуя
qпедуоц]п0 хаFактеристЕку прцесса.

ТШРDчlА?. Напра вл ени е п зменения па -
раметра t на k -П итерацпи опре-
деляется лцшь паправлением, зада-
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ваемнIи на начальной итерацши, и

зна ко м оп ре делит еля da/ 9rýrl,
}Ньпм словамш, это означает, что для всех g?Br) с по-

лохлтельЕнм dl 9r6, / напршение изменени* t'- ауд",
однпм Е тем хе. ДJlя 9?6t)c отри{ательннм значением

rй Яr.Q/ напрвlIе*е iэr"".по" / будет противопq,Iоff,{нм.

дOмзАтЕлю'tЮ. Нужно показать, что ecJи исItлюtить те ите-
pal@, на которых Й {rИl, соответстцпOщtй текуrчему коtш-
лементарноDv мнохеству fi , обращается в нолъ }l, следоватеJIьно,
движение по l не происходит, то в оставшеfiся последователь-
ностп атерацrft переменн напраыtенlц дшхеrшя по / происхо-
д8т прп перемене знака у йJ 9r,ф.

Предпо.лагая какую-lв,tбо упорлцоч9t{ностъ _в *o*""r"u Q rл,

введем в pacc'o'pe*u ""rрй ,/rйl=/anlrr"" ArФ=!A'lrro.
0ни свяэанн рвенством

9r9l"/r,йl=,4rйl (45)

и, следователъно,

й/ 9rбl йfur в) - dztl rýl, ( 46)

PaccMoTpnt снача4а с.lучаfi, когда на дв]д последовательннх
итераIщЕ( dlJ /r,Яlr О ..Пусдь рчъ идеI об птерашtяс
с но}iерамп I- l п k . пуяь ,flI, {jJ u Иr_, '/JJ -

Условшrtс.ч, что упоIцдочеlмое И1 поrýrчается лз упорядоченного
.fir_, TtpocTo заменой ё на 3 l. Это оздачает, tпo ,Эt(Иlnorry-
Betcil пз .t r,Яr_n,/ замевоfi J' на J" = -J '. Т"" 

""Йм
dй lra1l = - /2l а (Qt_r), (4?)

/"/ / (31)*/, il/ / rИr_n )l (€)
где Л - коэффшпщент рзJIФкения, по,ryчапщдйся при решенши сис-
темц"(4З). В дашtом случаR Рr= f, а ! - !' . Так как
dП/rQl#о, то ll#o" ^.

Сотласно отвлсаtпЬ а,IIорцтl/в, trзменение llаправJIенця двшпе-
кЕя по t оро переходе о* й1_, к Q определяется знаком
коэффшшепта 3/, : пpп 9l . О нsЕрав,Iеншо ост8ется препнпм,

ща l, > О меняотся на'пртгвополошlое.
t дrугоfi сторонн, пэ (46)-(€) шмеем

illQrQ.,)й.FаI,=#=^ /r/-1(gt,) /э//r81l
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d"J / r-0*_,l)2
= - 7l 

,1", r ra-/
Отсцда cJletrryeт, qо ilJ €rёl не меняет знака прп переходе

2, Йt_, к Q, есм /, < О, и меняет зв€ж, есJIп ?о.О .

Это п трбовалось доказать.
Пусть теперъ ilt ,r rЯr_, )*а , во / -я }lтер€ulля явrIя9тся

ктераtиеfi_вторго m.а, т.i.-'gо=6l , ц тем 
"аr*,, 

dzl .4aIL{,
йt ЯrQl=P. tIycTb посJtе этою, слелJrDт еще }ескоJIы(о Етера-
Iдf, этоIю тtrпа п лпlдь цтораIпя с номерOм k + 

' 
снова явJхяет-

ся птерslцей первою тппа, т.е. dd АrИrrх) # О . Вернвма
ся к оIцсaIIm ,( -Я птерацr". Первд начелоi Ъе п,rеем текщиfi
базп_с дз 

""*тор" Д! , jc 9r_, , в Koтopor Е{IIелен вектор

ДО':пД' . Прп этом 9i_, = ^И_, . В баsпс вволтся век-
tор А- , которцf, вЕтесЕяот пз баздса воктор А - 

= А'" . В ре-
9ультате цоJryчаем новдfi базпс At ,lr9r=/rlU9, , rlЪl
Такrм оОраэоr, E-f J u 0tr{zoJ", ,.6. b6r."rii'йn' iýr
оглхФr}тся лЕшъ Qцнпu шешентоra.

Будем cBrTaTb, что текущяfi базвс упоряцоqеЕ и порядоfi прп

переходе от птерsшп к птерацхп моЕяется естественннм образом:
ввqдпдй в базис вектор аsпиilает место пск]mtвемого в€ктора.
Вознлсапцая упор.щочеЕность в мЕйвстве 9orn порощдает упо-
рядочевность в мно[ест* Е : }rршо " 

q;" но"ер J' заме-
mть номероu Z . оствgв взапшd порflок элементов непэменннм.

В рзультато по]rygаем следJmщее правш.по погученпя щорядо-
ченного li'olec'Ba i, пз упорffцочецвого мноаестя ý1-1 ,

элемент .5 замевяетсi элементоlrl J , после чего J п €о lrеня-
ртся ш8стамп. }тп пе операцпх будryт внпqпнятюя п прI получеЕхп

:Ёffi il,:::Tr,fut9:*':":*?:"lg;'""'Щ,f!n""|"-
rreHof, ai.t Ца ti-, , ПОСJIе Чет.О lr-, Пё; rДеUmТ-
ся uест8lп.

Пр обрзовав,.r Иr., прI9оИет зашена э 61*у_lнО-
riepa le_r ноuеwч 'i)_r , однако п€Р€ставовItп не Еошеду-
вт, пбо прп обрsэовдlпg- lr, . нжр ё2_, заuеЕхт в _

Ф.*f _, нонер з'= 5 
"i{e. 

огВ/ йlrt_r. Погуш,r 94rf-
= g${"io, 

рассlrоlршl ocHo'tof, вопрос о свtr}ц пероrэпц энам
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в двучIеннОй последовательностИ &/ rrИ, ,r, trдl grЯbz)
с пзменением напIЕвJIендя двиЕеЕия no / пi!"-'перходе от €t_r* Иtrl , т.9. со знаком коэффilпцента_раэIопенм {r- ?f '",
поrýrчаемоIо flа доследнеfi итераIш k*/ . Иэ (ЦО) crieiyeT

dи.,4r8t rl &J 14 (4.1) 
. ( 49)

/r/ Fra",l /lJ grýt,r'= 
ЫBr_.l Иёr9r,rl

0тносптельн о ilJ -4'И*_, ) п il/ "rt rQ,rl по-прекяему
мошем утверiдать

dzf-1rИr,x)=-&l "lrЙ1-,), (50)

ибо на всех итераlц.Е( из рассмотрtиоfi серlш, кроме лоqtеднеfi,
будет пропсходитъ двукратная перешена знакs у dй.tr,О = i,
одшI раз в резулътате замеЕц некоторого сто,Iбца Jt на Jt=Jl ,

и BTopofi рз в результате перестановки двух сто;lбчов !iестамд.
lla последнеfi хе итераtrдп первстановка oTcJmcTByeT, ц знак lto-
лЕняется лпlдь оддн раз.

Что касается знаков определuтшеfi dz/ ,4rИ1_, ) п
/d Ar4,t) , то
lyo Й/ {йr,r)=*уп r!-:, Jg" й А 16*_, ). (5I)

Деfiствlдтшыtо, мsтрrщш A-r 6r_11 i А r6r"r/ янIяDтся
краf,tшrш в рщу базпсню( м€tтрщ А rЮп-r1, .lia),..., А (91,),
IIрп перходе от одной матрщц этого ряца к дцlгоfi в щтрщё
мемется лпшь 0дЕн стоlтбец, Е прп атом на всех перехqдах, кро-
ме Еоследнего, соdшдается УСЛОВПО: в разJtщоЕцц вводлiого
сто.пбца по имоIще},vся базlсу коDфпIцвнт разлохения, соответст-
вущиfi заменяемоW столбlц;, поrlоrптелен. lgr саюоr, на этж
цереходах знак опрвдеJIцтеJIя llsтрщl д r9.1 не меняется. От-
сцда ц с.педуот равенство (5I).

В результате сз (49), ввцд]r (50) п (5I), по.lгучаем

Jrr М Л9r_, ),чо аzl 3rab7)- -av.z /!", (52)

что п з8вершает доI(аз8твльство Teop€lл{.
Из доказанного утверцденшI следует, тто дlя задач с неотrш-

цатедьншrх глsвнцIх lлшорsЕ птщrur / цараreтр t в Ероц€с-
се будет менятюя монотонно, т.е. тFgктоwя тоцл Q/V) не
будет содерпать точек возвIЕта, а теи свrцI точ<а f rfu зачsр-
тит Еа сфре по,шуп окпrцостъ бодьщого дцета. r
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, ts общем сJIучае, когда монотонностц влцзмепенпп параметра

/ неr, для обеспечения оохода Totкofi i rb по*ой окр}т-
ности достаточно, чIобц, IlЕltшная с опрелепевноrо ilplreнTa, н8-
чальное значение / = О в дшьнеrh,ем ухе не Еовторя.,Iось.
Если в калчестве начальноfi тоqtи q О) прцвдмается Р= - е ,

u 0"-И- , ,о дIя,зqцач пэ -""О"" { ,р".*rор* 'ir/l
мо8ет вернутъся к / Р/ ллппь обоliдя поrIнур о]кIцБнослть по тоfi
причине, что в рассматрхваемом qrrучаq Р€ Jпl "{rQl , а при
любом другом кошцементаIжом ёrl6- Ьлеем tпl ZСа_|п/tЛlУР

Если учесть теоре!.ry 7, то яёно, tпо оmrеченнШ характер'
траектории
нии ( IЗ) .

i r/l сохранится и прп бо;lее слабом предпоJIоtе-/,
l]есколыtо иная картчна будет для эадач с отрлщателыrоfi

главной диагоналыо матрtпщ А , о которЕх llцa ре(Б в теореме 2.
}lа.пная с 0/0)=:е ц И,=d-, пф*u 

" 
*""."r". jqrol-

но из мноке{rъ ý|{rzrrr...ri|-tr;, rzry't/r..., 2.J.
Так как ф/ 9189:d;;<o l " фt 9rй )=l>0 , то нап-
равление изменения / dOпапrcняется на пртшвопоJIох,ное. Из фор-
мул (I5) и (16).леп(о вццеть, rпо пз l r,{r0-Llr'O 

"п"i"ih (./rzl Ir,91l . Тем салдм точ<а q(r) с'нова проfiдет
через точку /- z2 . (Именно этим л обdясмется неудача прп
поЕrгке решать такие зацаlи по шгорштtlч Леlлсе, как ато бшо
вцдно на задаче с матшп{еfi (3I).)

Более того, пG,ryчпм /d2) / !r,Я-l , . Пусть для опре-
деленности начшы{ое направrIение шзменения / яв,Iяется напраыIе-
нпем роста f . тотм /" < о . 0тправпяясь от t'O , мохем
начать отсJIе,кпвать траекторию в обртно,l напрsвленltи, задав в
качестве началцtого направпещ!е убнвания / . Пмучлм кошuIе-
ментарнне *о^""r"" И-п , !ё-2 и т.д. п соответствущие

t-r, t-r, ... Из приведекншх рассуцденпf, сJед,ет t"'O< 7,-2 '
TeiTepb ясно, что если бн траекторЕя иэменендя пара}Етра t за-
Iцршвалась. то доJDIно бшlо бн существовать такое кошшемензар-

:"z,3l"i!y й ; "";"::LK^""B, 
) Ха ; |"J^S{: PR"

ментарнцх мнохеств с т€lкпми своilстваш{, как это впдно из дока-
зательстм теоремн 2, не сучlествует.

Таким образом, траекторпя из"ен"ни" f не моЕет заltикIIи-
в€rться, а qrlедователы{о, на определенном шаге процесса будет
поJryчено решение исходной зqцачп доподнцтельности.
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В результате поJryчаем следующее утверOкцение.
ТЕOРDЛА8.Еслп Q(O)=-e и при этом

выполняется предполо)вение невн-
рохденности, то в условиях тео-
ремн 2 сферпческий алгоритм да-
ет рещение шсходноfi задачи до-
полнительностп.

PaccMoTprnr теперь кпасс задачl о которм пца речь в теоре-
ме 3, ПредIоJl€гая, однако, что Q >О . Покажем, tпго за счет
подходrпцего внdора начапьноfi точсп р = 9 (о) в этом сJrучае
таюке мо,кно пq,rуwть гарантпD разрешимости зацатtи при примене-
нии сфрического аJIгоритма.

ТЕOРt!,lА9.Пусть 8rО и внполняют_
ся условия теоремн 3, т.е. име-
ет место (I2') и нашлись т8кче4чý
что

dt".o, drз.О 4.п2Oпрп irz. (5з)

тогда существует такая точка
P(lo, чт о пр п Q/о)=р2И"=а-сфе ри че с -кпй адrоритм
ходноfi задачи

ДOl(AЗАТВJlЮТЮ. Пусть

J, из интервала (Оrr)
коордпнатамп

дает решенше ис-
дополнительности.r

п
=rтъ/Z //
paccMoTpпri

. Внберем проиэвоrIы{ое
в качестве f точltч с

Р, =,Х, о irё,ý,
В си;ryовнбора f, топса f лемт вЕутри R! = lr€I Пусть ,
Ио= 9_ ц в качестве начаJIЕrого напрsшеншя изlrенеlшя /,
вшЪрано напраыlение рста l . Легко вцдеть, qго тоqв q(t)
при пзмененич t ь швтерваJIе (-iZriZl оуд"т oep.".f"r"
те пе грани коцrсов lr,El п в тоfi r'e очередност!, lпо п точ_
ка i{X )= Р+ 2 Ф*r) при измененш 2 от - .: до + ф .
0тсцgа следуетl IlTo в качестэе .fl, бlцет поlгучено мнопество

1fz. llr;ltu хе внстрадвать траекторЕD в обртнош н8прашснпд,
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как это бвцо проделано при рассмотрении теоремц 8, то поlryЕrм

3_, - S" . Неэначительнц{и варцаш{ямп тотtл f мохно добить
ся, чтобн в дополнение к этоl[у вшпоlrня,тось и условце невнрох_

денности, чго обеспеwrвает однозначность продо.пхениfi траекто-
рпп.

Дальнеltшиfi ход доказателютва qледу.qт схеме рqссмотренпfi
теоремц 8. из (5з) сле.ryет, no tr9-п)э l(Э-) ,-а
t"r t-r,' /-" . !эо"" тоrо, лрч,1|' , д9стзучпrо бл[зкю( спра-
эб к '/, *, буд", меть q(/7r lzl ,?! . Теперь, как п
вцше, закJIючаем: есJIп бц траектория изменеЕия 7 заlпцtлпва-
лась. то начцось бн комrulементарное ,9 , оrо /d.-ТrЭl>a
п qr/) r lr4l , .а зна(ит, 

- lr3lП 7,z/ Р! * Z,
,пб противоречит (12'). }го звверает доказsтеJIьство теоремц.

JMTEPATYPA

I. LEi{tiE с.Е. А sуrчеу of соврlещепtаIltу theoly. - Iп:
VагiоtiопаI inequalities and сопрIепепtаrtф ргоЬlепs,

TheolJr and applicaEion6. rI.Y. - Brisbaoe - ТоrопЕо,
I9BO, р.2II-?Э9.

2. LEMKJ' С.Е. СопрlопепtаrlЕу ргоЬlеоs. - Iп: flопliпэаг
ргоsгапшiоg. N.Y. _ Londoni Дсаdешiс Рrевs, IPIO.

'. 
ЬЬ](E С.Е. ВiваЬriх equllibriuц poinbs апd matbematical
ргоgгаlппlпg. - ftlanag. Sс., rP6), N Ir, рр.68I-6S9.

4. АJiЕксдцДРOВ п.С. Комбинаторная топология. - М.: Гостехиздат,

I947.

5. JГ/БЮВ4Н Б.А., НOВИКOВ С.П., ФOНЕНК0 А.Г. Соврменная гео-
метр,lя. - М.: Наука, I9?9.

6. КРАСНOСЕ'iЮМR lrl.A. Топологические методн в теор|и HeJErHeй-

нцх интегральнцх уравнешf,. - Шl.: Гостехиздат, 1956.

I42



7. BORSUK к. Drei Satze цЬеr dte n_dimensionsle ецklldlsсhе
Sрhаг. _ Find. tvlatb., 19ЭЭ, ч.?О, рр. I77-I9О.

Пострила в ред.+rзд. отдел
IЗ.05.1986 г.

I43


