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НЕс ТА}ЦАРIllАя хАРАкТЕисlикА мЕТРиЗУЕ1,4010

вtIпуклOю кOмпАктА с зАмкIryтOfi экстрЕtиАлшOЙ грАшдIЕЙ
в лOItА"пн{O-выпуltJIOм пюстрА}ютвЕ

I,I. В.Шагпtин

Срелстваlл,t неста}цартного анализа покажем, что метризуемьй
вцгryклый компакт с заллtнутоfi экстремальной гранпцеfi в локально-
внгrуIцом пространстве инфи}п{тезималъно близок к HecTaIцapTHoMy
многоульнику а верлинами на aKcTpeMaJIbHoй гранкце компакта.

В нестаццартном анализе рассматриваются две струк
ста}цартный универсум ?i 

"о 
стsIцартннми и}цивIцами

стакцартннй уr""р"у, 
*|/ с иIцивлцами Ц/ , которые

ются специальннм построеrием [lJ.
В ушверсуме |J мя люdого мно,кества Х nro."

0rXl,=lY,!sXJ
( g - операция вIuIючения мно,ffества YC % в шtожество Х ,

знак .'= чптается "присвоить") . ФсХ) назцвается множеством-
стеЕенью Х . Мя лобнх оdъектов .z , 1/ чwпеwуvв 2Х ,rпu"u

<_с,/>,= ffoJ, tr,yll
(Фтурrrце скобЙ шспоJIъзуются в универуме atr для заIшсш коЕк-
ртнцх MHoJKecTB рпверума) , 1 2,4/> назнвается упорц,оченноfiпаройобъектовСп4, С

Пустъ Х, Y -7пцrо*..r"" унпверутла |J| . Тоца Х' Y
есть обозначеЁие для lrо,!>:д,Хr!(YJt.r е Х tптается
"Х элемент х").

Едлп шlохесr"о ! у-нпверсут,lа. |/ соrcртся в Х *У , у/назнвается отношением }Ецду 
^ 

л У .0бласть определешя J
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обозначается^ фпz r ll , определяется следуюlцшм образом:

dоrпr!):={а \Х : существует элемент У "" L такой,
чlо <.2.а> ( .Z | . 0бласть значенпя отношёнпй of, оdознача-

"r"" /h_( !) ц" определяется следуDщпм обрзом: lr.zil1 ::.
: iylУ',-;yr;.;;.i ri.r.", ;;"-Х такой, uro <-r,7> С,{}

'Ь.rп кахдо}ry элемецту *z п" /аrrС{lотвечает едrнЙвенннй
элемент / пs ///Z(.{)прп отношенди ! , ,о ! """""uчr"лотобрхеffпем с оФIа_стью определеншя ЙrПrllп множеством
значЬнrй /rTz ( !) ; при атом полохим !l.z= ц-

Дtя того чтобн формулпроЕать и доказнвать утЬещдеrшя об

объектах унпчерумов 
'й о- 'U , Емеюqtя ,"Й, У о *У 

.
ЯзнкиJf п YсодершЪтспмвоJlЕ 1=(7л()< >lr', с по-
моцью которш( пз переменньD( и констант язЕков по рекурспи вЕ-
страпвЕlются фрlryлн, внсказнванrя язцков Х " Х [IJ. Ис-
пользуя сокращенпя, вводим некоторце основнне лоIlческпе опе-
раIпп язцко.в "Х " 

'! . Пуст, Д , 7l - пролзво4ьнце фрчтулн
язоа Х (*У) и trустъ .z - перемdнная язнка Х ('Y).
Тогда

( 2 ч7):=1(7Д л 77);

(л-->r):-7(д лlр,)i
(л ?Fr:= frд-F)^ (F- д)))

(Vас2)7t:=7(1аrЛ)lу,
Iчlецду язьдсап У n'Y опредеJIено отобрахение # [TJ.

Пояснгll нs прrшере деftствrе отоdраленвя * . Пусть ,tt {#,Зr,..1-
совокупность натуршьню( tпсел - содеFхтся во мнопестве стацдар
тню( шr.щвпдов ý п rrycтb внсr€знвщпе 2 """*а 

У опредеrIя-
ется следукцrм образом:

1Va с Nl r Vцr l) rз=r/) v 7 rz,j/) ,

Тогда внскаa"""""a '2 
""2 ддg91 вп.ц!

( V-r ( 
*/У )( V/c 7 ) r- =/) ч 7 7с=7),

т.е. внсказ"""rra'2 поJцrчается Iз внсказцванЕя 2 "навешв-
Batпeм" над KoHcTaHTaMI вшсказванпя 2 * .

Тлс как каlцнfi элемент уЕпвевсу[л п к8rдая операIпя над
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элементамх yнxBepсyilta однозначно ЕзобраJкартс8 в язцке, а раз-
лпчнце утверцденЕя об объектах yниBepcylvla предстают в язнке в
.ыце вЕсказымнпfi Iстrнню( ,tлл ложншх, то отобIЕленпе х мехду
язшlаvй х ц 'х удобно мнсдлтъ как отобрахенrе мецщt уни-
верумаNй й п *?tr . "Решающпм моп|ентом в псстроенЕя нес-
таlцартного ytпверWв явrIяется тесная взапмосвязъ семантш J
п *Х 

относительно Tq,IbKo что введенного отоdрхеншя" I I ],
которая внрааается в прпшцпе переноса.

ПИНШlП ПiРШЮСА. Пусть Л - внсказцвапе ъ Х. Тотда
х='V втомtrтоrIъко втоl/!случае, когда ts 2 , гдеt2
п+tfrП означаютсоответственно '' Д rстlrнно в / " п"*7
истЕЕно в *Х '.

0тметдм, ttтo в дsлънеltшем, пользуя,сь ЕрпIпцпом перевоса,
будем опускать знакп F п + F, предпо.паг8яl что IстIнность
употрdляелшх внсказцванrft несошlенно следует rз контекста.

Вахнъпа пнстрryтентом вестsIцартного аналrза яшяется творе!д
направ.lтенностп. 0на обеспеqвает что-rго врде унrверальноfi
коifiIs.ктиФшкащш.

0тношеrпе { " 2[ назЕмется направrIенЕнм относптельно
?rL, ""* t е ?Х , и для .С/,...,ао( ,z- натуралыrое

шсло) из облвстп определеЕия отношеЕця 7 найдеrся тапой але-
мевт /, tпo(€z r{ > ( { np" iC !1,..,rn}

ТFЮРЕillА НАПРАВПЁНнOСlИ. П у с т ъ о т н о ч е н п е {
направлено относцтельно
существует такоfi элемен
<Ъ,у>(*r для Bcex-r из
определенпя oTHor""n, /

oTrleTmr,t, что гри отобралвrшд * стаядарПrШЙ
грулается в нестандsрrЙИ ри".рум '?f , а ,

ar . Тогда
ё'{/,,что
ластЕа

6
т
о

yIIпэврсуа{

именно,
?1 no-

{z,g(ZХJ€'И.
Прп этомэлементн 

*?tr ,"д"'а , где u ( ?Jl , назнЕаDтся
стаlцартнцмш, оста.пъвце на9вваDтся нестацдартЕнмп.

I. В да.rБнеfulем шспо.ltъз}пOтся следrкще обозначеrшя:

Е- локадвьвцrгyttJlое простраяство; _
Z._ лока.lьнфвшгуuls.я топологпя аs t i
f '- совокуrшостъ всsх .lтппеftrюс н€пр€рцшrцх qунIсЕоЕалов

Hat;
Х- вшrrрtшlД KcrrдraltT ъ f з

С(Х)- прострЕlнство непрернвпю( Фвкциfi на .\ ;

58



.fr - ажеОра бореJевских подмнФкеств Х ;

П7irYl- оовокупность всех вероятностннх мер на ,{ ;'/У. - штrохесrrо [1,2,3r,.. / натуральню( trисел;

,?* - **""тво неогрицательннх веществрнню( ,шсч;

чрв,р:=Рtr// ,J,l ( о,.|): R' , 4*l:r J
- отрезок, соединлощий точtл f а 1/ пз f ;

, ир- Х := 
{е с 

Х : (Vz е Х ) (Vyc Х 2е (-t/r ( 1,1D ->

-> е= !YJ- экЬтремальная гранпца Х .

, Мера 
-р 

r /И!rЮ сосредоточена на борлевском MHoiecTBe

Д g Х', ейи'(VВс й ) 8 tl Д = / +//(8rа при этом

Д:=lаР F - носитель мерв /L . l\Ъiв р С И| rХ) назн-
вается представJIrIющеfi мерой для тоtки .r пэ Х , еслц

_ (Y/eflцrol-//).
Пусть l| Э ý' , при этом предпоJIагается, tпo поJте веще-

ственнцх чисеJI Р , ""л 
которнм рассматрива ется ,f , такше

содеркптся 
" J . Тогда для каJкцой Totlкп -z uз f ГrО) -

фшLпьтр oKpecTHocTefi .€ отпосительно / ; .rzarza/, (С) : =
=Пrа iUrrrаlJ назцвается монацой точ+а.а пз f относи-
тельно топоJIогпи Т . Так как / - хаусдофова топоJIогпяt то

( Vg,/ ( f ) . l / -, rтzоzа/, (а) /? lпопа/"r/)= /-

Ыесто t( rT?oaa/o {z) будем писат\, ,/ * ё п назнмть 7/
инфlпrптёзш,tально 6.шзтýш,л к -7:. Если Х '- вшггуrtлое компактное
мноцество ь (d r; , то Х можно рsссматривать как компактное
топологиtтсlское пространство в пlцуцrрованноfi топоlогпи. IЪцдая
ючса ! п" Х o*onocтaцlapTнa |l/, т.е. существует.-Z из

/ , Ьак что ./ z.r . Прп этом точку -u назцвапт стаIцарт-
ной частъю 9/ 

-п пспоrlьзуот обозначенпе Д'= 7,_
2. РассЙотрrм локально-внпуклое. простравство / над поJIем

вещественнЕх *.* Р, n rry.ru R, Е g'3, а Х - r.т-
ризует,шd въпцrкпнfi компакт с заtлсtryтой экстрlrальноfi границей

"f Пустъ fr - совокупность всех конеrIншх_дизъюнктншх р89ложе-
ниfi компакта Х , т.е. дJIя всех -tr пз fr auee"

п
\= U .r ril,

i,f
гl,е a=!c{ll,...,iiotJ(ry(/Ф ; r(r,)П-rф=/ лрп i #i ;

эсil( .И дIя всех i( tlr..., п J.
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ности:

( .t - отобраtение пз

_ Для призволыlшх g=!a0)...,.too J, 7, /yal,...,s/rrO J""
f расс"отрuм отноlпЕнпе

.r< i/ ё ( Vi r {l,.,., n J ){ 17 e{4.._,roJ ) а rll с 7gl,
Пусть_ ч={.а,/>/сr fl,7cfr, /-(nf. Н.rрд"о вцдеть,
чrо Ч _ направпенное отпоПение, поэтоцOr по теореме наtrрав-
ленности с}пцествует такое_ ш{оцество g с '?r , tпо для лобого
Д ( R имеет место < И,9> С'а .

Далее, пмеем

@( а )^ё ( lп ( l) ( ,r - отобрхенше 
"" I ic/,j,-.о } " 

0 ) л ( х - образ {i( N'/-' i J прч*ойr.*i
.t ) А (энqчения отображенпя -u в раалпrшнх Totкax мпопоотва

{i с tt '1 
* п J M""ornTHH меццJr собой) .

]Ия того стобн к атой эквпвалентности мФIо бъчlо прпмеlшть
принIпп перен_оса, необходпмо все ее фрагментн внраэвть ср€дст-
вами яэцка У ста,цартного унЕвеwу"" ?tr. Дешлбровка послед-
неfi эквивалентности в язцке Х д""т нам следrкщве эквцваJIент-

,-сV/(N)i-.п+ {{i|/,,;,}.1,!:Z
(значенпя отобраrенпя l в разлвчншх точках мЕопества

l ;r il : i_. п / дпзъюнктнн мепду собоfi)

'L с Viс,V l С W с ll r/ -, tz ) л G <,z),,t ci # j) *
:iluil ir'ii)l,b'! i о ^ 

(J./д(й)< i,д>с,r)Ап
t78=/
(ОТМетпм, что 1/ tштается "с;rщвствуот едпlствешtое");
( Х- образ |i(N:iczJ при отобрапеым 2 ) е
-(V/сХ)(17сl)7-,д 

l G/6еИ)<7,8> е

(.с л уrВl " 
( V r l) isto,-, ( _7/Д с И)< j, А> С

(.r л'А= х).
Теперь yJie мо!(но прмонитъ прпtцлп переЕоса. В результвте

его примененfiя по,туqпм:

r.r с *ft l ? ( Jz с 7l(V7 r 1!lV" п --

-( j/ 0сИ)<i, В> ( z л
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д ( V/ ( У)( V c'Цl Q -. о ) л (i-. rc) л (i +7l--
*( J/ В сИl.i,8>с.т л (7/Д СИ). i,A> е

(g)АrlВ=б л

л ((Ау c'X)(Ji c',Vl7. /z л ( l/ 0 сИ )./, 8, с

(2д7с8tл
лк Vi'c 7li. п * ( 1! Д сИ ). i, А > (

с./лАs'х.
Послелнее ознаqает, что

(V.э c'fllclne )!)'х- LJ{Еф,iе'l л

^ 
/=п} л r V/ ( W)( Vi e'/l (7' < rz ) л

л (iвп ) л (i #i) +,r(i ) П,z r7)= /,
где .rc7s обозначает обрз j при отобрахенпа Е
юrоVi7 "/--п <ie "Т i.отношение z
чески определяется следуюlцим образом:

(Vz с fl xVyc fl )(r -r,/, (,, ё 7 1z),
поэтомJr, применяя приlщ}rп перноса, поrý/чtrм,

(V.z с'fl)( Vy с'fl)с.э,/, с2 - / 1 а),
Следователыtо, имеет место следуоlцее предсташение:

-Х - t!, ori),
п.е 9={OrD,.,., QrolJ, а с7; ?rilcИ прп всех
ictic'tV,7.пl; 2rjl ПЮуl=7 прп i17 : 9l 'с для всех
.rё Z."

Сп рв велливо сJIедующее
УТВЕРШ.'IЕНИЕ. JLля пропзвольной вероятностной мерн / ( Ш:d)

и произвольноfi непрршвной qrункrип / на Х "r.", ш{есто соот-
ношекие:

Jця каfi-
симвоrти-
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P(l- !l+ = "(Я | rJll ч с Ocil)), (I)

*" /, cЮcil для всех ic{1 t*N, i:- о J 1п C'l ),
'l(q, oVr/r.*'r""ex 3 , 7/ пз 9d) , KorEа

l'I##/1tJо.я.r"у.,, *,х "'R о ?l" -/ , а ,р,.

действует u"'Иrр'fП . СрпшрванЕе в Tipaion Ъсти (Т)

пропзводптся в Л и ямяется KoHetIEцM српrпромнпем в не_
стандартном смнсле.

IIРЕцлOfrЕиЕ.Пусть Х - метрпзуемыfi
внпуклнfi компакт о эамкнутоfi
акстремалъноfi граЕнцей в локаль-
но-вцпуклом пространствеf . Тот-
да для капдоfi точкп J' Ез Х эк-
вивалентнн следупщие утверlденяя:

(I) су щес тв уе т ме ра рr ilIilxl, пред -ставляющая точку-z и сосредото-
ченная на акстремальноfi гранпце
Xi

(2)точка -о допускает Ередст8в-
ленЕе впда 12

а, = "(} 
7,rrei ), (2)

".о "{F!:i(Ц !*""J='tцr], ,i: Fr-/, zrс*il,

{е,: ie 'N, i<п"J с ear, х.
ДOЦЗДТВ[IСТЮ. < ( I) -+ (D .4 Прдпопсш, чIо дIя точкп

,е пs Х суцествует првдстав,Iяхllая шера р ( Fп;(х), сосрs-
доточенная на экстремальпоil грн-шде кошаitта fi , т.€.

{V/c t'l1rol=p(/)л эuff € zz.- Х.
Пршеняя дрппип trереноса, поrгучпм

(V7 r T')1rol- ?r/l ^ 
Jupl ? g *(оар- Х),

(OTMeTnt, то мц tlрпrrевявм здесь прЕнIщI перенос8 для вцска-
зцваЕпя 

"эшrа 
Y , *оrор. содеIппт 

"*рщЬrпr. 
яЦРРFеП;Х.l

Рассмотрш все те мнйQствs п9 ]9Оr..., 9 iПl t
когорце персекаDтся- g *( иR- Х ) .'В рзультате поrцrчпi ва-
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бор шtож,ест" tOrr...r2о,}tоrсИ, содерпдщ,lfiс^, И " r"-коfi, что

lt) '(еаr- Х l= ,{ Ю; ;

Q) 9i rlgJ=/. для.всех i,i(.l/r...rпrJ
(3) д,пя каlt(ц-ого l, uэ t,lr..., п, t существу8т

такоfi, что

Q = furil rl ?оаr- Х ),

Прпrеняя пршнIЕп переноса к вttсказнваниtс

(V.r с R )(]. с N) р ф= ;, 7l, ta|,i),,l,
получиlll 

лъ

( V.r с 'fl лOп c'Xl 7" СХ) =А '7. ra rР.

Прппип Еерsноса Еам таRпе дает 'Р ('Х ) - -/ . В сЕлу зsмк-
Еутостл *р - Х лпбая тотtа'пg '(ееr- Х) околостаrцартна.

мямера р справедшво представJIенпе tl), поэтоlцу

( V1 с f 7 7 rrl, 7" r7l - ! / lr = TF"7l rЮrif/ Й )Р
Е1

= l Z'r юrl | с'цl),

ме й ( 9; дIя всех ie{tr,.,, пrJ.
ГЬссмоdрпм огношенпе Zt/c f4.,., п, J, {r, ., zrJ, кворое оtrреде-

ля€тся следrmцхм образом:

gцl1,={lс{l,...,о,}, Ц=ц } Vl С {t,,.., п,J.
7,1/ s'даеr отношенпе аквпваrевтностц ва {/r..,, or J i{tr...r&lb-
совокупность раэ.lшrшшх rUIассов аквпваJIентностп на l|r,..rпr J .
Пустъ ж коппчество рфо frе t пrС|tt П2l П/ л )','т.е. бу-
цестц,ет z, ноrврв llrr...r lo,J. t/r..., П, ! , не эк-
вtrваJIентннх мешу собоfi

Следовате.пьно, 
41

(V1 с t)/ ro='(Д r (4 )'/ ftr, l ) =

i+иi fiз in, .,'о}
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.а2

= "\_Z (,,Z,, . 
" 

(ql'7 r'qD) =
t./ fczrli)|
Е. Z2

= Т i ( 
"Z.,. ,-р (Юс D/ r'trrlt= Т /, r; /rer l ),i.t lrzfti) l

ГДе |Ч'rДrr,'р (g/, ei,=otlJ для всех ie t6",rп"J,
т.е. для тощи .z lr,з Х поJIучено треdуемое представление
(2). D

(2)-+ (I).4 Пусть лля тоЕ(и .z пз.Х гмеет место
предстаruIение (2). Рассмотрпм qункlионsл Р: СrЮ+R, кото-
pц1,1 определяется следушttпм обрзом

fl2

(V7r СrхУ P(l:='(,|, r, €", c/l),
Этот ilункцлонал F апцитивен и поJIохптелен на поJIо,питеJIьнцх

непрернвннх фуtlкцил( на компакте Х . ПоэтоW Фrкщонал Г
IIепрерывен, а зна(ит, по теореме Рисса [Z] eJщecTByeT неогрп-
цательная реIуJlярная бореJrевская мера Р на Х такая, что

( V/ r crx)) pr/l 
= рф .

IIетрулrtо вццеть, что Р(/)=/ ( / - токцественн9 ра9:
ная елинице функtдля на Х ). Покапем, что мера /l ( ffi) r X.l
яRIяется представrIrЕOшей для точки J пз Х . 

l

Действительно, имеем

( Vl r f )/rzl=/ ('(f r, е, )): |('($ r,e, ))=

='(7 (J r, ,, )) = "r! r, / re, l) = 
,(J 

r,, / 
(ei) )=

= Гr/l -F4).
IloKaKeM. что мера z сосредоточена на экстремальной гра-

"иче ,Х . 1,1етризуепл,tй '*о,*,"к, Х Оrоa* рассматригить как мет-
ризуемое компактное топологическое пространство в и}чtуцирован-
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d()f; топадогfiд. Тоlд;; Х\rr*. - Х - oтKprтoe пtц}Iноfiествс,
Х п, эна.штт, .цJIя ,roлy,,e,,pý1,*o}lilit JI;]д;Jу яа ,( фуяIt-,}шя

Х 
"rr."_х .,!, i f]r\..*k _ * Хара;tiтф}-,истлчtlская W}lдцяя

мЕоýесtьа .\ \ z,_% _ .к ) )]пцсстilуе,i M(]j,iJTo}m(, во5IJостащ8я
последаJtа:,tjльностЪ i,/rrJ,rr,r, tJs!,i)9piiв,Erгri Iia .\- функrцl,t
такбя,, ого ГЗ_7,

( Vc ( Х.) ,4)-rt /^ (* ): Tr\r-7* , (-,},

По теореме Лебега ifiЪ-пр"ч*ъном перехqде под зпаком цптег-
рал8 поrгучцм

И F4o)-/(trrr",_r_r).
0тшетЕм, что

(Vп с ,N' j(V',t( Х)/- {Ф)4 Хлrоr_, (')

.Щалео,

( Vb с Pr,l( jzо с N) (Vп с ,il) /ё > Jzо --->

-n Р (Хх\оов_, ) ,- l" r/r" ) - О,

( dп r l"/ )7t {/о )* "(,,|; ft; /" rci i<
'?,

"'(Д /Оо Хк\есtо-х (€; )), О,

T.s. r/пr/фрfll((2, пollTclщri Уд r RО)р (yд"ао_х) r'С.

Н'Ц::?*О".Ц,!rхt,t-, ) =! t ,t,o, 'Melх] д iоорелшочова

,t1
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