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В работе обсу,:цдаются прилохеЕия теоремн об интегральном
предстаыIении элементов сублиференц{ала сублинеfiного опера-
тора из [I] к векторнн}, .]адачаIrl оптимизац}fi. Тершино.погия
пqлностью соответствует монограФвл [2,3]. Введем некоторне
обозначения.

Всцду в этой работе / - векторное пространство, У п f
(-npocTpHcтBa с едrлilпIей, ,fr - ayner" алгебр коlщIоцент

лля } . Ь"* (rf - некоторое MHoJKecTBo, то симво,lом /-rO,Y
булем обозначать мноIество ограниченньD( ([пfiIп{й на (f со
значеЕпями 

" У ; ограниченность фуrшtии _/'а- У ознасает,
что сJrществ}mт такие ыIементн ц, Ц < _У' , чlто Vt С 1У,

!, , /r/t. д . 0тобржеш"",о"f Лu--- У 
"азн"ается 

экс-
тёнсиональноfi мерfi, если

П) /rdz) = /przl для всех /С3, z rИО;

- 'r' .( '4 
t V, ) = // rr, ) t 7z 

(Е, ) lля дп3ъюЕктню( элеlЕнтов
lL/ , luz

В ГiJ прд.lтопена коЕстпrкцш пнтеграJIа по экст'еЕсионшыrой
мере, оIшсанная таRпе в r3J. Каноlлrчесмм сублrн_еrд{нм 9пера-_
,оро, 

" /-r(I,У,rназквается отобрlенпе €): /-r(Irr;Y,
определенное ра в€нством

ёоr/l = suр!/d), tc а }
tcM.[Z]). Нам потрбуется следшая теорвма об пнтегршыtс,l
предсташеппп алемеЕтов субдшФерешша,tа кавонпческого опера-
тора.
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Т}юРIrчlА I. ДЛя вС яl{ оГ а э Л е },{е н т а .fiСO€п
существует экстенс!tональная !\te-
ра F'/u'Y, для которой

Jrp= l. /оr, (т)

причемр>@, prr'l':/"
$rcсь y'j - .дп*ir, " К-прЪ.транстве Y , lr /?rr,Yl-

фуккция, тоr(дественно равная fu ).
Пусть Г : Х+ Y - про".Jоп"ное отобраtкеtме, (|- Х

такое подмно,кество, qrо Г(а / ограничено " Y , <.lra*X-
токцественное вrIожение. Тогда Го<,l ' а*Y- огран}IченI{ая на

lZ фуrкrия, т.е. Г" cs С /-r^(|,Y2-
Экстенсиональн}по меру / , frО- Y, / ' 0, 7z r 

y'l - /r,
булем называть м п н и м и з и р у ю щ е fi для полмнокест-
ва а - Х и ограниченного на 1/ операторь Г : Х- У,
если л п

JГЫо,= JоlГ,оrldр =и/{Гrll, t с а J. (2)

Важнlпо porlb в да",ьнеifolпс пршIоfi,еЕиж будет играть следуощие
следствия теорелш [2].

TEOPFIvIA2. IIустьГ Х*Y, а - такое
подмнох(ество Bf, , что ГrG) огра-
ничено вУ Тогда для полмнопест-
Ba(|cN и оператора Г существует
минпмизируDщая экстенсиональная
мера.

5Рассмотрим каношдческий субллнеfiннfi оператор Iбu Его
сУбдиффрепиаrI , т.е. множество

7rceol-{.1( /, (Х,У) ,.i/-ir< бо r/)- 6r" n, 7clia,Yll,
не ггуст для всЕ(ого f ( !-са, У) (Это одно из слелст-
вrfi Teoperлr Хана - Банаха - Канторовича, устаноменное в [2 ,

ЗJ. ) так как с]вение Fоа с /-rU,Y ) , то с}пдествует ли-
нейнd оператор j' 8_r,_ (ёа ) . Это соотношение эк-
BпBarIeHTHo

;l, r 1en , J{-Г,с.t ) = Cn 6-Г" а)
(cM.IZ]l, т.е.
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"1f <"rp{yrll, tra J r/е/*t(r,,Y"tl; (З)

;!1Г"с.l)=-sарl-Гrll,tса }=Ц tГrh, tcaJ, (4)

Cct,.,tacHo TeopeMe._I цr, .i с dёо существует экстенсиона]i]---
ная мера /. , ,.fru- У, удо*л.ЙорrпOцая ус7Iовию (]), поэтопr],

пз (З) пqrryчаел1 равенство (2).<
ilустъ fi -векторноепростра}iство,У п f -некоторые

(-пространства, f :N-Y, 0:Х-f - вцtгуктне операторы.
Рас смотрлгм вектсрнrl0 проr,рампry (векторrгую запаW оптилд.тзаlдти )

Gras<a, Гrаl-*4. (р)

Оператор f назьгвается целью программнt оператор G - uu

ОГРi:jilИЧеКИеМ, а ЭЛеМеНТ

o=14 {Fс.хl:G@l<оJСY
назнiЁется значен!rем векторной программы (Р). i\'lHolrtecTBo

u=!ocX:G@)-,oJ
назцвается доIryстимшr. а,rемент Z'( Z/ назнвается оптималь-
ннм планом иlIи решеЕиеIч, програt{мц (Р), ес.ш Fбr'| =

- ,,/ { Гrh, tc // J.
iЪtл потребуется следующее вспомсгательное утверfi.пеflие.
ЛЕl,{t'lА.Пустъ Uса _ произволiное

бесконечное подмнох(естtsо Сле-
дующие условия эквлвалентнн:

(I) Г " Н е /-( а, Y) для вся(ого Н r Za ;

(z)мнохвство ГrИl порядково огра-
ничено в)a, т.е. суцествуют та-
*пчуr,76сY , чт о!,< ГrЬс% VtrZ.

D ТтЁерtдение ( 2) + ( Т) -очевпцно. Доlтажем ( I) + ( 2) .

IIусть lчпlохестъо Fra) не отраниqено. Тогда существуют после-

довательносr" {{"JZ,- ГrZQ t.,J|"- Z/, F(z-)=/п,
(п.tr2,...).ц2а ВнбЪрем из l,дохества lZ последователы{ость

[t.J{,') и зададимфу}ýщIflo Н:ц*Z , например,

Hdl=[r. l если t=/о(п=l2,",)i
L 4" в протгвном случае.

Ясно, что F. Н ? /*ra,Y) . 4
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h,лп а - конечное под!л{сжество Z/ , ,о Ро7Чr/-Са,У)
для всех Н € 7/" в сиJ[у тото, что У явrrяется К-простран-
ством.

напопшпм, tпо подмножестьо Ц - z наэнвается обобщен-
ннм решенпем программн (Р), еспи iф trrа): l.z/ PrZ).

Справедлпв следушцпй критериft обобщеrпого решен}Iя вектор -

ной програl,,пш (Р).
ТЕOРЕП,fi3. IlycTb а - допустимое мно-

]кество в векторной программе
Q),FrZ) ограничено ъf Подмно-
хество &czl является обобщен-
ннм решением векторной програм-
мн (Р) тотда и только тогда, ког-
да его минtrмизирующая мера Р
обладает свойством:

!. Fdr . !о Г,Нdр (м)

для всех Hrila
Р F.clM й - обобщенное решение для (Р), то, взяв миними-

зир}пощrю меру, существомнпе котороfi следует из теоршпr 2,
поrrучим

JFdр=4/Гr1,1, lcйJ=ay'frrfu t(/J. (5)

А так как для всfi(ого Н( Z/a пмеем Fо//Оt)сГ(Z/, то

ц{rrtl, lrz/J< d:4!р,Нф, trot J. (6)

Из (3) (в доказате.пьстве теоремн 2) следует, tпо дтя лOбой

фушщl,!и Н С |to

Jеr "Hl dF " s/r/ /- F,Нr/1 t с а J:
= -i/r// r.H rts, t c a J, (7)

Теперь яз (5)-(7) по,гучаем

!rdr * *r/ {r./k/l, traJ< - !r- F,Ю/р - t r"нdч.
ОбратнЬ, еслп дJн мера lt'3o-- У вrr,о,,r"яется условие (М),

то

4{ГФlrаJ-. tf {гrb,rrzJ= !r/"-. Jr.l (8)

для всяtоfi Фжlпи Н ( Z/o . В ITJ ycTaHoBrIeHo, чго дЕспер-
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сный интеграл обJадает c-,Ie:iyтOцtиM cBoi,icTBol\:: ес:|и У(/)= /(Y
дJ:Iя всех t ( а , то J!/z=/"//(/). iля всЙого Бr Z
рассмотрим Ф}iкrию Н, r 2ф,!!='./ on" всех t е d Тогда

J(Г,/-)/7 = 16zl , и из (8) слелует, что

tv { rrll, t ( а J -, t r C/.t s J r F, lL l lr -, ty' f rra ), а ( Z4,

Таким обрэом,

az/lFrll, tcaJ= r:r/f Fra)"/(Z/J
и Ol ямяется обобшенным реl!ением программн (Р). d

ЗЛi.,,[ГЛАМЕ. Слелует отметить, что илея вцtисления значения
вьлуrшой програtvlмЕ при помощи элементов субдийЬеренIцала кано -

ничесI(ого оператора, реализованная в теореме 2, бшта заимство-
вана из [Z]. Теорема З яыlяется, по суцеству, "шнтеграптьво1,1

формой" критерпя обобщенного решения С.С.Кутателапзе (см.[2,
п.I].4.Zl). Заметшл тоJIыtс, tпо в теореме 3 не требуется,
чтобы функция а' бцла внутреннейt тотtой в мfi{оfiестве lZ

В случае, когла (Р) - рryлярная задача, критерий, сфр,ту-
,rированнФi в теореме 3, молсно уточнить.

Внrгрчrую векторную програIvl}v

G@)-. о, Fr-rl + /ц ;

Г,G,N+Уч{-}
(рR)

бутеtл назнвать реryлярноfr, если вцпоJ,IняIOтся уqповия :

(I) для капцого g Сх лпбо 0(Ф)>.о , либо G@l-'0l
(2) cyruecTByeт точка сr( dary Р такая, tпо элемент

- G(z,l яв.ляется единицеЙ в _Y (см. 2 ).
Ъ;.i считатъ, что dопz_ Е=Х ,

,rlинеiiный оператор 4:Y '+! называется мультиIuикато-
po1,4, если он удовлетворяет условикl О < 

' 
< Iy .

ТЕOРВiЦ4.Пусть для регулярноfi вн-
пуклой программа '(PR ) множество
Frz) ограниче}Iо "У Подмнохэст-
во d.с.а является обобценннм ре-
uJением для tPRl тогда и только
тогла, когда существуют такие
мультипликаторн 1 чf , что
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ko" a={oJ, "{+/=,Г", PoO{as)-o, (9)

и для Nrинимизирукlщеfi меры lL(множестъай и оператораГ ) вu-
полняется неравенство

- р, sap { р " F/rll, l r й Jsa, ISГ,l/ dч -.f Г/ч } tTol

для "..* HCZn
Определим on"o"roff F ,ХО*Yч l*1, E'Xo*YU{*J

РаВеНСТВаttИ

Frнl={!r,ll", если Hr7/n ;

l - ,если t/fZd;
E(Hl=supf 0oHdl, trиJ,

Вшпуклость on.p"rop, F следует из внпутлосr^ F , так как
интеграJт по экстенсиональной мере является линейнъпчr операто-
por [iJ. Вытгуклость Д оч.uцч"u. Рассмотрим залачу

E(//l< о, Frнl -* iп/ (Iт)

п покажем, что она регулярна.
Есш Н( ZQ , то 0"Hril,. О для всех t С а п

поэтоtry Erll -. О }Ь;и Н ( Z/й , то супtествует /о r d
для которого t/r/,l { а, т.е. 0.t'/rfu z О ( в си.lry реry-
лярности исходноfi зiiдачи), и поэтоtvv ЕrЮ, о . i'b показа-
ли, что вцпо,,iнено условие (l). Справедлшвость условп.q (2) сле-
дует из того, что в пространстве ,{ -- суцествует такая фу}к-
цуя Но , что t'/,(/) = -ro для некоторfi точси / С а rи

- Е rцl = -sцэ{ e.fl rt), t с а J
такr(е явпяется единицеП в Y

Еюлм d, - обобщенное реше}tие реrулярной задаси (

по теореме 3

SF,НЫо --f r,аl dp >о { t'/( Vdr,
а это равносиJtьно тому, тго (Л вrrяется оrппмальнuм ,Iшаном

регулярI{ой задачи (II). Пщьзуясь критернем оптпмаrIъностл длJI

реIулярных зацач из (2), по.lryчаем, что суlцестЕtуDт такце муль-
тишшкатор U, Р ' 

14 rYl ,.чо^ koz ы=1{ 0l , J +Р - Iy ,

p,EGrl"O, о'с d_ {а,F), P.(f .0). tiоепеднЬе вйченше

РР), ,о
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означает, чго существует такоЁr линеiНый оператор ./'Х"--Y
что

-р , ЕrНs -,.z{ (Н) -J col -1 ас , с PrHl - Frаl)

откуда немедленно следует (I0).
0бртно, ес-ци выполняOтся соотношения (9) , ( I0) , то пз не-

равенства G (э ),. Ф мя всяtото -С ( Z следует

ы "J(F.н - F.цs ) dr. , р. 0 Gl) > О

для всех Н е Z/n. Так как O<"(-.Iy п kez 4 = IOJ , то

J Г,Н d7z z J Flр
I'Iользуясь критерием из теоремы 3, убекдаемся, чrо Й

обобlltенное реulение псходноft запачи. J
СЛЦСТВИЕ. В условиж теоремы 3 спрвеллива оценка

JГ,Н/7l -JFIF "rq,!a,F/(il,l е aJ,
где Ц - некоторшй "r.*.", У| on" всех Н ( Цd.

voR рu"п"""uшл f- С-( Ql (спл., например,[Zh п,ýrльтип-

ликаторы а4 и f прелст8впяOт собоt1 операторн умно,кения на
некоторые фуrкшти, которые булеu обознач8ть теми пе буквашпr.

]/с-товие kпd = {р|гарантирует существоЕание фуlл+wп J-/ .

Такитrл образоr, Ь ф"п"эаuwr у-Р.л'/ остаJIось воспшIьзо-
ваться теоремоЙ с прелставпении Д -пространства в вцIIе

С-с0.4
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