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ij iЕбсте рассматрЕвsется мqдеrlь эксношцческоfi дrввшкI с
учвтом заr!цзilек!я окрукапщвt средн. Пд,в изучвlпш так!гх з&цач
с бесконечнъш горlзонтом ш;tкЕрваfi}rя сiqяндоf, EHl\eJкJc предс-
ташяпт сведеflця о поведокпх оптf,в,IьноЁ TpaeKToEEI на беско-

- r _1
HetпocTE. rj L1] оассмотгЁнн поделх контроJtя над 9агря3}rенцеI,
в itc TQ!r!E ItEKcпMи зируе Tc}l ддсконl,хрванЕ8я cJ,ш поrlе9цостl
ц вilсIсЕзано uредпоIоrенrе о сходпUостх оптЕЕдъпоЙ TpEoк?otrIl
к uoJtole}Iln Fiвновесия. Доказателъс,тво цодсdшir предполсеtrrl
достатсчно crlmнo, пIrЕчеш сJIоiность обу,лsвдцвsется в освов-
ном Енбором *,у}кrщонаJа. В [Z] для олноil tодмх с дlскрепtьш
вреиенец вчбрн другоfi фу]д(Iцонs.л, дрдстам-шцlВ собоf, авs-
лог терfi}rмýногс rЬ}rнкЕонала дIя бесконеЕlого горrзовта iтла-
шtрвsцпя. iам доказана T€opetя о сходхrrостЕ оптrЕльilоfr
траекторпц к тсчке р8tsноюсЕя.

Моделъ, г€ссЕтрf,в€lеlrая в работе. заЕцсцвается в вцtlе
задачЕ оптпrпльного управпенпя в непрерввноI враrctll. 0на яз_
ляется в некоторш снцсле бо;lее обцеil, чеll 8н8логIчная нqдмь

" [l] . 0днахо в отJIпре от LI] здесь Iш(с!шзЕрJrsтся тот I€
(шгrдсrловлt, что п в [Zl. 0пЁтпl, tпо пF постренIl Iодолtr
мн хсп(цк}уеч 

"е 
Tooi*o- рОоц, [i], но 

" [3].
Iiерf;леч к форtýrJчрвке rодшI. Пусть в EBKoTopoI репопе

pactloJloreнo lL пршлевюп объектов. Во врIя прцзводства
атIш объектаrrr вцбрасцвsотся /7а вцдов загIязпlтsльЕц
вGцесtв. Зtл gт, BosEf,KaeT неоdхоцrrюсть управ!я"ь прIзк)д_
ctвol с уqетс 8агрязнехпя окруrапщеfi средц. 0lшеr IqдеJtь.
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управJtенЕе котороЙ ос}цестшяется с помоlцъп iIFоцессоý сrчlilOт-

ки, а EMeBHol некоторвя tЕстъ общеf, прдiъI!о,l затраtцrьаетс,fi
на борьбу с зsгрязненЕем.

Черз Ос; ({zl обознsчдм ооъен основнкх фrцов l-го
объема. чеIЕs Yj (t) - урвенъ заrрлзнекЕя / -*l вц,цон

вещ8сlва в шоменi'вр!{еЕп t . М^ кащIого o6ъеtстЁ ${c':teнHocтb

рабоtшх прдпо,Iагается постолlпоlt. llоэтоlry прпзвот() твенквя
Фlfigпя l.-го объекта F; (п;, !) заýЕсI.Iт ToJIHi(_j ,.lT 1.I;

" 
* У =(Уr,,,., !,,n). ДеаЪтйЬ урввя з8грязнеюш,Iij

прпзьолствеь."tfi пРоцвсс аодрбнев рсспlатрtrвs€тсfi ; мfi!;,rйQр 
"в Гцl.

'0'о,одн вlrпycк Pib)= F;(п;(L),у({) д-ю объекта рас-
.,iр€дмяетса rJIедуDпЕм ооразом:

Р, 1tl = I ;(t) + |/ ;(t) + V i ft),
,u. iд /*/ "**r"тся R8 пнЕестиiшlr. VltН - на пот}rеб-
леiие, Vift) - на 0орьбу с загрязнением. 1бщая срма

t v rЦ расцределяется }iеIдг цредпрЕятЕrrнп с ttомсхцъю

кЪффпшеЕтсв a.iz 0, Т ai < |
.;кopocтb внбнтgq ос,rовнцх tюкдов Х-;_({) пtrш зýдаЕном

уровнв загрязнекЕя у(+) обозшчпм чврез @; &t[{j!G,':.,
Действде затрлзпенпя lia Еýнос ocвoпtж фоlцов цзучsетея ý L;._i
Черз #, i #, >О i ,)б{l::на,лшд сюрсть убнваtтвя 7-то шrла
загрязйтеля в результsте €стествеЕпж прпчпн. Прц зф]аrтЕшЕ

ввкторах .,х-ft)=(п,(il,,, ,хь(il), aft) tr cytile V(d)=
Е, Vt (t) , пIвдЕазtlачешой дtя борьбв с зsгрязненrеч, по-
dfriIеЙе урсвня .l -го впда заг;язяf,теля зФIается фуЕцшеf,

fr(*l*r,{({):V{l)) 
. Тогда lrоделъ оrЕсн-ваетсý с',rедупщм

,ё, = ч{, [Г t@*,у)-Wь-V!- ar(ni, |),,)=,П, 
r т\

!i= Фi (n,y,V)-ti l, , j =fП,,tc [0, *), \а'

прп .JIедщЕi огIЕЕЕчекЕях на управлщ{е шрstrcтрЕ di,Wi,Va' &
d;20, Г nt< |, Wi"f,i > 0, Vi ? 0,

i=t (2)

Wt*Vi 4 F; (п;,у), i= m.
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Злеоь !У; *,мЕнцшаllыrов потрФIвЕЕе по продукtт Pr(t).
пре.цполоrmr, lпо (пrЕкцЕ F;(Фi,, аL Пi@;,у)," Ф(*,н,V|

удовrlет9оряl}т с,ледуЕщщ{ услоЕЕriц: d -

11 oyo*Ji @цУ) вогЕута, фуrпсля aiftt,!)
внryша t L=l, lL ) l ллi лобого ff внподняшlся EeIEBeHcTaa:

F; {*t , У)< Г; @i, О) , F, {0, у)= 0,

&,t(ftt, Р z оi(щ ,а)> o,i*r, а| rO,i=|i,
2) Для люб:цх h, !, | вцполIIяDтся Еsрав€Ества

Ч ,", у,П < Ф, (п, с, V), i = |fr, .

iIз tlоmqуtостя Fi (Xi , #) slrf,екgет, что cyrliecтBy"lсT те -
ккаа;}0 ,рi2р,чtо

tri (*i,0) 4 c;.X.rf lri . (З)

Кроше этж 1,с,lловшЁ trредi:(ФIохп},l, что суцбствует хотя бв
ьт$о решекЕе сЕетемц (I), со*твеtетвущев огрвlпчежшш i2)n
о}l;jелl)лею{ое не [ 0, ф )

фпкlщ ф lCC, Ц,V) }доryт Ешtь ,слг,шц]rD струЕтJiii,.
i,*tтtшая резулf,тЬтн foOoT [ll] I [3:l, rr*týт сшш psccиoтpetb,
t чдr;]1i0стц, ф@ýлш пFда п.

t @, y,V) = 
Ео,|r; "{Гt@i,fi-dр,V] . ( 4)

Зл."о l,-;i .- коаффшЕеItтнt пOкаgж:,jslщit] ýоr4rпе8trв уравя j -
го BE]lе Ьiгрязнвтоля пдrЕ еЕнпъ{(ж а[щrске прдгкта PiU:
;Зr* лнlя сре,дств V ,,,эч.пнrад,lш.с нв борьJу с загDЕаt:Ёнýец.
ше.псллr,зусм.q шд оJъектв L, {fir( l ; ,f. покд,.,,*вl,т, 8о
СtСФI}ёtС ý8 Ун8Нн8ееТСff 'аrrУСК 

аЯГFя,ЗlIПТtJlЬЕШr ЖЦеСtВ ijtl
мтрвтs sдiЕшý{ чрдукта ва боръбу с ýlягgьчэнфЕfеr6" IIрё,Ешilс.-
шI, tпo d->1

Такrпr обmsоu. lrн.дострЕJlп r.Gtдель (]),(2) в sе твстIпfr
случвЁ (I),(?).(4). Б атоЁ rодаЕс sаIтяз$яrtцее вацествt} утасs-
gует в ЕрЕзводсfýе ках побошfr пDQдrкт r уппlmеtся, ?о[}ко
sвIIвс загргJштвдеf,. Еmпо шострц?ъ Е друfпо пqдбJti, в ко?о-
рII, Еадрmэр, коЕтрOIь вqд зaгрввOЕrgl осlцес?шкется с по-
чоцьш щборs прlзэодсlвоЕцого Ерцвсса, а 9агIв9шrель участ-
вуеl в ЕроIsводстве кдк Ероrffiryтотллl продукt; уlцfirвselся
:t88 з8II8с, тдк t псtок загIЕ|Еtелеt r т.д. Ноrоюдво таrсв
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модел! оIпса8н 
" [i] . Шопrо покаsать, !по все этЕ модвJIr шо-

гут бнть представIенн в вцдs iqфорокЕа.Iьното вr(лDченЕя

хс а-(х) , tc [0,в), (5)

Так, напгцlер, ди liодеJIп (I),(2) 1=(а., N) о а !.Horecт-
ъо П(Х) определяется вз (Т),(2). ПоэтоW в дsлы{еfiшем бу-
дем хзучать моделъ (5).

IIод рпешем (тректорпеfi) спстеiл,l (б) поmшется аOс:+-

лDпrо кеЕрернвная фrlкrця X(t)= (Xr(t),,, , , X*(t)) "
)цовJIетворшщая поtпп всццу, не IцIдом конечноI отрезке.
вмDченЕD x(ilU L(Хft)) . Пусть пlIIоJIнmтся услонпя:

ф LЁ)-'- *Йr"*"вое MHcrBecTBo ,7Е про"-ЙЪr;''сfi
а lдtогозrиЙое oтoo!вreкEe ЦХ) н9IIрернвно в tleTpпEB
ХауслоgР.

б} Существупт IЕшеняя сЕстемн (5) п rа:rдое решепЕе огра-
riхчеt.;() на Г 0. в )"""":; iiJ"tЩ"d|, .1.1,д i{r= /, i,дtr ;?,.'- \

то суцестЕyr,)т TaIfie jQZ О , Е, i-i =' , что u 6{{tд\)Э
Э 0 , где Cl - вшiпgчrая оОолоtц(а.

ЗАh{tЛЦIИЕ i. Условие i;) вuпqпtяетсtr, емN MHoToзHBrI}tor?

отобIЕдOlше L(il пмiст вцпук,Iцf, граФк. ivlorHc построltтъ
простцЁ ::рlilерн, в к(порь.:( е(Х) Ее дrjrceт внпуЕпого i,iв-
фШСа (лаве a(t) не вNчtпLtrое rдIorocT3o), но усдовше в) вц_
полняется. Как уrп.rшч яЕ8е l уёrIовtrо в) вrшолrиется Е модеJIх
(I). (2), (4). Пустъ Х (d) явдrtется решвЕцеч спстеш (5).
0прлелпr Фrшшона.lt

x(xr,t)= li*n ш,| u.k(L)) (6)

Здесъ lL(K,) - ""#";Й;". Ъо" *rлпсrшонап бнJt рас-
смотI€н в IZI .

ОПРДIIЕJIЕМЕ. Тректоря r(l) , !сходящая sз тоЕш *О ,
вазцвается аспмптоtтческr оггпlвдъпоfiо ес-п она дает lсlкcп-
lв.rlbнoe значенЕе фшд(щошлу (6) срш всех траекторпfi, исхо-
длцдс пз ЕО ;

J(xO + Рi,рfoоС. (?)

JШIfi{AI.TlpllL=l шз лпбоt точкrfО
Iдсходит асllrtrтотЕческl оптхшаль
ная траекторЕя.
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Испоtьзуя рвзультsп{ ГО], ор покоюрfi допоJIпхrелБЕшх
ог;Ешичешпж uщпо доказнв€lть гвореин суцосrвованЕя асшЕrо.,
мческЕ оIIтцмаJIыIцх траекторrft 

"
Ihлц PGr,l) - MBorBcTEo прдеJмж точвк траеltторЕr

Xft) , то функцЕовш (6) представпяется D вцд€

J(хr,D = ttъ^+rъ ll,(x). (s)

Чорз й обоsнащl, *#f#{f/Ьd*"€ннцх стацдонsрЕ!fi то-
чек, u,,{l=t&lco NilЭOJ. Опрле.lшш rяolecтBo бI=[ХРеltl
;4/дЁ)=f#= пм,ЙуJ| ПредпоIагаеI, qtО швествО ,ё огр-
Й;.;. i"*Е'Д tl/Д) "*р"о вогЕJпга " ,/{ 

""oJr,,no, 
,о 0*

соотолт пв одно.' тотп ft#л"
лД,!и.а..2"It усть б -вцпукло8 шFIо-

rество " 0ёе(ft)rХ€|. Тогда
о 4 *rUrua-(x).

Лсхазательс?во нsЕосрдсtвецво вц!свsst rз условпя в).
ДillФtАЭ.Oусть ft(+) - лпбая трs9Етtl-

рЕя сЕстецн (5).Тогда
и Р(х,(.)) п JLf d,

ДСМ3АТЕпЮТК). IIреддодопк оdprв.в. Пустъ rЮ Pk[l) 0
П"LL=Ф. Torдa rшо Baltтв талое С}О r tпtо

Sr(ШРrХr,DПJ!=Ф . Зд""" Sý{ДJ ^ зцкriýввя с-апрст-

;:Т;:";:-*, ;:ТЁ {ь= :#к:,м *Р*-
коfi шlеfufr фlщояал f, , которвй сrрго оад€дf,от EEoIв-
с?во Ag G Irулý, т.8.

(f.,ft) > а. > 0, *,е Ае. (9)

Пусть в топе Хе PCXC,I) вцполвло!сп

(q",x)=ffir.,l(9,il. (I0)

Ес.щ Р (Xr,il соgюrri вs tiдвоt tоtп(!, ю J"lвоItдбше лоIrд.
3 oqgо"лво. Пчв"о,ч прqдЕо.rопI, tlto цщосж P(X(.l) со-
дврrt_тотсу fr , оtлЕщ/D от Ё . Цошlо,счтатъr tшo 

,

|lX - g ll >- 8.€ . Воsц€н ф { *6 _. ч9кs t1 оOоэ-
m,ш Ъфm вфrerв, для кФорю *(tXc ,5е, ft) _ . По-
сrоrъпу S - lsвo прqдrЕrъвая Еоtца ,tnoкlolш' t (tj , tо
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траоктоrя BжqEf * J. [fr/ я прп Еекоторо l 't,внпGtrвяется llуH-EI =е . Через il) tl оОозва-
rпн ваIIoЕшуD т8кут TolGy (она суцOстryет). 3ЕаЕт,
lt*(Tr)- trll= е . IIоскоlrъку fr -- црадм_ъвая Totкаr то

Йп-i.i.ЪтоЙri 
-tцёТ1 

_шееч--ts/фе Jс,(f,,lл *АЕалоIтЕýil
обрэоr ЕострпI товrу d* 7 f* , I,до 7l (il-х|эС
Ilрqдrr:пяя sтот tlggцосс, юtшо }rafiEl чоreЕtj!вшош *Ё о
ючеЕг BpзIBEI Гд ,u*u., *о frд >Lэ.>Л,,*r_*Ъ,
*#*.ft rlr"r IгI;g,, цt!й;ý Бо, л; ir,f 

"

огFЕхчеяЕо0 IHФIgcTBc, t.о. .{* С Jа (О| прtr К> U .

Iiоэтоrry, уtцтцвsя Lюстреахе тоqg Ёд, ёд , воrrytвеш

t *tl 
-< lt r{g) - х, (tэ)l, it*rattlf s R (Т*,ц).

,jtсццв iг L*, le! tЪ

ТаIщ oopaзoxr ]пrf,тцЕqшI (9), чоцуш

0, *. (Т r ) ] h, * (t ь)) = f h, r r u) rtt > ь Е B-tl), 
а/е 

;Ц 
) .

*д
Порfiпвш к trредеду пр {.- оо ;

(N,X')-(fl,El> ffrO,
Л это протrворо'пI (I0). Лош докдsана.

ТЕOРША I. Пус ть вшцолЕяDт с8 усло-вЕя а)-в) s **(L) - такая т_раsкто-
р Е я, чt о J(lxlii)=ir . т о гд, I"ft) -
асlIЕтотlчоскп оатIIалъЕая тра-
евторlя в ssдвче (5)_(7) Еслп
доttолв!тельв о tl.ft) - строго вогЕу-
lая фуЕкцця s 

"|L - 
вцпуклое IBQ-

8 е с ? в о,, о tft)oу*rd-oo,
ДOШЗАlВШСТЮ. Пусть r,(t) - JDбая травкторlя сЕстоцt

(5) с векоюроl ваqвдьЕцI усJовпоI ft(01- 7' . Тогда пз
лешr 3 вц!вкао8, clo С0 |r(У(,))0ЛtФ . Поатоlry

t(tr,l= mИ c+(a)=tt+itT цнkrtаiп . l,L(ф<

Хс Р(а()) ft,€фР(ril 
- *еоР(r0)0д
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€ lп,ае ш(х) = tP = J (х*()) .

хеД
0тсцда вцтекает асиrддтотическая оптЕЕлъпость трв*торш ýI1*)
Докадеll сходgilость Д*l#*Т т"". Р(**())= tx*} ! еB,IK

Ц(Х) - стрго воптутая фг!дtIця l Д- вшryшоо цноfоства.
пусть f =txlu,@z.lLBlJ . тоrта L (l,LL 

= {x*J,
Так ttaK ilншества L ,.l"{- вьryт.llц, то }вЦдется тлtая .щейая
{уtцtlвя р r tпо (р,i-Х*)УOgрg *eL п (р,t.-Хl)<О
прп ХеИ . Поdкопъlg x'it) сгранtrqовв, Ьр. R>a та-
шrr обрзоlr, чтобц *ilД2еJп {ilrtа[О,ч) " 0бозпашм

А(Ц)=Цr?{I), ме фrtхliс$к(zl,Ф,х-#r, f } .о*
Д>O^iilЪg" 0ёа(ilrх€Ве . поэтоlry 0фl{0r)

суцестцIет TaKofi лшsf,юfr фщщовап /д , wо l|fx//= / !
r' Ц?Ji iiiЁri.Б!,{$i= й n, Bi,,l оdознаш tе точRtr,
ДJIЯ KOTOPIH

fu , х j ) ={ýf,r{ ! а, х), 
I l,x} )=щпп,,rQ 1ft ), 

^ 
1 rп

Поt<а.lен, оо /р, Et, -ХУ)> )' * (рr-tfr -Е*) > )'
не шоЕет онть. u

Б;;" aД rtr-**) ? | ,, _ . Тоrла дlrt воко!орого
€ > о . вшошhвтся JсЕil с U t . Крlэ tого, Еоспольýr
Дftl) заrrкщrто, 

"о 
(Ъ,Т)>Й>qiеiйI. i"*r, ч- "в докаgstе.Еъствб л9Елl 3,- юйо дозтроllть mryъ rову {/6е P(yI{,)) , wо

(Nt,g') -Ql, zj )> о.

i#:#TH н::Ё ж, i Lf _ i.E}:, !'#r*t
wо, tъ(r| ) > иаtr ). ,, irхil|7-'t+.Цt*) 

".-по*.ry
ffi ж:"":Ж;i; ф#g з i iý r {!"х "lv f* r,
ф::. 0mвцдво l/аl//=/ . Тошаа, пqдс!ашв [ео"Ь&о
0 в \LLl п пврIqдrr Е Ердеry, воцr,вsl

Q! xr) =ffirr 
r0'' 9 = rryr',, 

(/'' *) (I2)



Этп рвенства помзцваDт,.sg мноЕество Pkrrl селLrIкЕт-
ся Б пчрстрsнстве 7, ={tl(t|, Х - k|=7j. ДIя достатЬтrо
I|вJIцх 0 > U nteeт место cJIедутцее предстsыIенше: f;n =
="Xj 4_\.1i а? , "д"'Хi> О " iF _ о*рп*"rш.улярtlцfi вектор
*"0'r, (if;'gr) =0 '" lrrl/:7 . Двf,ствпте;ьнj), есrш
этq прGдстамехпе не Ехеет lrecтa нl лрп, мхм. 0 7 а , то
-Lj =О , Е пм!гЕвем fl= fti 4| r т.€. /gl,il Еостоя_
нен. на.мновестве Р (Х{ r,)) - . 3ндwт, есJIЕ мнGвстsо
РRY,Ц содеЕшат той",-Ьrш9". о7 Е#, то нару]паетс,,.}f-,

"о 
пч ра'"о"стs /д xl:_F*},=!r(prUfr-{)=f . П" этого пред-

СТаШеЕпя, уацтцвая i11, l (1Z), пФrучае}l

а;, ф = ЖR'r, hrt,*), ( yj, xil =Щв-рrhj, *1,

9апr ввбртъ поЙедоватшЕ{остъ Ь* 0 Tarqyn, что

|f**||lt1'l7=/ , то, перхоli к gределу, пцTутаен

( r: ХЧ=ffi:( 
)) 

(|| Х) = {Щayll 
( f| Х),

ЗхаЕlт, мнmество P(Пrr,l) сqдеЬтся TaIýe Е подпрст-
Fхств€ Ге={аlklt-д#./=0/ " очевплно (aL,N') =0
Пропо.lпая этоl процосс, torвx посrрlть TаItre в:raвшo перпен-
дЕку,lяр}iliij вектс[ш 01r 01,,., an , тгоjiвщu9тю. Р(**У,)) 

.

?1l Ё": : т il,: itr:"r'*Hi";} а,= 
i,ylf: i-i! Н,

Знвшт, lдtспвсiво Р (Х(.)) состопт пз qдноf, тотrл Х# .

Теорш локазаяв.
Теперъ верненся Е ходедfr (I), (2) в (I), (2), (4). Чтобg

прЕI€Еlтъ доltазанЕут Teopetryi вадо прЕрqть уc;IовЕя б) п з).
.l'IIltfi{A 4. П у о т ъ вн Е о л ц я е т с я

п,
Е cn 1 а.О = tпi,ru а?. . (Iз)
I=l Е |ststl L

Тогда лпбая траокторЕя систенн
(I),(2) tt,(L),УФl с наtIальнцн ус-
1о ч " 

е il .т(OJ",IЗу(о)=уОог р s н Е ч е Е 8 Е а
О,*), т. €.

llx(t)tKll|, lly(t)ll <Д, бе [0, в) ,

где постояЕнп"Л1 Лg завЕсят ?олIЁ
I0B



ко от точк" {ФО,|О),
дOмз{lвlЦсТЮ. }lз условIя I) поrysаош, Ео

'п'ftрь
r; *Е F1@1, il - а;lrr,D s 

E;ftreft,alh 
t 
Е, р ъ,

Опрдащтзr Х 0)= ;71ДП{ХitJ,..,rп(*-/j. Оr.олЕо, чго ftlЦ),
збсtlллтltо нвilдlернввая (уrrкщя Е пF8 хаtrдоЕ фЕrсЕрмьтоii, f, ,

*u j1*/ суцествувт, лдя Ееко8ороrо L вшмвявтея X!t)=
= ft;-ф; irtl=йёJ , тотп" шч,ч

i (l.} < (i,c д- ,+" ) xft)n {,r * ,

0тскда, учхтgвая (I3). получаOIr чlго X(t) ^ к теru caкrfr
9Ll*Jо"р*ччяв, 1юl*/ ll d Лt, L,s[й,ю) " й t satsefт то[ь-
коо m 41'.

Уwтьвая ограьrчвRцо.*" П(t) Е lспоаъ8уя y(цoвBrr I), 2),
поJrу!веу втср0 ввр,i8Ество уlвеI8л8Епя депц.

ЗАнl,]ЧнПЕ 2. Уцдовпе (I3) вдпсtшявtся, eettrr д9лрIýýр!
IIрЕзвqдсtшЕIая (щя удовriеtвоIЕt у ёдовпх, ДЕ' IР;Ш
пря JCr; ->.pt,1 . в этоu сrусsо в (З) эа .nu, y*-*ffii рr.-
HoJlEo }-trigвýцать С; до тох пор, troкt ве шrцодtiлатся (I3).'

JIжiд5.ддя IодsлЕ ( I), (2), ( 4i
ввполвявтся уедовlо в).

"'=tШ: 
Т*Ж tt: ; ; r, ; ij,:7:rmTr :,,

i= l|й D Е[щошяотся

+ц
I4)

Ilоrrtоl,
0"цd

F 
xrbi @!, ! Ъ ц(4, ylhN;, t, 0.
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В (I4) сутопЕуеI первш€ IL вшовевтц. Тогда ддя

v'= Ё,(тцv!*сrr\)
вцподЕяgтся

_ 
0 <V 

х< 
Ё,[rп Pt, у')-ftl- оt @t, ух)

Прп

( I5)

( 16)

n!= а;(а х r1
, ,ЬП,

IFb ,yr)-й*J-v1
внпоJIвяется

п rз (16)

Из (I4)

"! {Ё,rп@t, уr) -tt*]ч'}- al4, ух)= 
о ( I?)

t"|*li:l ь

Т 
Х,Ё, *, 

u[o,Р! у 
ll" аlr!v'], g, 

t= о, j = rt:. о""
06озввпш Fi =Бflер:VЪх, yf. О*."шппо |,Pi< l,
Тогда первое шагаЪное в (I8) iiршrёт впл

i,Ь,F,(4, r'l- ft,,(,,-F! dEnrv' ). (I9)

Пустъ !! ),0 тако€, tпо-'rriлf 
aExrvc =dplVL, " Г., (20)

3десь, учlтцв€lя ( I5) , нетрутво пмуtштъ

подстsвпв (19), ( 2g1 Ёr:| ::-,"

Ё[р [г,Ь!, у9 -dF!Y'J,Iiy!=o (2I)

Из (I?) п (2I) вцтекает, no 0С a(af tО) ,. Л"у доказава.
ЗАМЕЧДНИЕ 3. lrttогоsваЕ{ое отобFf,еIше а(П,|) л,тя !rоде-

лп (I),(2),(4) цшет пчетъ невщпOпJй графш(. В то хе врuя
Условпе в) для этого отобFtвlшя вЕпоJIпяется.

II0



lfiшвство а(пrЦ)в Iоделх (I),(2),(4) вшук,lто. Поэтоlry

мнсествс .п"rцо""# точвх )| состохт, в9 .тех точек (z, у)
ддя KoToptD( сществуDт мме aL;rP;rWi, Vi , улошетвоfш-
цде ус.ловш (2), tгто внпоrttиDтся раванства

*i i,[ Fл@1, у) 
-lф -Q] - а, @i, у)= 0, L = П,

t,k,,[Fr(пt,il- 
dliv]- 4 зj=0, j=П,

Нетрудно убедпться в точ, что Iз ус.,Iовlл (IЗ) ввтокдет
огравичеtпость rншестч ,|L. Шз доказатшьства лею.н 5 погу-
тЕетсяr Iпо шо[ество lL вцrцшло. Таrtш оdразоч, дJIя юдшI
(I).(2),(4) шtшесмо Д есть внЕлutнfi кошlаliт. 3яаwт, для
эадач (I), (2), (4), (7) справедлrва

IFЮРВ{А 2. IIу ст ъ внЕолЕяDт сь у сл о-
вЕя (I) g (I3).тогда для лвбой
т р а е ii т о р " " 

(,Пt(t),Цr(t)), д с х о д я ц 0 й
цз (ПО,ц0), сЕрs ведл!во кора вонст -
во У(Ё*(,),у*(,))<7*. Е с лЕ д опол нЕ т ел ь -
но l,LiИrц)-:строго вогнутая фувкцпя
" J(п*(f, у*(.)),х| т о ф(t)*,п| цИ * l/#_-
п р i *'Jrb.' 

-Ъ 
о . . ъ !L(nl, t11фoi@.+)"=7i

0TllBTTш, lгго усдовпе в) въшолшяется ;iЬ"йftлеfi, oIBcаElц

" [t] . Повтоrу, обеспешв услоэве б), дJIя этп, шqде[еfi с фуlш-
Isоввло!{ (6) rшво пщЁцlть доказвнryD Teop€rry.

Автор ФlагQлврен Д.!tl.Рубшrовч, пqд !уководствоr ! пря пос_
тоfifiоЁ поиощд которго внпqлввн8 даЕяая рdота.
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